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��������	��
����

��� 539.372 

������ �����	�	��
� ��������� ��������		
��	 ����	���
�	��� ������	�����		  

�������� ����

�.�. �������, �.�.�., ��	
���	�
���� �� "���������� �	������������� ����������� ����������� �
���	���������", ��
. "��������". 

440071, �. �����, ��.  !�	��, �	" 30, ��. 84, bakuchsv@mail.ru 

#���"������$��! �	��	�� ��	����%���	� 	&���� ����%��� �	'

�&����� �	��-
��%�	� ��
	�"�&�� � ���	(��� ������, ���	�!)���! � ���	��!� 	��-��""����%�	�	
��
	�"��	����!. �	�����	, %�	 ����%��� �	'

�&����� �	����%�	� ��
	�"�&�� ��-
)�������	 ������� ��� 	� "�����%����� ������������� "�������� �	����	�������-

��, ��	��! �������! ����!*+��	-��
	�"��	����	�	 �	��	!��! � ����"�������"	�
�	%��, ��� � 	� ���� ����"�������"	� "���"���%���	� "	���� ���	(�	� �����
(��	"����%���� ������	� ��� ��	"����%���� ��������	�) � "	*�� �����(��� ���-
�����	� ���%���� ��! ������	-�����	�	 "��������, ����	� 0,5.  

        �������� �����:  	
����� 	����, �	�-	����������� ����������, �����������


�
������� ����������, ����������	��� � ������	��� ���������	��. 

��� �!"�.  �!�����	��� ���	����" ��		�#�"! ���, # ��	���	�� ��$���#"!

��		�#�# – �������"� ���$�� $
�$��	��, �������"� ���$�� 	�#���, �������"�

����������� 
�
������� ���������� � ��� ����� – �
������%�	� �� �	��#�

��	
��������#. � ���$������ �&��&���� ��	
�����������"! ����"! 	�����	�

#	�#����'�"� ����������	��� ������, �
�	"#�%(�� ��!�����	��� 
�#������

��		�#�"! ���. )�� ������ 
���	��#��%� 	�&��, #��&(� ��#���, 	�#��$
��	��

�#$! 	���������. *��#�� 	��������� $	����#��#��� 	#��� ��'�$ �&+,��"��

��
��'������ � �&+,��"�� ������������: 

εσ ⋅= K3 . (1) 

        ������ 	��������� $	����#��#��� 	#��� ��'�$ 	�#���#"�� ��
��'����-

�� � 	�#���#"�� ������������: 

�GT ⋅= . (2) 

-��	� −++= zzyyxx σσσσ 
��#"� ��#������ ������� ��
��'����; 

−++= zzyyxx εεεε 
��#"� ��#������ ������� ����������;  

( ) ( ) ( ) ( ) −+++−+−+−= 222222
6

6

1
zxyzxyxxzzzzyyyyxxT σσσσσσσσσ

�����	�#��	�� ��	������"! ��
��'����  (#�������, 
��
������������ #�����$

��#������$ ��#������ ��
��'����);  

( ) ( ) ( ) ( ) −+++−+−+−= 222222

2

3

3

2
zxyzxyxxzzzzyyyyxx� εεεεεεεεε

�����	�#��	�� ���������� 	�#��� (#�������, 
��
������������ #�����$ ��#�-

�����$ ��#������ ����������). 
)�	
�������" 
���#��'��%� ���� #�������� #������ ��#�������# �����-

��# � ��#������# ��
��'���� � ���������� �� ��!�����	��� 
�#������ ��$�-
��# � ��$���#"! ��		�#�#. )�� ��������, ��� �&+,���� ���������#���� ��$���
�
��������	� ��� �����	������	��� ��#������, ��� � 	�#���#"�� ��
��'����-
��; � ��������� ����" ��$���#"! ��		�#�# 
���	!���� �� ������ 
�� ���	�-
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#�� ��	������"! ��
��'����, �� � 
�� �����	������	��� ��#�����. .���� �&-
�����,  # ����$��! (1), (2) � ���$�� �&+,����� ��	������ (	'����) K , � ��-

�$�� 	�#��� G , # 	���� �&(�� 	�$��� ���'�" ��#�	��� ��� �� �&+,����, ��� �

�� 	�#���#�� ����������, �� �	�� ( ) ( )�GG�KK ,  ;, εε == . �����#�������, 

����$�" (1) � (2) $	����#��#�%� 
�����,	��"� ��#�	���	�� ��'�$ 
��#"��
��#��������� �������# � #���"�� ��#��������� ��#������# ��
��'���� � ��-
��������.   

�#��� ��'�$ 
�������"�� ���$���� �&+,����� ��	������ (	'����) 
K(,,�), 	�#��� G(,,�) � 
�������"�� ���$���� $
�$��	�� E(,,�) � ����������-

��� 
�
������� ���������� ( )�,εµ $	����#��#���	� ��#�	��"�� 	������-

�����: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ]�G�K

�G�K
�

�G�K

�G�K
�E

,,32

,2,3
,  ;

,,3

,,9
,

εε

εε
εµ

εε

εε
ε

+

−
=

+

⋅
= ; (3) 

( ) ( )
( )[ ]

( ) ( )
( )[ ]

.
,12

,
,  ;

,213

,
,

�

�E
�G

�

�E
�K

εµ

ε
ε

εµ

ε
ε

+
=

−
=  (4) 

��� �$����� ( )�K ,ε � ( )�G ,ε �
��������	� #���� ���#"! �&+,����� (1) 

� 	�#���#��� (2) ���������#����. ��� �$����� ( )�E ,ε �
��������	� #����

���#�� -x = -x(,x) 
�� ���������� ���������#���� ,0( == zy σσ ).0== zy εε   

/�� ��	���	� �$����� ( )�,εµ , �� �, #�� ��'�� &"�� $	����#��� ��� 	 �	
���-

��#����� 	��������� (33) ��� ����������� #��� ���������#���� 	
�����
	���" (
��	���, 	������	��-	�����������, �	�-	����������� � ��� �����), ���
���������� ����������	��� ������ 	
����� 	���" � ��������"! ��	����"!
�������� ���	����, #!���(�! # �
�	���� ����������	��� ������. 

��#�$%�&"�!!�' (��$"' )���("�!��(" ��)*��+ �$� �. 0���� �� ���-
&���� $����"! ����������	��! �������, �
�	"#�%(�! ��!�����	��� 
�#���-
��� ��$���# � ��$���#"! ��		�#�#, &�� $�,�� ����������� ���	�#�� ����$���, 
�#����	� �������������� ������ 
��	�����	�� 	"
$��� 	���", 
�����'�����

����		���� 1.�. 1����#"� # 1974 ���$ [1]. 2����� ������ ���%	����$��
�������������� � 	�	���� �� 
���������� 	�����,��"! ��$
�$���� �������� �
�������� 	$!��� ������. 0�� 
��#����� �
�	��� �������"� �����������	�� ��-
�������#���� ��$���#"! 	���, # ��	���	��, #������ 	������� ��
��'���� ��
#�� ��#�	���	��� ��'�$ #���"�� ��#��������� ��#������# ��
��'���� � ��-
��������, �������"� �	�&����	�� 
����		� �����$���, ������$�� #����'��	��
��
�	���	�#������ 
���!��� �� ��#�	���	��� ��
��'����-���������� � $	��-
#�% 
���������� ��#��#�	��, 
���$	�����#��� ������	�$% ���������	�� ���-
����� ��&��" ���������, � ���'� ������ �������	�� # �&��	�� ��
��',��"!
	�	������, &�����! � 
�������"�. *�������"� ���$�� �&+,����� ��	������
(	'����) � 
�������"� ���$�� 	�#��� 
�� ���� ���%� #��: 

( )

( ) .2
2

1,

;2,

0

2

00

22

00

�
fK

�

�

�

�

�

q
fK

�

�
G�G
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�

�

�q
KK�K

ssss

ss

ε
ε

ε
ε

−��
�

�
��
�

�
−+��

�

�
��
�

�
−=

��
�

�
��
�

�
��
�

�
��
�

�
−−=

 (3) 

        -��	� 0K  - �������"� ����������� �&+,����� ��	������ (	'����); 0G  - 

�������"� ���$�� 	�#��� 
�� ��	��� 	�#���; s�  - 
��������� �����	�#��	��

���������� 	�#���;  f  - ������ ������������ #�$�������� ������;  q - ������-
����� �������	��. 
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 �����, 
���	��#������ 	����������� (3) &����$��	� �� ��
����� � ����-

	�� ����������, # �	��#� ������� ��'�� 
�����
 ���������	�� �������"!

�������# (
�����
 «���#����#����»), � 
����$ �
�	"#��� ��!�����	��� 
�#�-

����� ��$���#"! ��		�#�#, �#��%(�!	� ������	��-��������"�� 
� 	#���


������, &�� $�,�� ����������	��� ���������	��. ���	�� 	 ��� 
�� 	������-

	��� ���������#���� ��$���#"! ��		�#�# ����������, #��&(� ��#���, $'�

������ 	������ ���"�� � 
�	������� ������%(�! $��#����� 	���$�� #"
��-

����  $'� «
�	��» ���������� 	���$� ������������ �.�.3�#�'���#� [2].  

2�� 
�	������� ������������"! 	��������� 	
���"! 	��� 	 $�,���

����������	��� ���������	�� &"�� 
�����'��� ��	������ 
��!���# [3], # ��-

	���	��, 
��!��, �	��#���"� �� ��
$(���� � ����#�	���	�� ����" ��
�	� ��-

�"��%(�! $��#����� (1) � (2) �� #��� ��		�����#����� "���������" 	
�����

	���" (��
����� �& ��#�#�������	�� ����" ��
�	� ���"��%(�! $��#�����). �

	���#��	�#�� 	 ������ ��
������, �	��#�"� ������	��� 	��������� ������-

����	�� � ������	�� ����������� ������� 	
����� 	���", &$�$� ����� #��:  

( ) ( ) ********** ,   ;,3 ��GT�K ⋅=⋅= εεεσ . (4) 

-��	� K*(,*,�*) – ����������	�� ��������"� ������ 
���������� ���$�� �&+-

,����� ��	������ (	'����); G*(,*,�*) – ����������	�� ��������"� ������


���������� ���$�� 	�#���. ��������"� #�� ���! #������ �
�������� ������-

����	�� ��������$% ����������	�$% ������ 	
����� 	���", # ��	���	��

����������	�� ��������"� �������� �������������� ������ 
��	�����	��

	"
$��� 	���" &$��� ����������	��� ������, �
�	"#����� 	�����������: 

( )

( ) .2
2

1,

;2,

*

*

0

*
2

*

0

*

0
***

2
*

2
*

*00
***

�
fK

�

�

�

�

�

q
fK

�

�
G�G

�

�

�

�q
KK�K

ssss

ss

ε
ε

ε
ε

−
�
�

�

�

�
�

�

�
−+

�
�

�

�

�
�

�

�
−=

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
−−=

 (5) 

-��	� −++= ****
zzyyxx σσσσ 
��#"� ��#������ ������� �&�&(,��"! ��
��'�-

���; −++= ****
zzyyxx εεεε 
��#"� ��#������ ������� ��������"! ����������; 

( ) ( ) ( ) ( )−+++−+−+−= 2*2*2*2**2**2*** 6
6

1
zxyzxyxxzzzzyyyyxxT σσσσσσσσσ   

�����	�#��	�� �&�&(,��"! ��	������"! ��
��'����  (#�������, 
��
�����-

������� #�����$ ��#������$ ��#������ �&�&(,��"! ��
��'����);  

( ) ( ) ( ) ( )−+++−+−+−= 2*2*2*2**2**2***

2

3

3

2
zxyzxyxxzzzzyyyyxx� εεεεεεεεε   

�����	�#��	�� ��������"! ���������� 	�#��� (#�������, 
��
������������

#�����$ ��#������$ ��#������ ��������"! ����������). 

�#��� ��'�$ 
�������"�� ���$���� �&+,����� ��	������ (	'����) 

K*(,*,�*), 	�#��� G*(,*,�*) � 
�������"�� ���$���� $
�$��	�� E*(,*,�*) �

������������� 
�
������� ���������� .*(,*,�*) $	����#��#�%�	� 	������-

�����: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )[ ] )6(  ;

,,32

,2,3
,   ;

,,3

,,9
,

******

******
***

******

******
***

�G�K

�G�K
�

�G�K

�G�K
�E

εε

εε
εµ

εε

εε
ε

+

−
=

+

⋅
=
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( ) ( )
( )[ ] ( ) ( )

( )[ ].,12

,
,  ;

,213

,
,

***

***
***

***

***
***

�

�E
�G

�

�E
�K

εµ

ε
ε

εµ

ε
ε

+
=

−
=        (7) 

����"%%�($"�!��  �#�$%"$���!"�. 4�		������ 
�	������� ���#"!

.(,,�) � .*(,*,�*) ��� ��		�#���� ����, ��!���(���	� # $	��#��! �	�-

	������������ ���������#���� � �
�	"#������ �������������� �������


��	�����	�� 	"
$��� 	���" # ����������	�� �������� � ����������	�� ����-

������ 
�	����#��. 

2�� �
��������� �$����� .(,,�) � .*(,*,�*) ��		������ �	�	�����������  

���������#���� &�	��������� 	
������ ��		�#� �� 
�������� ����������-

	��� 
���	�� ���������� ����$	� r0. *$	�� #�$������� 
�#��!��	�� ��������-

��	��� 
���	�� 
��$���� ���������� 
�����(����  0
ru . 0
��������� ��
��-

',���-���������#������ 	�	������ &�	��������� 	
������ ��		�#� 	 �����-

�����	��� 
���	��%, ��!���(���	� # 	�	������ �	�-	������������ �������-

��#����, ����������	�� 	#����	� � �����% �#$!�������� ����#�� ������ ���

�&"���#������ ����������������� $��#����� #������ 
������ 	 
�������"��

��������������, �	�� ����#"� $	��#�� ������� 	���$%(�� �&�����: 

( ) ( ) 0.=   ;0
0 nr ruuru =  (8) 

*��#�� �� 	��������� (8) ��������, ��� ������ ���������� 
�����(����

����� ����������	��� 
�#��!��	��; #����� 	��������� ��#���� � ���, ��� ��

��		������  nr �� �	� �������� ��������"� 
�����(���� ��#�" �$�%. 

� 	�$��� ����������	�� �������� ������ 	
����� 	���" ������%(��

$��#����� # 
�����(����! ����� 	���$%(�� #�� [4]: 

0
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=++
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∂
r

r FB
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A , (9) 

���                                  �
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=

rrrr

rr
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( ) ( ) ( ) ;
3

,2, �
�
�

�
�
�
�

� +
−⋅++⋅=

ϕϕ
ϕϕ

εε
εεεεεσ

rr
rrrrrr �G�K

( ) ( ) ( ) .
3

,2, �
�
�

�
�
�
�

� +
−⋅++⋅=

ϕϕ
ϕϕϕϕϕϕ

εε
εεεεεσ

rr
rr �G�K

*�� ���� ���
�����" ���������� 	#����" 	 ��������"�� 
�����(����-

�� 	�����������: ruru rrrr /  ;/ =∂∂= ϕϕεε . 



���������	
����
	��
��	��	��	�����	������������������	������������������������

16 

2�� 	�$��� ����������	�� ���������� ������ 	
����� 	���" �����-

�%(�� $��#����� # 
�����(����! ��
�	"#���	� # 	���$%(�� ����� [4]: 
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*�� ���� 	#��� ��'�$ ���
�������� ��������"! ���������� � 
�����-

(������ $	����#��#���	� 	�����������:  
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4����� ����#"! ����� (9), (8) � (10), (8) #"
������ ������� ������"!

�����	��� �� �$	����-����#�������� 	���� 	 
������	��% # �	�������� �����


������ 0(h
2
) ��� #	�! $���# 	����, #��%��� �������"� [5]. �$	����- ����#��-

������ 	���� ����#���	� 	���$%(�� �&�����: �&��	�� ������ - �����#��  

[ ]nrr −0   �����	� �� N ��#�"! $��	���#, � ����� ��'�"� $��	���  [ ]1+− ii rr   

�����	� �(, ��  ( )iN − $��	���#, ���  1,...,2,1,0 −= Ni . .���� ������� �&$	��#-

���� ���, ��� 	 ��#��� ���� �&��	�� ������ [r0 – rn] !��������	���� ��
��',�-

��-���������#������ 	�	������ (��
��'����, ���������� � �! ��#������") 

���%� ����������"� ��������, 
��#���(�� � ���&!�����	�� ����#��� �����

����$% 	���$. 
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��	���� �������-�����	��"! $��#����� � ��� ������ (9), (8) (&�� $�,��

����������	��� ���������	��), � ��� ������ (10), (8) (	 $�,��� ����������	���

���������	��) ����� 	���$%(�� #��: 

( )
( )

( ) �



�
�

�

=+−−=

=++−−=

−=++−=

−−−−−

+−

,11121

11

022322

1              ;1

;1        ;2 ..., ,3

;1                                ;2

nnnnn

iiiiii

Fuuni

Fuuuni

uFuui

αα

αα

αα

 (11) 


���,� ��� ������ (9), (8)  
i

ri
i

A

FB
F

+
= ,  � ��� ������ (10), (8)  

i

rii
i

A

FDB
F

+
=   

(i = 2,…,n – 1). �����������  iα ��#�� �������% ��		������ ��'�$ 	�	����-

�� $����� �$	����-����#�������� 	����: 
1−

=
i

i
i

h

h
α . *� 
�	������%  21 ≤≤ iα . 

*�	������� ������ #"
������	� ������� ��������, 
���,� �� ��'���

�������� 	�	���� �������-�����	��"! $��#����� �����	� ������� 
�������. 

2���������	�#� $	�����#�	�� ������ 
������� ��� 	�	���" (11) 
��#����� #

��&��� [6]. 

� ����	�#� ���������� 
��&��'���� ������ 
��������	� ������ ���-

��� ����#�� ������ ��� ������	�� � ����������	�� �������� ������ 	
�����

	���" (# 	��$ ��� ��������$���	��). 0�������� 
����		� �������� ��������-

��#���	� 
� 
�����(�����: ∆≤− −1k
ri

k
ri uu , ���  −k ����� ��������; −∆ 
�-

�����	�� #"��	�����.  

0
�	���"� �������� ������ �#$!�������� ����#�� ������ �������#�� #


����� 
������� "OSA", �����&������� # 	���� 
����������#���� ����������-

	���� 
����� "MATLAB". *�� #"
������� ��	�,��# 
�������" ��������� 
�-

�$
��	����	�#�, 	 
��#��,���� ��������� 
�����	��%  005,0
0

=
s

x

�G

F
, 
����-

����	� 	���$%(���: �������"� ����$	 ����������	��� 
���	�� "r 10 = ,  

���(��� 	'������� ���(� 
��$
��	����	�#�  "rn 12= , ������	�#� $���# �$-

	����-����#�������� 	���� 24=N , ������	�#� ��	�,��"! �����  277=n .  �-

!�����	��� ���	����" 	
����� 	���" ����� 	���$%(�� ��������:  

0,5/ 00 =GK ; 
��������� �����	�#��	�� ���������� 	�#���  231,0=s� ;  
��-

#��,��"� ����������� �������	�� 1/ =s�q ;  ����������� ������ f = 0,1; 0,5; 

0,9. �"��	����� #"
������	� 	 �����	��%  0001,0≤∆ . 3�������� 	��(����

������" ����������	��� 
���	�� 
��������	� ��#�"�   585,0/0 =sr �u . )��

�������� �&�	
���#��� ��
�������$% ( )s�� < 	����% ��&��" ��������� ��

������� ����������	��� 
���	�� ��� 
�����"! ���	���� 	
����� 	���" �


��������# ��������� 
��$
��	����	�#�. 

3� ��	. 1 
���	��#���� ������ 	����$����#����� ����#�� ������, ��

�	��, 
������" ������� ����	������"! ��������"! 
�����(���� ur/�s, ����	�-

�����"! ��������"! � ������������"! ����������
ss

r

��

ϕεε
 ; � ��
��'����

ss

r

�G�G 00

 ;
ϕσσ

, ����	������"! ��#�������"! #������
ssss �

�

�G

T

�G�
 ; ; ;

00

σε
. 

�	� ���#"� 
�	�����" ��� ������������ #�$�������� ������ 5,0=f . 
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5������� ��������� ������������ 
�
������� ����������  
� ���(���

����������	���� 
��$
��	����	�#� ��� �������"! �������� ������������

#�$�������� ������ f 
������ �� ��	. 2. 

3� ��	. 3 
������ !������� ��������� ������������ &���#��� ��#�����  -/
= -r   
� ���(��� ����������	���� 
��$
��	����	�#� ��� �������"! ��������

������������ #�$�������� ������ f.  

3� ��	$���! 
$������"� ����� 	���#��	�#$�� 	�$��% ����������	�� ��-

������ ������, 	
���"� �����  - ����������	�� ���������� ������ 	
��-

��� 	���". 

���� �. 1. /�	����"� �		����#���� 
����"#�%�, ��� #������� ������-

������ 
�
������� ���������� 	$(�	�#���� ��#�	�� ��� �� ��!�����	��! !�- 

4�	. 2. ����������� 
�
������� ����������

4�	. 1. 4����� ����#�� ������
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�������	��� ��������� 
��$
��	����	�#�, $��#�� ���#���� ��
��',���-

���������#������ 	�	������ # ��		�����#����� �����, ��� � �� #��� ��		���-

��#����� ����������	��� ������ 	
����� 	���" (����������	�� ��������

��� ����������	�� ����������).  ��	��������� �������� ����������� 
�
�-

������ ���������� ��	������ # �����! 	
����� 	���", 
���"��%(�! � ���%

����������	��� 
���	��, �� �	�� ���, ��� $��#��� ��
��',���- ���������#��-

���� 	�	������ �#����	� ���	������"�. 2�� ����������"! $��#��� ��
��',�-

��-���������#������ 	�	������ ����������� 
�
������� ���������� 	$(�-

	�#���� 
��#"��� 
��������� �������� ��� �������-$
�$���� ���������, ��#-

��� 0,5. 2�� ���"! $��#��� ��
��',���-���������#������ 	�	������ ������-

����� 
�
������� ���������� �� 
��#"��� �������� 0,5. 2�� ����������	��

���������� ������ ����������� 
�
������� ���������� #"�, ��� ��� ���-

�������	�� �������� ������ 	
����� 	���", 
���,�, ��� ����� ��������-

��� #�$�������� ������, ��� ��� ������� &����. 

2. /�� ��	���	� ������������ &���#��� ��#�����, �� �� ��������� ������-

��	� 
� ��$&��� 	'������� ���(� 
� ���#�� #"
$���	��% #���. ��� ���&���-

�� �������� ���	��$%�	� # ����� 	'������� ���(�. 3�������� ��������

����������� &���#��� ��#����� 
�������� &��'� � ���% ����������	��� 
�-

��	��. 2�� ����������	�� ���������� ������ ����������� &���#��� ��#�����

#"�, ��� ��� ����������	�� �������� ������ 	
����� 	���", 
���,� ���

������� ��� &����, ��� ����� ����������� #�$�������� ������.  

,�-����!"�. *���	��#����"� # 	����� ���$�����" ���$� &"�� �	
�����#�-

�" 
�� ������� ��	$(�� 	
�	�&��	�� � ���������#��	�� 	
���"! 	��� ��
�

��$���#"! �	��#���� 
�� ������ � 	���$'����, ��!�����	��� 
�#������ ����-

�"! �
�	"#���	� ����������	�� � ������	�� ��������"�� ��������. 
© ���$�# �.�. 2017 
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EVALUATION OF THE COEFFICIENT OF TRANSVERSE DEFORMATION AT 

THE AXIAL-SYMMETRIC DEFORMATION OF CONTINUOUS MEDIUM

BAKUSHEV S.V. 
The Penza State University of Architecture and Construction, Penza, Russia

The article is devoted to the question of theoretical estimation of the value of the coeffi-
cient of transverse deformation in continuous medium under the conditions of axial-symmetric 
deformation.  It is shown that the value of the coefficient of transverse strain essentially de-
pends both on the mechanical characteristics of the material of the half-space, the level of de-
velopment of the stress-strain state at considering point, and on the type of the mathematical 
model of the continuous medium (geometrically linear or geometrically nonlinear) and may 
exceed the limit value for linear- elastic body, equal to 0,5.  
        Keywords:  Solid array, Axial-symmetric deformation, Coefficient of transverse defor-
mation, Geometrical and physical nonlinearity. 
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