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О СВЯЗИ МЕЖДУ УРОВНЕМ СИЛОВОГО НАГРУЖЕНИЯ  
И ЭНЕРГЕТИЧЕСКИМИ ПОТЕРЯМИ ПРИ ДЕФОРМИРОВАНИИ  

ЖЕЛЕЗОБЕТОННЫХ КОНСТРУКЦИЙ 
 

В.М. БОНДАРЕНКО, д-р тех. наук, профессор 
Б.А. ЯГУПОВ,  канд. техн. наук, профессор  
НИИСФ РААСН, 127238, Москва, Локомотивный пр-д, д. 21 
 

         С учетом анизотропии, нелинейности, необратимости и неравновестности сило-
вого сопротивления железобетона и кинематических особенностей его коррозионных 
повреждений вводится алгебраизированная методика оценки гистерезисных потерь 
энергии при знакопеременном нагружении. Для этого используются квазилинейные 
формы реологических уравнений механического сопротивления бетона, общепринятые 
связи кривизны железобетонных элементов с их жесткостью изгибающими момента-
ми; а также линеаризация поиска с помощью N-моментной квадратичной минимиза-
ции отклонений по высоте сечений между точными и приближенными значениями 
временных модулей деформаций и коэффициентами  сохранения силового сопротивле-
ния поврежденных коррозией бетонной арматуры. 

        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: железобетон, необратимость деформирования, энергетиче-
ский гистерезис, знакопеременное  нагружение, коррозионные повреждения. 
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    Железобетонные конструкции, воспринимающие многократные знакопере-
менные (статические или динамические) нагрузки, традиционно рассчитывают-
ся по общим признакам силового сопротивления; в частности, по предельным 
состояниям. 1-ой, 2-ой групп, с учетом специфики деформирования и условия 
работы компонент железобетона-бетона и арматуры, включая нелинейность,  
необратимость и неравновесность деформации, длительная прочность, вынос-
ливость, виброползучесть, особенности предыстории существования, коррози-
онных повреждений; кроме того возможна энергетическая оценка строительных 
решений. Повторные знакопеременные нагружения могут иметь как статиче-
ский, так и динамический, в т.ч. вибрационный характер. Отличие состоит в 
разном поведении материалов во времени. В частности, при вибрационном на-
гружении время воздействия усилий одного знака очень мало и обычная ползу-
честь не проявляется. 
       При силовом деформировании конструкционных материалов происходят 
потери энергии [1,7,8,10]; при многократном знакопеременном нагружении эти 
энергетические потери накапливаются [5,6]. Очевидно, что стоимость этих 
энергетических потерь входит в стоимость продукции предприятий. Это актуа-
лизируют поиски снижения указанных потерь, а с учетом сопутствующих до-
полнительных затрат по энергопотреблению приводит к задаче энергооптими-
зации строительных конструкций промышленных и траспортно - коммуникаци-

онных зданий и сооружений. 
       При нагружении железобетона 
стальная арматура деформируется 
упруголинейно, и поэтому потери 
энергии при знакопеременном де-
формировании арматуры малы и мо-
гут не учитываться. Бетон, напротив, 
деформируется нелинейно и необра-
тимо, потери энергии при деформи-
ровании бетона значительны (рис. 1). 
На рис. 1 нелинейная ветвь нагруже-
ния сжатием OK (без учета нисходя-
щего участка): тоже при нагружении 
растяжением ܱܭ௧ ;  линии разгруже-
ния 12 после нагружения сжатием и 
1௧ , 2௧  - после нагружения растяжени-
ем. Фигуры 013 и 01௧3௧ – соответст-
вуют работе на деформирование еди-
ничного объема образцов при нагру-
жении ሬܹሬሬ⃗  и ܹ⃖ሬሬሬ, фигуры 123 и 1௧2௧3௧  - 

соответствуют работе, совершенной при частичном восстановлении исходных 
размеров образцов при разгрузке ܹ⃖ሬሬሬ и ܹ⃖ሬሬሬ௧; фигуры 013 и 01௧3௧ , образующие ܶܪ 
петли гистерезиса отражающие потери энергии при однократном нагружении – 
разгуржении единицы объема образца ∆ܹ = ሬܹሬሬ⃗ − ܹ⃖ሬሬሬ; при этом линии разгрузки 
13 и 1௧3௧  параллельны начальной модульной линии ݊݊௧ между собою (признак 
Энгессера-Ясинского) 
        Деформации, накопленные при нагружении ߝ и ߝ௧  после разгрузки восста-
навливаются частично - ߝоб и ߝ௧об, а остальные деформации являются необрати-
мыми ߝноб и ߝ௧ноб.Это оценивается коэффициентами обратимости и необратимо-
сти соответственно: 

обܭ =
обߝ

ߝ
௧обܭ ; =

௧обߝ

௧ߝ
нобܭ  : =

нобߝ

ߝ
 ; ௧нобܭ  =

௧нобߝ

௧ߝ
,                      (1) 

൜ ߪ  .1 − ε            при сжатии и разгружении
2. ௧ߪ   − ௧ߝ  при растяжении и разгружении

� 

 
Рис. 1. Диаграммы  (к времени t) 
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при этом                           ܭоб + нобܭ = ௧обܭ ;1 + ௧нобܭ = 1, 
 
а потери энергии деформирования оцениваются коэффициентами поглощения 
энергии: 

Ψ =
∆ܹ
ሬܹሬሬ⃗  или Ψс =

∆ܹ
ܹ⃖ሬሬሬ  ;  Ψ௧ =

∆ ௧ܹ

ሬܹሬሬ⃗ ௧
 или Ψ௧௖ =

∆ ഥܹ௧

ܹ⃖ሬሬሬ ,                 (2) 

причем       

Ψ =
Ψ௖

1 + Ψ௖
;  Ψ௖ =

Ψ
1 − Ψ

. 

        В связи с тем, что коэффициент поглощения энергии Ψ определяется от-
ношением площади петли гистерезиса ∆ܹ и площади ሬܹሬሬ⃗  и ܹ⃖ሬሬሬ, непосредственно 
не связаны с очертанием самой петли гистерезиса, в ряде публикаций, например 
[8,10] очертания петли гистерезиса принимаются в формах, удобных в даль-
нейших разработках, но отличающиеся от рис.1, не отражающих явление необ-
ратимости. 
        Ветви нагружения ܱܭ и ܱܭ௧ , в общем случае, описываются нелинейными 
уравнениями силового сопротивления типа 

,ߪ)ߝ (ݐ =
(ݐ)ߪ

,ߪ)врܧ ,ݐ (଴ݐ
,                                                (3) 

где  ܧвр- временный модуль деформации С.Е.Ф. Райфельда – Н.Н. Буданова, 
зависящий от уровня напряжения [2,4] 

Заметим, что ползучесть (и виброползучесть), увеличивая статический про-
гиб, существенно не влияют на энергопотери при знакопеременном деформиро-
вании. 

 Уравнения (1) удобно заменить квазилинейными уравнениями типа 

ߝ =
(ߪ)ܵ
врлܧ

 ,                                                                    (4) 

где ܧврл = ாмгн
ଵାாмгн஼(௧,௧బ)

-функция напряжений; например по П.И. Ва (ߪ)ܵ  ,[3] 
сильеву: 

(ߪ)ܵ = ߪ ൤1 + തܸ ቀఙ
ோ

ቁ
௠ഥ

൨,                                                        (5) 

или по Графу                         ߝ = ;௕ߪܽ ߪ  = ቂఌ
௔

ቃ
ଵ

௕ൗ
,                                                       (6) 

параметры которых вычисляются использованием традиционных реологиче-
ских уравнений: 

ߝ = мгнߝ + кр.полߝ +  р.пол                                                   (7)ߝ

или                ߝ =
ఙ(௧)ቂଵା௏мгнቀ഑

ೃቁቃ
೘мгн

ாврл(௧,௧బ) + (ݐ)ߪ ቂ1 + пܸол ቀఙ
ோ

ቁ
௠пол

ቃ ,ݐ)ܥ (ݐ − ∫ (ݐ)ߪ 〈1 +௧
௧బ

                                                      + пܸол ቂఙ(ఛ)
ோ

ቃ
௠пол

〉 ௗ஼(ఛ,௧బ)
ௗா

݀߬ ,                                            (8)  
где ߪ - напряжения, ߝ - полные относительные деформации, ݐ଴ , ߬, -время нача -ݐ
ла наблюдения, текущее время, время окончания наблюдения, ߝмгн  - частные 
мгновенные относительные деформации, ߝкр.пол  - частные относительные де-
формации кратковременной ползучести (быстро натекающей ползучести), 
 р.пол - частные относительные деформации режимно-накапливаемой ползучестиߝ
,ݐ)ܥ ,[2,4] мгнߝ ,଴)- мера ползучестиݐ  - модуль упругомгновенной деформации, 

мܸгн, ݉мгн, пܸол, ݉пол- эмпирические параметры нелинейности [2,9], значения па-
раметров деформирования по таблице из [2]. 
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Знак 
Нагружения 

Мгновенные деформации Деформации ползучести 
мܸгн ݉мгн пܸол ݉пол 

Сжатия 37,5/R 5,0 − 0,05ܴ 45,0/R 5,0 − 0,007ܴ 
растяжения 0,3 + 0,37ܴ 0,8 + 0,32ܴ 1,5 1,0 
ܴ-призменная прочность бетона на сжатие 

       Значения параметров деформирования при сжатии (при ݐ଴ = 28, ݐ = ∞)для 
тяжелых бетонов): 

№ параметры Единицы измерения Класс бетона 
15 20 30 40 50 

1 ܴ௕బ (∞) Мпа 15,6 20,1 28,6 36,7 44,5 
 мгн(∞) 10ିଷМПа 23,0 27,0 32,5 36,0 39,0ܧ 2
3 С(∞, 28) 10଺МПаି଺ 128 102 74 59 50 
,∞)врлܧ 4 28) 10ିଷМПа 5,6 6,84 9,0 11,4 13,3 
5 ߮ = мгнܧ ∙ ,ݐ)ܥ  ଴)  3,10 2,95 2,48 2,17 1,93ݐ
6 мܸгн  2,6 2,0 1,3 1,0 0,8 
7 ݉мгн  5,0 4,7 4,3 3,8 3,4 
8 пܸол  3,11 2,35 1,6 1,22 1,22 
9 ݉пол  4,0 
10 തܸ  2,9 2,2 1,51 1,34 1,08 
11 ഥ݉   4,22 4,12 3,95 3,80 3,65 

 

        Примечание: Параметры квазилинейного уравнения (5) തܸ  и ഥ݉  вычисляются из ус-
ловий равенства величин ߝ уравнений (5) и (8) для ߪ = ߪ и ܴߛ = ܴ (при ߛ = 0,7) [3,4] 
        Аналогично вычисляются параметры a и ܽ௧; ܾ и ܾ௧ для уравнений типа (4): 
А. при статическом нагружении: 

ܽ = (ଵା௏ഥ)ோభష್

ாврл
;  ܽ௧ = (ଵା௏ഥ೟)ோ೟

భష್೟

ாврл
      ;                                         (9) 

ܾ = 1 + ଵ
୪୬భ

ം
ln ଵା௏ഥ

ଵା௏ഥఊ೘ ∶  ܾ௧ = 1 + ଵ
୪୬భ

ം
ln ଵା௏ഥ೟

ଵା௏ഥ೟ఊ೘തതത೟
     ;                       (10) 

Б. при вибрационном нагружении: 
ܽдп = ଵା௏мгн

ாмгн
ܴвын

ଵି௕дп;  ܾдп = 1 + ଵ
୪୬ ఊ

ln ଵା௏мгн
ଵା௏мгнఊмгн,                          (11) 

где ܴвын  - предел выносливости 
        Величина потери при осевом одноцикловом нагружении-разгружении еди-
ницы объёма образца – площадь петли гистерезиса ∆ܹ определяется как раз-
ность между работой, затраченной на силовое деформирование образца (фигура 
013 рис.1): 

ሬܹሬሬ⃗ = ∫ ߝ݀ߪ = ∫ ቀఌ
௔

ቁ
ଵ

௕ൗ
ߝ݀ = ఌ(భశభ

್ൗ )

൫ଵାଵ
௕ൗ ൯௔

భ
 ್ൗ

ఌ
డ

ఌ
డ                                        (12) 

и работы, произведенной на деформациях восстановления размеров образца при 
разгрузке (т.к. потенциал «отпорности»)1 – площадь фигуры 123: 

ܹ⃖ሬሬሬ = врлܧ ∫ ఌߝ݀ߝ
଴ =  ଶ/2,                                           (13)ߝврлܧ

т.е. ∆ܹ = ሬܹሬሬ⃗ − ܹ⃖ሬሬሬ  - площадь петли гистерезиса и коэффициент поглощения 
энергии (2): 

Ψ = 1 − ܹ⃖ሬሬሬ/ ሬܹሬሬ⃗   .                                                    (14) 
        Аналогичная энергетическая конструкция при неоднородном напряженно-
деформированном состоянии, например, изгибе требует предварительного по-
строения функции напряжений в бетоне ее поперечных сечений. 

                                                             
1 Связь между напряжением и деформациями при разгрузке, как отмечено выше, при-
нимается линейной. 
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       Функция нормальных напряжений в бетоне неповрежденных коррозией 
(или других внешних факторов) конструкций расписывается в виде [2,4]: 

,ݔ)ߪ (ݖ = (ݔ)срߪ ቀ௭
௫

ቁ
ఎ

  при ߟ = 1 − ெ(௫)
ெпр(௫) ,                                     (15) 

где ߪср – фибровые напряжения, ݔ - абсцисса сечения,  ܺ - высота жатой зоны 
сечения, ݖ- ордината, отсчитываемая от нулевой оси напряжений, (ݔ)ܯ - дейст-
вующий изгибающий момент, зависящий от статических и динамических на-
грузок, ܯпр(ݔ)- предельный для сечения изгибающий момент, для чего исполь-
зуются квазилинейные уравнения (6),   
уравнение кривизны бруса: 

1/ρ = M/D,                                               (16) 
гипотеза плоских сечений: 

1
ߩ

=
ߝ
ݖ

 ; ߝ   =
1
ߩ

; ݖ ߝ  =
ܯ
ܦ

 (17)                                     .ݖ

       Затем, приравнивая (6) и (16) 
௕ߪܽ =  ,ܦ/ݖܯ

находим [5]: 

(ݔ)срߪ = ൤ ெ(௫)
஽пр(௫)

൨
ଵ

௕ൗ
ܴ                                  (18)    

и, следовательно, 

,ݔ)ߪ (ݖ = ቈ
(ݔ)ܯ

(ݔ)прܯ
቉

ଵ
௕ൗ

ܴ ൬
2
ݔ

൰
ఎ(௫)

.                            (19) 

      Далее, в интересах упрощения алгоритмов вычисления величины потерь 
энергии, происходящих при изгибе и разгрузке железобетонного бруса (железо-
бетонной балки) целесообразно разделить его пролет на участки с неизменным 
знаком моментов и назначить неизменные в пределах каждого i-того участка 
момента ܯ௜ = -установить на каждом участке высоту сжатой зоны ܺ, пре ݐݏ݊݋ܿ
дельный изгибающий момент ܯ௜пр(ݔ)  и момент образования трещин ௜трܯ  , а 
также значение параметра ߟ 
       Потери энергии при однократном нагружении - разгружении, сопровож-
дающие силовое деформирования железобетонной балки, определяются как 
сумма потерь на всех i-тых участках: 

Δܹ = ∑ Δ ௜ܹ
௡
ଵ  .                                              (20) 

        В растянутой зоне балки в результате появления трещин потери энергии 
непосредственно в бетоне могут уменьшаться, однако за счет трения в трещи-
нах появляются другие потери. Потери энергии на каждом участке равны сумме 
потерь в бетоне сжатой и в бетоне растянутой части сечения: 

Δ ௜ܹ = ൫ ሬܹሬሬ⃗ ௜ − ܹ⃖ሬሬሬ௜൯ + ( ሬܹሬሬ⃗ ௧௜ − ܹ⃖ሬሬሬ௧௜)                              (21) 
при 

ሬܹሬሬ⃗ ௜ = ܾ଴݈௜ න ܴ ቆ
௜ܯ

௜прܯ
ቇ

ଵ
௕ൗ ௜ܯ

௜ܦ

௫

଴
ܼ ൬

ܼ
ܺ௜

൰
ெ೔

ݖ݀ =
ܾ଴݈௜ ∙ ௜ܯ

(2 + ௜ܦ(௜ߟ
ቆ

௜ܯ

௜прܯ
ቇ

ଵ
௕ൗ

௜ݔܴ
ଶ     (22) 

и аналогично 

ሬܹሬሬ⃗ ௧௜ =
ܾ଴݈௜ ∙ ௜ܯ

(2 + ௜ܦ(௧௜ߟ
ቆ

௜ܯ

௜௧прܯ
ቇ

ଵ
௕೟ൗ

ܴ௧(ℎ −  ௜)ଶ,                  (23)ݔ

ܹ⃖ሬሬሬ௜ =
ܾ଴݈௜ ∙ ௜ܯ

௜ܦ3
ቆ

௜ܯ

௜прܯ
ቇ

ଵ
௕ൗ

௜ݔܴ
ଶ ,                                            (24) 
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ܹ⃖ሬሬሬ௧௜ =
ܾ଴݈௜ ∙ ௜ܯ

௜ܦ3
ቆ

௜ܯ

௜௧прܯ
ቇ

ଵ
௕೟ൗ

ܴ௧(ℎ −  ௜)ଶ,                         (25)ݔ

где ܾ଴ - ширина бруса прямоугольного сечения, ݈௜- длина i-того участка. 
        Подстановка (22)-(25) в (21) дает: 

Δ ௜ܹ = ௕బ௟೔∙ெ೔
஽೔

ቈܴ ൬ ெ೔
ெ೔пр

൰
ଵ

௕ൗ
ቀ ଵ

ଶ௧ఎ
− ଵ

ଷ
ቁ ௜ݔ

ଶ + ܴ௧ ൬ ெ೔
ெ೔пр

൰
ଵ

௕೟ൗ
ቀ ଵ

ଶାఎ
− ଵ

ଷ
ቁ (ℎ −  ௜)ଶ቉ .      (26)ݔ

        При многократном знакопеременном нагружении общая величина потерь 
энергии оценивается по формуле: 

Δ ഥܹ௜ = ݊ Δ ௜ܹ ,                                                 (27) 
где n - число нагружения 
       Анализ полученных результатов подтверждает ожидаемые выводы. 
       В линейной постановке при ߟ = 1  будет Δ ௜ܹ = 0 ; в полной нелинейной 
постановке при ߟ = 0  будет Δ ௜ܹ = ଵ

ଷ
ഥܹ  (т.е. коэффициент поглощения станет 

равным θ = 1/3); уменьшение потерь энергии при знакопеременном нагружении 
может быть получено уменьшением уровня нагружения сечений конструкции 

൬ ெ೔
ெ೔пр

൰, осуществляемом как изменением граничных условий или рационализа-

ции расположения нагрузок в пролете, так и с помощью увеличения несущей 
способности и жесткости пролетов. 
       Последнее можно проиллюстрировать сравнением расчетных потерь энер-
гии при знакопеременном нагружении двух балок, отличающихся друг от друга 
величинами ܯпр и D. Для упрощения указанного сравнения балки принимаются 
прямоугольного сечения, выполненных из одинакового материала, условно на-
деляемого одинаковой полной нелинейностью силового сопротивления при 
ܴ = ܴ௧ ; ଵܧ = ; ଶܧ ܾ = ܾ௧ = 2. 
        Балка 1 имеет ширину ܾ଴ высоту ℎ, высоту сжатой зоны  h/2. Балка 2 имеет 
ширину ܾ଴ высоту 2ℎ, высоту сжатой зоны ℎ௜; отсюда балка 1 имеет 

ଵпрܯ =
ܾ଴ℎଶ

4
ଵܦ       ,ܴ =

ܾ଴ℎଷ

12
 ,ܧ

балка 2: 
 −X − ଶܯ  = ܾ଴ℎଶܴ; ܦଶ = ଼௕బ௛య

ଵଶ
 (28)                                  ܧ

и, следовательно, 
ଶܯ  = ଶܦ ଵпр иܯ4 =  ଵ                                         (29)ܦ8

вычисление потерь Δ ଵܹ  и Δ ଶܹ по (26) дает 
Δ ௜ܹଶ /Δ ௜ܹଵ = 4.                                                 (30) 

       Результат (30) показывает, что в данном случае 2-ух кратное увеличение 
объема, следовательно, стоимости балки, снижает потери энергии за счет сило-
вого деформирования материала в 4 раза. 
        При современном соотношении цен на строительные конструкции и энер-
гию это приводит к очень быстрой компенсации дополнительной стоимости 
балки, а в дальнейшем за относительно короткий период времени окупает 
стоимость всего здания или сооружения. В целом это способствует снижению 
себестоимости продукции предприятия и энергосбережению в целом. 
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ON COMMUNICATION BETWEEN THE LEVEL OF FORCE LOADING AND 
POWER LOSSES UNDER DEFORMATION OF 

REINFORCED CONCRETE STRUCTURES 

V.M. BONDARENKO, B.A. YAGUPOV 
NIISF RAASN, Moscow, Russia 

       Taking into account anisotropy, nonlinearity, irreversibility, and non-equilibrium force 
resistance of reinforced concrete and kinematic features of its corrosion damages, the tech-
nique of an assessment of the hysteresis losses of energy under sign-variable loading is en-
tered. Quasilinear forms of the rheological equations of mechanical resistance of concrete, the 
standard communications of curvature of reinforced concrete elements with their rigidity and  
the bending moments, and also linearization of searching by means of N-moment square min-
imization of deviations along the height of the sections between exact and approximate values 
of temporary modules of the deformations and coefficients of preservation of force resistance 
of steel fittings damaged by corrosion are used. 
       KEYWORDS: reinforced concrete, irreversibility of deformation, power hysteresis, sign- 
variable loading, corrosion damages of steel fittings. 


