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Численные методы расчета конструкций 

К РАСЧЕТУ НЕУПРУГИХ СОСТАВНЫХ КРУГОВЫХ АРОК 
 

А.А. РОЧЕВ, канд. техн. наук, доцент 
Петрозаводский государственный университет 
185026, Республика Карелия, г. Петрозаводск, дом 15, кв. 120.  
Электронный адрес: metalll@bk.ru. Контактный телефон: 51-73-40. 

 
       В работе рассматривается расчет круговой арки переменного сечения на основе 
применения основных положений общей теории составных стержней А.Р. Ржаницына. 
Используются полученные автором выражения для определения эквивалентных моду-
лей деформаций, учитывающие сжимаемость оси арки, деформации сдвига в стерж-
нях арки, нелинейную связь деформаций и напряжений, а также деформации, связан-
ные с искажением формы поперечного сечения стержней арки.  
       КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: круговая составная арка, эквивалентные модули деформа-
ций, искажение формы поперечного сечения стержней, деформационный расчет. 
 

Исследуется несущая способность круговой составной упругопластической 
арки, имеющей переменное сечение по длине. Стержни, составляющие арку, 
соединены между собой структурными связями в виде раскосов, распорок, пла-
нок или перфорированных листов. В работе применяются основные положения 
общей теории составных стержней, разработанной А.Р. Ржаницыным [1].  Для 
материала стержней арки устанавливается произвольная зависимость между 
деформациями и напряжением. Используется гипотеза о нелинейно упругом 
материале, основанная на теореме, доказанной А.М. Кочановым в [2], согласно 
которой при активной пластической деформации поведение упругопластиче-
ского тела неотличимо от поведения нелинейно упругого тела.  

Исследование арки базируется на использовании системы дифференциаль-
ных уравнений, описывающих напряженно-деформированное состояние упру-
гой круговой составной арки постоянного сечения по длине с упругоподатли-
выми связями сдвига и упругоподатливыми поперечными связями постоянной 
жесткости по длине арки, полученных в [3]. Эта система уравнений предназна-
чена для определения усилий в связях сдвига  i  и усилий в поперечных связях  

iq   в  n   швах составной арки. Здесь i  - индекс, означающий номер шва. В дан-
ной работе осуществлена замена указанной системы дифференциальных урав-
нений системой уравнений в конечных разностях, в которую введены парамет-
ры, учитывающие физическую и геометрическую нелинейность решаемой зада-
чи. Круговая ось арки делиться по длине на  m  равных частей с образованием 
между полярными радиусами смежных сечений  j   и  )1( j  угла   . Исполь-
зуется метод шагового нагружения конструкции [4]. Описанная система конеч-
но-разностных уравнений на  k -м шаге нагружения будет иметь вид 
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        ,..n1i    m0j .. ,              (2) 

)(k
ijT  -  сдвигающее усилие в  j-м  поперечном сечении  i-го стержня арки, воз-

никающее от действия усилий  )(k
i  при  k -м шаге нагружения и определяемое 

по формуле                               
ijs

i
i

i
k

ij dsT
0

)()( ,                                              (3) 

здесь  sij – координата j-го  поперечного сечения  по длине оси i-го  стержня от 
начала этого стержня арки;  )(k

ijS  -  изгибающий момент в j -м  поперечном се-

чении i -го  стержня арки, возникающий от действия усилий  )(k
iq и )(

1
k

iq  при  k-м 
шаге нагружения, и равный:  
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ija  и jib ,1  - расстояния от центра тяжести j -го  поперечного сечения i -го  
стержня арки до разделяющих плоскостей ниже и вышележащего шва; Aij   и  Jxij  
-  площадь и момент инерции  j-го  поперечного сечения i-го  стержня арки;  

)(k
ij  и  )(k

ij -  коэффициенты жесткости, соответственно, связей сдвига и попе-

речных связей на j-м  участке  i-го  шва арки при  k-м шаге нагружения; )(k
ijaE  - 

секущий модуль деформаций  для осевого волокна j-го  поперечного сечения  i-
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го  стержня арки, определяемый по  диаграмме «напряжения - деформации» для 
материала  i -го  стержня арки, по деформации равной  
                                                ,2/)( )1()1(

0
)(   k

iju
k

ij
k

ija                                        (5) 

здесь )1(
0
k

ij  и )1( k
iju  - краевые деформации в плоской стенке j -го симметричного 

тонкостенного поперечного сечения  i-го  стержня арки  при  (k – 1) -м шаге на-
гружения; )(kequ

ijE - эквивалентный модуль деформаций для  j -го поперечного 
сечения  i-го  стержня арки, учитывающий влияние деформаций сдвига, сжи-
маемость оси стержня, нелинейную связь между деформациями и напряжения-
ми при k -м шаге нагружения; )(ko

ijM  и )(ko
ijN -  изгибающий момент и продоль-

ная сила, возникающие в j-м сечении  i-го  стержня арки от действия внешней 
нагрузки в основной системе при k-м шаге нагружения без учета усилий, возни-
кающих в связях сдвига и поперечных связях;  Ri - радиус кривизны оси i-го 
стержня арки. Выражение для определения  )(kequ

ijE   было получено и опублико-
вано автором данной статьи ранее в [5] 
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где )( 1k
ijM  - изгибающий момент в j -м сечении  i -го  стержня арки, возни-

кающий при ( 1k  )-м шаге нагружения; ijh - высота j -го поперечного сечения 

i -го  стержня арки;  )1()1(
0

)1(   k
iju

k
ij

k
ij  ; )1(

1
k
ijy - угол сдвига на j -м участке  

i -го  стержня арки от единичной поперечной силы при ( 1k  )-м шаге нагруже-
ния; )1(  k

yijQ  - первая производной от поперечной силы, действующей в j -м се-
чении  i -го  стержня арки при ( 1k  )-м шаге нагружения, которая в конечно-
разностной форме имеет вид: 
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Определение коэффициентов жесткости швов )(k
ij  и  )(k

ij  за пределами уп-
ругости осуществляется с использованием формул, полученных в [6], с подста-
новкой в них  вместо модуля Юнга эквивалентного модуля деформаций типа (6) 
при работе элементов связей на изгиб и секущего модуля деформаций при ра-
боте элементов связей на растяжение или сжатие. 

Согласно методу сеток [7] определение  центральных конечных разностей 
осуществляется по формулам 
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При  известной функциональной зависимости между напряжениями и де-
формациями  )( f  для материала стержней арки краевые линейные относи-
тельные деформации в  j  - м сечении i-го стержня арки при   1k  -м шаге на-
гружении являются функциями усилий 

                             ),,( )()()()( 1kins
ij

1kins
xij

1k
0ij

1k
0ij PM                          (9) 

                             ),,( )()()()( 1kins
ij

1kins
xij

1k
iju

1k
iju PM                          (10) 



 

47 
 

 

где )1( kins
xijM   - главный момент эпюры нормальных напряжений относительно 

центра тяжести j  - го поперечного сечения i -го стержня арки, возникающий 

при  1k -м шаге нагружении арки; )1( kins
ijP - главный вектор эпюры нормаль-

ных напряжений в этом же сечении при (k – 1) -м шаге нагружении арки. 
Краевые деформации  )1(

0
k

ij   и  )1( k
iju   определяются из решения системы 

уравнений равновесия для j  - го поперечного сечения i -го стержня арки 
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где   )1( k
ijN   - продольная сила, действующая в  j  - м поперечном сечении  i -го 

стержня арки и  возникающая при  (k – 1)- м шаге нагружении. 
Усилия, действующие в j  - м поперечном сечении  i -го стержня арки, на-

ходятся из выражений 
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где  )1(
1

k
ijk  - нормальное напряжение в  1k - м волокне  плоской стенки j  - го 

поперечного сечении i - го  стержня, определяемое по известной диаграмме 
«напряжения – относительные деформации» в зависимости  от величины ли-
нейной относительной деформации  1k -го волокна  i -го  стержня )1(

1

k
ijk ,   кото-

рая определяется по формуле 
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здесь  
1ijka  и 

1ijkb  - коэффициенты линейной интерполяции при разбиении стен-

ки ветви по высоте на  u  равных частей; )1(
1

k
ijkD , )1(

1

k
ijkC  - коэффициенты  линей-

ной интерполяции эпюры нормальных напряжений в плоской стенке j  - го по-

перечного сечения i - го  стержня; )1( k
ijv  - нормальное напряжение в v - м во-

локне  цилиндрической полки j  - го поперечного сечении i - го  стержня, опре-
деляемое по известной диаграмме «напряжения – относительные деформации» 
в зависимости  от величины линейной относительной деформации  v -го волок-
на j  - го поперечного сечения i -го  стержня )1( k

ijv ;   )1( k
ijvK  и )1( k

ijvU  - коэффи-
циенты интерполяции эпюры нормальных напряжений в цилиндрической полке 
j  - го поперечного сечения i - го  стержня. 

Относительная деформация )1( k
ijv  определяется с учетом влияния искаже-

ния формы j  - го поперечного сечения  i - го  стержня арки 
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где  )1(
0
i

ij
   -  линейная относительная деформация волокна, расположенного на 

пересечении плоскости стенки и срединной поверхности цилиндрической пол-
ки; )1( k

ijv  -  радиальное смещение узловой точки  v   цилиндрической полки в  
j -м  поперечном сечении  i -го  стержня при  )1( k -м  шаге нагружения арки. 
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Определение  )1( k
ijv  осуществляется  на основе использования упругого 

решения, полученного в  [8] для чистого изгиба и распространенного в  [9] на 
поперечный изгиб.  Дифференциальное уравнение четвертого порядка изгиба 
цилиндрической полки стержня арки заменяется системой линейных алгебраи-
ческих уравнений в конечных разностях. Полка  по ширине делится на c равных 
частей длиной b1. 

Система уравнений для определения радиальных смещений узловых точек 
v  верхней цилиндрической полки запишется в виде 
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где  )1(4 k
ijv  - центральная конечная разность четвертого порядка равная: 
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здесь )( 1k
0ijE 

 и )( 1k
0ij
 - модуль деформаций и коэффициент Пуассона при (k - 1)-

м  шаге загружения для волокна, расположенного на пересечении плоскости 
стенки и срединной поверхности верхней цилиндрической полки;  tf - толщина 
верхней цилиндрической полки;  

                                          ,
)21(

2
1

2
1 )1(

0)1(
0

o

o
k

ijk
ij E

E 









                                 (19) 

                                        ,
)21(

2
1

2
1 )1(

)1(

o

o
kequ

ijkequ
ij E

E 
 







                         (20) 

)1( kequ
ijvE - эквивалентный модуль деформаций, учитывающий неупругие дефор-

мации цилиндрической полки в ν -м  продольном сечении цилиндрической пол-
ки  j-го поперечного сечения  i-го  стержня при (k – 1)-м  загружении арки,  
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где  )1( k
ijv  - разность краевых деформаций в продольном сечении цилиндриче-

ской полки, проходящем через узловую точку ν; 
                                                       .)1(

01 o
k

ij EE 


                                                  (22) 
Аналогично составляется выражение для нижней цилиндрической полки. 
Выражение для определения  )( 1kequ

ijvE   получено автором данной статьи 

аналогично тому, как он получил выражение  для определения )(kequ
ijE  в [5]. 

Первоначально расчет по формуле (19)  осуществляется по параметрам на-
пряженно-деформированного состояния, полученным при  (k – 2) -м  шаге на-
гружения арки, а затем по уточненным деформациям, полученным из решения 
системы уравнений  (11) , вычисляется по  (21)  )( 1kequ

ijvE  .   
Учет деформированного состояния двухшарнирной арки осуществляется 

подстановкой в выражения для определения параметров  )(k
iog   и  )(k

iop   следую-
щих зависимостей: 
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где  )(k
ioH  и  )(k

ioV  -  горизонтальная и вертикальная опорные реакции в узловой 
точке  i -го стержня арки с  номером 0j  , определяемые по формулам:   
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здесь  )(k
io  - угол между касательной к оси i -го стержня арки в узловой точке с 

номером 0j   и полярной осью; )(k
ioN  и  )(

0
k

iyQ  - продольная и поперечная сила в  

узловой точке с номером 0j  i -го стержня арки; )(k
ijw  и  )(k

ij -  перемещения 
центра тяжести    j-го сечения  i-го стержня арки, соответственно, в радиальном 
и касательном направлении к оси i -го стержня недеформированной арки;  θj - 
угловая координата j- го сечения недеформированного стержня составной ар-
ки; )(k

ij - угол поворота j -го сечения i -го стержня арки; где )(k
ijG и )(kG

ijM - глав-
ный вектор  и главный момент внешней нагрузки, приходящиеся на  i-й стер-
жень арки, отделенный  j - м сечением. 

Для определения  )(k
ijw   и  )(k

ij   используются известные дифференциаль-
ные зависимости  [10], представленные в конечно-разностной форме, 
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где   )(k
ij ,  )(k

ijw   и   )(2 k
ijw  -  центральные конечные разности первого и вто-

рого порядка равные: 
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)(k
ijM  -  суммарный изгибающий момент в j -м поперечном сечении i -го  

стержня основной системы равный: 
                                        ,)()()()( k

ij
kT

ij
ko

ij
k

ij SMMM                                          (31) 

здесь  )(kT
ijM  -  изгибающий момент в  j -м  поперечном сечении  i -го стержня, 

возникающий от действия усилий в связях сдвига, равный:   
                                          .)(

,1
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k
ijji

k
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kT
ij aTbTM                                     (32)                               

Совместное решение вышеприведенных уравнений с учетом граничных ус-
ловий позволяет выполнить деформационный расчет арки за пределом упруго-
сти. Результаты такого расчета в дальнейшем могут быть использованы дальше 
для проверки устойчивости арки методом проф. Р.С. Санжаровского [11]. 
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THE CALCULATION OF INELASTIC COMPOSITE CIRCULAR ARCHES 
A.A. Rochev  

       The paper deals with the calculation of circular arches with variable cross section on the 
basis of the application of the main provisions of the general theory of composite rods of A.R. 
Rzhanitsina. Used the expression obtained by the author to determine the equivalent vogue-ing 
strain, taking into account the compressibility of the axis of the arch, the shear strain in the 
rods exercises appropriate arch, nonlinear relation between strain and stress, and strain associ-
ated with distortion-WIDE shape of the cross-section of the arch bars.  
        KEY WORDS: circular composite arch, equivalent modules, strain, shape of the cross-
section rods, the deformation calculation.  
 
 
 


