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        В рамках волновой модели рассматриваются вертикальные колебания бесконечно 

тонкой пластины с одним и более круглыми вырезами. Определены аналитические вы-

ражения для динамических жесткостей учитывающие расстояния между сваями, 

имеющих окружность в плане, при вертикальных колебаниях. Полученные результаты 

позволяют уточнить значения амплитудно-частотных характеристик свайных фун-

даментов под действием динамических нагрузок. 

        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: динамика, свайный фундамент, заглубленный ростверк 
 

При конструировании свайного фундамента под машины с динамическими 

нагрузками, согласно СНиП [1] расстояние между центрами свай в плане может 

изменяться от 2 до 10 диаметров. При этом нормы не приводят зависимости 

изменения жесткости и демпфирования от расстояния между сваями и способа 

их размещения. В связи с этим, актуально получение соотношений для прове-

дения инженерных расчётов при определении динамических жесткостей в зави-

симости от расстояния между сваями расположенными либо в ряд, либо в ку-

сте. Отметим, что работы по определению амплитудно-частотных характери-

стик свайных фундаментов ведутся уже продолжительное время и пока далеки 

от своего завершения [2-10]. Большинство исследований посвящены взаимо-

действию с грунтом одной сваи при динамической нагрузке [2, 7-9], но наряду с 

этим, предпринимаются попытки провести анализ динамических реакций груп-

пы свай [3, 5-7]. Современные методы численного моделирования так же нахо-

дят применение для получения оценок динамического состояния свайных со-

оружений [10]. 

 Как показывает большинство теоретических и экспериментальных иссле-

дований, волновые модели наиболее полно и точно отражают процесс колеба-

ний фундаментов в грунтовой среде [2, 4, 11]. В настоящее время при опреде-

лении амплитудно-частотных характеристик свайных фундаментов под дей-

ствием динамических нагрузок успешно используются решения, полученные 

для задач колебания бесконечной пластины с круглым вырезом [2, 4], однако 

практический интерес представляет общение результатов на случаи когда выре-

зов больше одного [3, 5, 7]. В представленной работе определяются связи меж-

ду перемещениями и реакциями на боковой поверхности при вертикальных ко-

лебаниях погруженных абсолютно твёрдых тел, имеющих окружность в плане 

и расположенных либо в ряд, либо в кусте. Контакт со средой осуществляется 

через боковую поверхность. В качестве грунта рассматривается упругая инерт-

ная среда, которая описывается совокупностью бесконечно тонких слоёв. Та-

ким образом, решается задача о вертикальных колебаниях бесконечной пласти-

ны с круглыми вырезами для определения жесткостных и демпфирующих ха-

рактеристик системы и в развитие результатов [5] определяются выражения для 

их вычислений с учётом расстояния между сваями, имеющими окружность в 

плане и расположенными либо в ряд, либо в кусте (см. схему на рис.1).  
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Рис.1. Схема расположения круговых вырезов в колеблющейся тонкой пластине.  

Рассмотрим депланационные осесимметричные колебания бесконечно 

тонкого слоя с одним круглым вырезом, имеющим радиус r0 [2] (рис. 1а). В 

этом случае уравнение движения упругой среды при отсутствии объёмных сил 

в цилиндрической системе координат ),,( tr   записывается в виде  
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Ламе. Исходя из характера деформаций вблизи границы полагаем, что все точ-

ки в процессе колебаний остаются на своих прямых (r, θ=const) и расстояние 

между ними не меняется. 

 Решение (1), (2) выполняется методом разделения переменных и согласно 
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)]()()[sincos(
)2()1(

0

krHDkrHCnBnAew nnnnn

n

n
ti  





. (3) 

где  //k , )1(
nH , )2(

nH  – функции Ганкеля первого и второго рода, а nA , 

nB , 
nC , nD  – постоянные коэффициенты, подлежащие определению. 

 Так как рассматривается плоскость с одним вырезом и других источников 

колебаний нет, то при r  (3) описывает только расходящиеся волны. Из 

асимптотических разложений функций Ганкеля [12] следует, что этому усло-

вию при временном множителе tie   удовлетворяет функция )2(
nH  и следова-

тельно 0nC . Из условия осевой симметрии следует, что n = 0. Далее, в пред-

положении A0 = 1, получаем )(
)2(

00 krHDew ti , где согласно (2)  
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 На контуре круглого выреза действуют только касательные напряжения 
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 Реакция 0n  слоя единичной толщины, приложенная к боковой поверхно-
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Здесь Jn, Yn – функции Бесселя первого и второго рода. 

 В работе [5] были рассмотрены депланационные колебания слоя c двумя 

круглыми вырезами, имеющими радиусы r0, центры которых расположены на 

расстоянии 2mr0 или m диаметров друг от друга, m>1 (см. схему на рис. 1б). На 

линии, пересекающей под углом 90
0
 в точке rg=mr0 прямую, соединяющую цен-

тры вырезов, в дополнение к (2) используется условие симметрии 
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Отсюда следует, что решение в области r  r0, 2/2/   можно пред-
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 Значение R определяется из условия (7) при 0 : 
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В предположении, что величина напряжения вдоль контура выреза при 

2/0   изменяется линейно 
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В отличие от (5) в правой части этого выражения появились дополнитель-

ные члены, учитывающие влияние второго выреза.  

 Несложно обобщить полученный результат на случай депланационных ко-

лебаний слоя c круглыми вырезами, имеющими радиусы r0, центры которых 

расположены на одной прямой на расстоянии 2mr0, m>1 друг от друга (см. схе-

му на рис. 1в). В этом случае равнодействующая для внутреннего выреза опи-

сывается выражением 
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        Равнодействующая для внутреннего из вырезов упорядоченных по схеме, 

представленной на рис. 1г, описывается соотношением 
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 Обобщая полученные результаты, приходим к  
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 Реакции слоёв единичной толщины, приложенные к боковой поверхности 

фундамента, представим в общем виде для четырёх рассмотренных вариантов 

)()(
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где Sw1j, Sw2j – действительные и мнимые безразмерные части Swj можно пред-

ставить в виде 
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 Рассмотрим результаты, полученные при решении задачи о колебаниях 

слоя с одним и более вырезами. Определено, что динамические жёсткости Swj 

описываются комплексными функциями, зависящими от частоты колебаний , 

размеров подошвы, а также плотности  и жесткости  среды. Из асимптотиче-

ского разложения Sw1j, Sw2j следует, что для частоты 0 динамические жёст-

кости стремятся к нулю. Реакции опережают соответствующие перемещения на 

временные интервалы j, которые определяются из соотношений 

j=arctg(Sw2j/Sw1j). Парамеры, характеризующие амплитуду перемещений можно 

оценить из соотношений 5.02
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2
1 )( jwjwj SSA  . 

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25
0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

43

2

1
S

w1

kr
0

   

0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

0,0

0,5

1,0

1,5

2,0

2,5

4
3

2

1

S
w2

kr
0

 
                                 а                                                                      б 

Рис. 2. Значения 1wS  (а) и 2wS  (б) для одного выреза (1) и для внутреннего выреза  

среди располагающихся в ряд при расстоянии между центрами  

2 (2), 4 (3) и 8 (4) диаметров. 

 На рис. 2 приведены графики действительных Sw1 и мнимых Sw2 безразмер-

ных частей динамических жесткостей Sw в диапазоне 0 kr00.25 для различных 

m при колебаниях слоя с одним вырезом и вырезами расположенными в ряд. 

Кривые с индексом 1 иллюстрируют изменение Sw10 и Sw20 для случая одного 

круглого выреза с радиусом r0. Этот результат из [2] используется для сравне-

ния. Результаты, полученные для случая расположения вырезов в ряд (j = 2) при 

m = 2, 4, 8 отражают на рисунке кривые с индексом 2-4 соответственно. Из 

представленных данных следует, что с увеличением m влияние соседних выре-

зов быстро уменьшается и при m = 8 значения Sw13 и Sw23 фактически совпадают 

с решением, полученным для одного выреза во всем диапазоне kr0, различие 

составляет около 1-3 %. Расхождение результатов становится более существен-

ным при малых значениях m. Так, при расстоянии между центрами вырезов 4r0 

(m = 2) для kr0 = 0.25 отличие между Sw10  и Sw13 составляет уже около 30 %, а 

между Sw20 и Sw23 – 22 %. 

 Рис. 3 иллюстрирует изменение величин 2 и 5.02
22

2
122 )( ww SSA   от пара-

метра kr0 при различных m. Из представленного результата следует, что незави-

симо от расстояний между центрами вырезов, реакции для различных kr0 опе-

режают соответствующие перемещения фактически на один и тот же времен-

ной интервал и их значения фактически совпадают с величинами, получаемыми 
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при рассмотрении одного выреза. Кривые, описывающие изменение A2, отра-

жают тот факт, что в случае близкого расположения вырезов (m=2) величина 

реакции существенно снижается во всем рассматриваемом диапазоне kr0. С 

увеличением расстояния между вырезами их взаимное влияние быстро умень-

шается и при m = 8 фактически отсутствует во всем диапазоне kr0. Отметим, что 

при рассмотрении для внутреннего из вырезов упорядоченных по схеме, пред-

ставленной на рис. 1г (j = 3), расхождение между A0 и A3 увеличивается в 1.5 

раза по сравнению с результатами, представленными на рис. 3б.  
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Рис. 3. Значения  (а) и A (б) для одного выреза (1) и внутреннего выреза при 

расположении их в ряд на расстоянии между центрами 2 (2), 4 (3) и 8 (4) диаметров. 

 На практике согласно [2] 10 kr , поэтому из (9) при малых 0kr  можно по-
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 В заключение отметим, что рассмотрена задача о вертикальных колебаниях 

бесконечной пластины с одним и более круглыми вырезами. Получены анали-

тические выражения для инженерного использования при определении жёстко-

сти и демпфирования свайного основания, а также коэффициенты изменения 

динамических жесткостей в зависимости от расстояния между сваями при вер-

тикальных колебаниях. Результаты хорошо согласуются с данными, представ-

ленными в [2-4, 11] и позволяют уточнять расчёты амплитудно-частотных ха-

рактеристик свайных фундаментов под действием динамических нагрузок.  
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ESTIMATION OF DYNAMIC RESPONSES ON CONTOURS OF SEVERAL ROUND 

CUTS AT VIBRATIONS OF A THIN PLATE 

A.O. Kolesnikov, V.N. Popov 

Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics SB RAS, Novosibirsk 

        In accordance with the wave model vertical vibrations of a thin plate with one or more 

circular cuts are considered. Analytical expressions for the dynamic stiffness taking into ac-

count the distance between the circular piles at vertical vibration are defined. The obtained 

results allow us to refine the values of amplitude and frequency characteristics of pile founda-

tions under dynamic loads. 

       KEY WORDS: dynamics, pile foundation, deepened pile-cap. 
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