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В статье рассматривается решение задачи взаимодействия сооружения с осно-

ванием методом граничных уравнений. 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: метод граничных интегральных уравнений, упругая полу-

плоскость, однородное тело, конечное тело, плоская деформация, решение Мелана,  
линия контакта,  контур сооружения. 

 
Рассматривается задача взаимодействия однородного тела (плотина, от-

дельно стоящее сооружение, здание и др.) с упругим полупространством в ус-
ловиях плоской деформации (рис. 1). Однородное тело   находится под дейст-
вием объемных сил F  и внешних воздействий 0P  действующих на контуре 1S . 

 
Рис.1. Схема взаимодействия сооружения с упругой полуплоскостью. 

На рис.1 обозначены: S0 – линия контакта сооружения с упругой полуплос-
костью, S1 – контур сооружения, S2 – поверхность полуплоскости; v, G и v0, G0 –
коэффициент Пуассона  и модуль сдвига сооружения и полуплоскости, P0-
внешняя нагрузка действующая на поверхность сооружения; n, s –нормаль и 
касательная на контур сооружения; x, y – оси координат. 

Для решения этой задачи используется метод граничных интегральных 
уравнений. Граничные интегральные уравнения для внутренней задачи в мат-
ричной форме записывается в виде[1]: 

         * * *[ ] [ ] [ ] s
p k k

s s
C u u Ð ds P u ds u F d


                            (1) 

здесь     ,Tu u v     T
x yP P P ,  { }

T
x yF F F - векторы неизвестных пере-

мещений и напряжений подлежащих определению и заданных объемных сил; 
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матрицы  C  и элементы этой матрицы *
xxc , *

yyc ,  и xyc  определяются из сле-
дующих выражений: 
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 yxyx cc ; 

[ ]u , [ ]P – матрицы фундаментальных решений для перемещений и напряже-
ний. Граничные условия задачи такие, что на контуре тела S1 заданы векторы 

0
xP


 и 0
yP


, на S2 – 0 0 0x yP P  , а на линии контакта ab соблюдаются условия со-
вместности деформаций. Начальное напряжение в полуплоскости отсутствует. 

Для внутренней задачи используются фундаментальные решения  Кельвина 
[2]. Для фундаментальных перемещений: 

* * *
kp kx kyu u u  , * * *

kp kx kyv v v  ,       * 2
1(3 4 ) ln coskx pku a v r       ,                (2) 

*
1 2cos coskxv a     ,   * 2

2(3 4 ) ln cosky pkv a v r         *
1 2cos coskyu a      

где 1/ 8 (1 ),a G v   
1

2 2 2( ) ( )pkr x y        – расстояние между точками  

( , )k x y , ( , )p   ;   1 2,   углы наклона радиус–вектора pkr  к осями x  и y  в 
точке p . На основе формул (2) и с использованием формул 

* * *
1 , 2xx xx yx xP n n   ,      * * *

2 , 1yx yx xy xP n n   , 

* * *
1 2xy xy yxP n n   ,       * * *

2 , 1yy yy xy yP n n   ,                                  (3) 

***
xyxxx PPP  ,      * * *

y yx yyP P P  , 

где 1 1cosn  , 2 2cosn    направляющие косинусы углов нормали с осями 
x , y , можно написать фундаментальные напряжения в виде: 

* 2
1( 2 )cos /xx kpP b c m r   ,  *

1 2 2 1 1 2( ) 2 cos /xy kpP b c m n m n m m r    , 

 *
1 2 2 1 1 2( ) 2 cos /yx kpP b c m n m n m m r    , * 2

2( 2 )cos /yy kpÐ b c m r       (4) 

где 1/ 4 (1 ),b v   1 2 ,c v   1 1cos ,m   2 2cos ,m   1 1cos cos cos      

2 2cos cos   ,   угол наклона между радиус – вектором  r  и нормалью n в 
точке k(x,y). 

Для получения граничных интегральных уравнений плоской задачи погру-
жая область S  в полуплоскость, где часть границы рассматриваемого тела 
совпадает с поверхностью полубесконечной плоскости (рис. 2), из теоремы вза-
имности работ с учётом равенство нулю фундаментальных напряжений на по-
верхности * * * * 0xx yx xy yyP P P P     получим: 

 
1

* * ,
S S

u p P uds Pu ds          где 0 1S S S  ,  P .                    (5) 

Если выполняется условие на бесконечность, будем иметь 

   lim ([ ] [ ] ) 0kP
u P P u d 



   ,                                (6) 
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Если граница 1S  (рис 2, а) удаляется на бесконечность, то из (5) с учетом 
(6), получим:  

0

*( )
S

u p Pu ds  ,   0P S                                          (7) 

        
Рис.2. К выводу граничных интегральных уравнений: а) часть границы рассматриваемо-

го тела совпадает с поверхностью полубесконечной плоскости; б) схема определения 
углов α1 и α2 для вычисления направляющих косинусов 1n , 2n  по формуле (3). 

Задача взаимодействия сооружения с упругой полуплоскостью (рис.1) сво-
дится к совместному решению систем интегральных уравнений (1) и (7). 

Причем в (1) используются фундаментальные решения Кельвина (для 
внутренней задачи 2,3), а в системе уравнений получаемых на основе (7) ис-
пользуются фундаментальные решения Мелана. 

Для численной реализации системы интегральных уравнений (1) разбиваем 
контур сооружения 1S  на 1n , а линии контакта 0S  на 0n  граничных элементов 
и область   на m ячеек. Система граничных интегральных уравнений (1) с 
внутренней областью   и контуром 0 1S S S   (рис.1) при численной реализа-
ции представляется в виде следующей системы алгебраических уравнений: 

1 0 1 0 1 0 1 0

1 11 1 1 1

j n n j n n j n n j n n
ij j ij j ij xj ij yj

j j j n j n
a u b v e P q P

       

     
        

1 10 0

1 1 1 1

j n j n j m j m
ij xj ij yj ij xj ij yj

j j j j
e P q P e F q F

   

   
       ,                   (8) 

1 0 1 0 1 0 1 0

1 11 1 1 1

j n n j n n j n n j n n
ij j ij j ij xj ij yj

j j j n j n
c u d v f P h P

       

     
        

1 10 0

1 1 1 1

j n j n m m
ij xj ij yj ij xj ij yj

j j j j
f P h P f F h F

 

   
       ,   1 01,...,i n n  .          (9) 

Коэффициенты в уравнениях (8), (9) определяются по следующим форму-
лам, на основе фундаментальных решений Кельвина и представляют коэффи-
циенты системы алгебраических уравнений заменяющих систему интегральных 
уравнений (1) при численном решении: 

2
1( 2 ) (cos / )

ijij xx kp ija c b c m r ds    , 

 1 2 2 1 1 2[ ( ) 2 cos ] /
ijij yx ij kp jb c b c m n m n m m r ds       , 

2
1[(3 4 ) ln cos ]

ij
j

ij pk j
S

e a v r ds


      ,       1 2cos cosij j ijq a ds f     , 
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 1 2 2 1 1 2[ ( ) 2 cos ] /
ij

j

ij xy ij kp j
S

c c b c m n m n m m r ds


     ,                               (10) 

* 2
2[( 2 )cos / ]

ij
j

ij yy ij kp j
S

d c b c m r ds


   ,  2
2[(3 4 ) ln cos ]

ij
j

ij pk j
S

h a v r ds


     , 

где 1 1 2 2cos cos cos cos cos      ,   угол наклона между радиус-вектором 
r и нормалью n в точке k(x,y); 1/ 4 (1 )b    , 1 2c   , 1 1cosm  , 2 2cosm  ,  

1 1cosn  , 2 2cosn   направляющие косинусы углов нормали с осями x , y . 
Для системы уравнений (8) и (9) куда входят коэффициенты (10) механиче-

ские характеристики для однородного сооружения определяются с использова-
нием   и G . Вторую систему уравнений, т.е. систему уравнений для полуплос-
кости (рис.1) получаем из уравнения (7): 

0

*( ) p
S

u p u ds  ,     0p S  ,                              (11) 

0 0

0 0

0

0

p kx x kx y
s S

p ky x ky y
s S

u u P ds v P ds

v u P ds v P ds

 

 

  




   


 

 
.                               (11') 

Решение Мелана для полуплоскости при 0y   и при 0jy  , γ = π/2 имеет 
вид 

*
0

0

1 1 2(1 ) ln
2kx j iu v x x

G
       ,  * 0

0

1 2
4kx

vv
G


 ,  * 0

0

1 2
4ky

vu
G


  ,  2 / 2  , 

* 0

0

1 2
4kx

vv
G


  ,   * 0

0

1 2
4ky

vu
G


 ,   2 / 2   ,   * 0

0

1 lnky j i
vv x x

G


    .    (12) 

Для случая (рис. 1) при рассмотрении точек линии контакта ab и когда ось 
y  находится слева от сооружения система интегральных уравнений (11’) при-

нимает следующий вид: 

0 0

0
0

0 0

1 21 1 2(1 ) ln 0
2 4p j i x y

S S

vu v x x ds P ds P
G G

                    
          (13) 

0 0

0 0

0 0

1 2 1 ln 0
4p x j i y

S s

v vv ds P x x ds P
G G

    
            

   
                             (14) 

0 0 0

0
0

0 0

1 21 2(1 ) ln 0
2 4p j i x y

S S S

vu ds v x x ds P ds P
G G

              
  
       (13’) 

0 0 0

0 0

0 0

1 2 1 ln 0
4p j i y

S S S

v vv ds x x ds P
G G

    
          

  
                         (14’) 

Систему уравнений (13’) и (14’) можно представить следующим образом: 
1 0 1 0

1 1

' '

1 1
0

j n n j n n
i ij xj ij yj

j n j n
u e P q P

   

   
    ,                           (15) 
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1 0 1 0

1 1

' '

1 1
0

j n n j n n
i ij xj ij yj

j n j n
v f P h P

   

   
     ,        1 1 01,...,i n n n   .              (16) 

        Здесь '
0

0

1 2(1 ) ln
2

j j

ij j j i j
S S

e ds v x x ds
G  

 
      
  
  ,    ' 0

0

1 2
4

i

ij j
S

vq ds
G 


  , 

' 0

0

1 2
4

i

ij j
S

vf ds
G 


   ,    ' 0

0

1 ln
i

ij j i j
S

vh x x ds
G 


    .                   (17) 

Коэффициенты (17) соответствуют фундаментальным решениям Мелана 
для полуплоскости. 

Системы уравнений (8), (9), (15) и (16) представим в стандартном матрич-
ном виде: 

[ ]{ } { }A X B ,                                              (18) 

где                                    
0

0

[ ]

A B E G
C D F H

A
E O E G
O E F H

  
   
  
   

. 

Вектор неизвестных { } { , , , }T
x yX u v P P  состоит из четырех векторов 

, , xu v P  и yP , каждый из которых имеют по 1 0n n  неизвестных соответственно. 

Например, 
1 01 2{ , ,..., }T

n nu u u u  , а остальные векторы имеют аналогичную 
структуру.  

Вектор заданных нагрузок имеет следующий вид: 0 0{ } [ ] { }B B P  , где 

0[ ]

E G E G
F H F H

B
O O O O
O O O O

 
 
 
 
 
  

,    0 0 0 0 0{ } { , , , }T
x y x yP P P F F  

В результате решения системы уравнений  (8), (9), (15) и (16) получим зна-
чения напряжений и перемещения на контактной линии ab  и значения переме-
щений на контуре сооружения. Таким образом, на основе метода граничных 
интегральных уравнений, разработан алгоритм расчёта зданий и сооружений с 
учётом их совместной работы с основанием, что позволяет исследовать напря-
женно- деформированное состояние объекта при различных внешних воздейст-
виях, в том числе сейсмических. 
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RESOLVING EQUATIONS OF THE BOUNDARY INTEGRAL APPROACH FOR 
THE PROBLEM OF INTERACTION OF A FINITE BODY WITH HALF-PLANE 

J.N. Nizomov*, A.A. Hojiboev**, O.A. Hojiboev* 
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A problem of interactions of structure with ground by boundary integral approach is 
solved in present article. 

KEY WORDS:  boundary integral approach, elastic half-plane,  homogeneous body,  
half-infinite plane,  finite body,  plane deformation,  Melan solution,  contact line,  contour of 
structure. 

 
 


