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В статье рассматриваются коробчатые поверхности образуемые движением 
правильного многогранника, вписанного в окружность циклической поверхности. Если 
циклическая поверхность образуется движением окружности переменного радиуса, то 
и коробчатая поверхность будет переменного поперечного сечения. Если направляющая 
кривая циклической поверхности кривая линия то получаем криволинейную коробчатую 
поверхность. 
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В окружность произвольного радиуса можно вписать равносторонний мно-

гоугольник. Для этого в окружность вписывается хорда с угловым раствором  
2, K/ , где K- целое число, равное числу сторон равностороннего много-
угольника. Повторяя хорду K  раз путем поворота на угол  2  получаем замк-
нутый равносторонний многоугольник. Перемещая многоугольник вместе с об-
разующей окружностью циклической поверхности [1-3] вдоль направляющей 
кривой, получаем  в общем  случае криволинейную многогранную коробчатую 
поверхность переменного поперечного сечения.  

В зависимости от характера изменения параметров циклической поверхно-
сти можно выделить некоторые подклассы коробчатых поверхностей:  

а) коробчатые поверхности постоянного сечения – образующие окружности 
постоянного радиуса; 

б) коробчатые поверхности переноса – образующие окружности постоянно-
го радиуса параллельные некоторой плоскости; 

в) прямолинейные коробчатые конструкции – поверхности переноса с на-
правляющей прямой линией; 

г) плоскопараллельные коробчатые конструкции – образующие окружности 
переменного радиуса параллельны некоторой плоскости; 

д) коробчатые конструкции конусного типа - плоскопараллельные коробча-
тые конструкции с линейным законом изменения радиуса образующей окруж-
ности и прямой линией центров; 

е) нормальные коробчатые конструкции – образующие окружности лежат в 
нормальной плоскости линии центров; 

ж) коробчатые конструкции с образующими равносторонними много-
угольниками в плоскостях пучка – образуются на базовой циклической поверх-
ности с окружностями в плоскостях пучка [4]. 

ж) закрученные коробчатые поверхности – равносторонний многоугольник 
вращается  в образующей окружности при ее движении вдоль линии центров. 

Векторное уравнение базовой циклической поверхности имеет вид [1] 
       vuuRuvu î ,, er ρ ,                                      (1) 
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где   vu,ρ  - радиус вектор циклической поверхности;  ur  - радиус вектор ли-
нии центров образующих окружностей циклической поверхности; 
         vuvuvu coscos, 00 gee   - вектор-функция окружности единичного ра-

диуса в плоскости образующей окружности;    uu 00 , ge  - ортогональные еди-
ничные вектора в плоскости образующей окружности;  uRî  - функция измене-
ния радиуса образующих окружностей. Положение плоскости образующей ок-
ружности  при движении вдоль линии центров определяется вектором единич-
ной нормали   un . Вектора      uuu nge ,, 00  могут быть привязаны к треуголь-
нику Френе линии центров - βν, τ,  направляющей кривой базовой циклической 
поверхности  [1]. 

Для получения векторного уравнения k-ой грани коробчатой поверхности в 
уравнении (1) необходимо уравнение образующей окружности (второе слагае-
мое уравнения (1)) заменить уравнением k-ой хорды равностороннего много-
угольника. Вектор нормали k-ой хорды определяется вектором (рис. 1)  

            kuvu kk 2,, eee ,  
K


   k=0,1,…,K-1 (рис. 1,а).                  (2) 

В соответствии с рис. 1,б  векторное уравнение k-ой хорды в полярной сис-
теме координат получим в виде 

            kvuvuRvtguRvu kkîk ,,,cos, eger  ,    -  v  ,             (3)                                   

где  
v

uRvuR o cos
cos),( 

 ;         kkkuvu kk 2cos2sin2,, 00 geggg ;  

              kvukvuvuvukvu okk 2sin2cossincos,, 0gegee ; 
Тогда, получаем векторное уравнение k-ой грани коробчатой поверхности  

           kvuvuRuvuuvu kk ,,,,, errr ρ .                      (4) 
Уравнение (4) является уравнением поверхности с системой плоских коор-

динатных линий, где r(u) – векторное уравнение направляющей кривой; R(u,v)  -  
уравнение плоской координатной линии  в полярной системе координат в плос-
кости  с нормалью в плоскости  n(u). Геометрия этого класса рассмотрена в ра-
ботах [5, 6]. Для удобства записи будем использовать обозначения частных 
производных по аргументам  u, v   -    

ff
u
f

u 

    и  ff

v
f

v



 . 

В формулах коэффициентов квадратичных форм в работе [4] используются 
параметры 
       RsT  eτ11 ;      0012 geg  RsT τ ;    nen  RsT τ13 ; 

Рис. 1 
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      RT 21 ; RT 22 ;  023 T ;            RRkssT s  22
0031 negeee ντ ; 

              ngnengnegegegg  00000032 2 RRkssT s ντ ; 
           nggenenenn  0033 22 RRkssT s ντ ;    0041 ge RRT  ; 

 0042 ge RRT  ;     neng  RRT 
43 ; RRT  

51 ;  RT 252  ;  053 T ,  

du
ds rr  ; ksks  ; k - кривизна направляющей кривой   ur .            (5) 

Получим формулы некоторых параметров и их соотношений для уравнения 
образующей прямой линии многогранника (3): 

 
v

uRvuR o cos
cos),( 

 ;   tgvRtgv
v

uRR o 



cos
cos ;  

v
RRRTT 2

2
222

22
2

21
cos

  ; 

tgvRR  ;    
v

vR
v

vtgRR 2

2

2
2

cos
sin1

cos
1 






  ;  vtgRRR 22 ; 

v
RdRTRTTTTT

cos1121122122111   ;    vTvTd cossin 12111  ; 

v
RdTTTTd

cos22112221112  ;      vTvTd sincos 12112  ; 

v
RdTTTT

cos331223221  ;    vTvTd cossin 31323  ; 

   002

2

414241224221
cos

cossin
cos

ge
v

RvTvT
v

RTTTT ;  

   
v

RdRR
cos4 neng  ;     vvd sincos4 neng  ;  

  02 2
51225221  RRRRTTTT  .                                                                (6) 

Коэффициенты квадратичных форм k-ой грани коробчатой поверхности 
получаем в виде 

2
13

2
12

2
11 TTTEk  ;   

v
RdTTTTFk cos122122111  ;  

v
RTTGk 2

2
2

22
2

21
cos

 ;          

 







 33213333121331223221 TdTdTdTTTTT

Lk ;  
 

01351225221 





TTTTT
Nk ; 

   
v

RddTgeTdTTTTT
M k cos

42130043121341224221








 ,            (7) 


v

RFEG
cos

2  -  дискриминант поверхности, 

 21211
2

13
12 sincos vTvTTdEk  .                                 (8) 

Для получения конкретных формул коэффициентов квадратичных форм 
необходимо задать: уравнение линии центров базовой циклической поверхно-
сти r(u), закон изменения радиуса образующей окружности  R(u), функцию 
нормали плоскости образующей окружности n(u), функцию орт системы  пря-
моугольных координат в плоскости образующей окружности  е0(u). 

В частности, для нормальных коробчатых поверхностей вектор нормали 
плоскости образующих окружностей совпадает с вектором касательной линии 
центров  n(u) = . Тогда, получим: 
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RÒ 12 ;     0012 ge  RT ;  νeRksT s13 ;  RtgvT 21 ; RT 22 ;     

023 T ;           RkRksT ss  222
0031 νν egee ; 

             ννννν gegegegeg  00
2

000032 2 ss kRRksT ; 

         νβνν ggeeee 0033 22  sssss kkkRRksT ;  

 0041 ge RtgvRT ;   0042 ge RtgvRT ;       νν eg RRkT s
43 ; 

v
vRT 2

2

51
cos

sin1
 ; RtgvT 252  ;  053 T .                                                            (9) 

Если для нормальной коробчатой поверхности принять, что угол  вектора  
е0  к нормали  линии центров остается постоянным при движении вдоль линии 
центров, то для пространственной кривой многогранник коробчатой будет при 
движении вращаться вокруг касательной линии центров совместно с нормалью. 
Для плоской линии центров многогранник вращаться вокруг касательной не 
будет.    

Если угол  (и)  вектора  е0  с  нормалью линии центров в процессе движе-
ния будет меняться, то будем получать закрученную коробчатую поверхность.   

Если базовой циклической  поверхность является циклическая поверхность 
с образующими окружностями в плоскостях пучка, то уравнение линии центров 
записывается с использованием цилиндрической системы координат 

       khr )(uzuuru  ,                                         (10) 
где  r(u) – расстояние от оси вращения до линии центров;   z(u)  смещение по оси 
вращения;        vuvuu sincos jih   - уравнение окружности единичного ра-
диуса в горизонтальной плоскости;  i, j, k – орты прямоугольной системы коор-
динат. Для получения формул коэффициентов квадратичных форм нормальной 
коробчатой поверхности можно использовать формулы (5-8). В работе [2],  где 
исследовалась геометрия поверхностей с системой плоских координатных в 
плоскостях пучка, получены формулы, учитывающие особенности геометрии 
этих поверхностей.  Ниже приведены рисунки криволинейных многогранных 
коробчатых поверхностей, построенных в системе MathCad с различными базо-
выми поверхностями и параметрами определяющими характер многогранника. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

a б б' в в' 

г д д' е е' 

Рис. 2 
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На рис. 2 представлены цилиндрические и конические коробчатые поверх-
ности, в том числе закрученные, с различным числом граней многогранника.. 

 На рис. 2,б’, в’, д’, е’ представлены одна из граней соответствующей закру-
ченной коробчатой поверхности. 

На рис. 2,б,д угол закручивания меняется по синусоидальному закону 
=sintu:  б)  t=2;   д) =.  На рис. 2,в,е линейный закон изменения угла закручи-
вания   =u. 

На рис. 3 базовой поверхность является эллипсоид вращения – радиус обра-
зующей окружности меняется по закону )/(22

0 abuaR  ;  -а и а; а, b по-
луоси эллипса. Базовая поверхность: в верхнем ряду вытянутый эллипсоид вра-
щения b/a = 1,5;  в нижнем ряду сплюснутый эллипсоид вращения b/a = 0,5. 
Угол закручивания:  б, д)   = sintu,   б)  t=21;   д)  t=0,75;   в)   = 2u,  е)   = u.    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Линией центров представленных на рис. 2, 3 поверхностей  является прямая 
линия. Рассмотрим коробчатые поверхности с криволинейными линиями цен-
трами базовой нормальной циклической поверхности. Принимаем линию цен-
тров образующих окружностей  синусоиду  x=u;  uay sin . На рис. 4  а= 0,75,  
u=02 представлены коробчатые многогранные поверхности с различным чис-
лом граней, с образующими постоянного и переменного радиуса, в том числе 
закрученные коробчатые поверхности. На рис. 4,а поверхности постоянного се-
чения, на рис. 4,б радиус образующей окружности базовой поверхности меняет-
ся линейно Rщ= c+du,  c = 0,5; d = 0,5. На рис. 4,в представлены закрученные ко-

б б' в в' a 

г д д' е 

Рис. 3 

а 

б 

в 

Рис. 4 
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робчатые поверхности с параметрами поверхностей аналогичными поверхно-
стям рис.4,б.  

Для незакрученных коробчатых поверхностей вид поверхности зависит на-
чального угла 0 поворота вектора е0 по отношению к вектору нормали линии 
центров. На рис. 4,а  0=0 – начальные грани вертикальны; на рис. 4,б  0==/К 
– начальные грани наклонны. 

На рис. 5 линией центров является гипербола achux  ; bshuy  ; а=2;  b=1;  
11,5  u   1,5. В верхнем ряду 4-хгранная поверхность udcRo  2cos ; c= 
0,4;  d = 0,25;  в нижнем ряду 5-игранная поверхность  иcRo  ; с=1. Рис. 4,а, г  
0 = 0;  рис. 4,б, д  0 = /К.  Рис. 4,в  u cos0 ; 0=/К.; Рис. 4,е  и  - 
закрученные коробчатые поверхности. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
В приведенных примерах в качестве базовых поверхностей использовались 

нормальные циклические поверхности. Приведем примеры с базовыми цикличе-
скими поверхностями с образующими окружностями в плоскостях пучка. На 
рис. 5 линией центров базовой циклической поверхности является эллипс. Ради-
ус эллипса в полярной системе координат с полюсом в центре эллипса опреде-
ляется формулой      2/12222 sincos)(


 uuabbur , а = 5;  b =3.  В верхнем 

ряду представлены 3-х, 4-х, 5-и b 6-игранные коробчатые поверхности постоян-
ного сечения  и = (/22)., в нижнем ряду аналогичные поверхности перемен-
ного сечения  и = (02).  Рис. 6,а - tudcRo sin ,  с = 1;  d = 0,5;  t = 2,5;               
рис. 6,б - udcRo  ,  с = 1;  d = 0,25;  рис. 6,в - utdcRo cos ,  с = 1; d = 0,5;  
t = 1,5;  рис. 6,г - udcRo  ,  с = 0;  d = 0,25.  

На рис. 7 представлена закрученная  4-хгранная коробчатая поверхность 
постоянного сечения в плоскостях пучка с линией центров –эллипсом (а = 5; b 

а б в 

г д е 

Рис. 5 

а б в г 

д е ж е 

Рис. 6 
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=3) и = (02).  Угол закручивания   = си:  рис. 7,а – с = 0,25;  б – с = 0,5;  в – с = 
0,75; г – с = 1,0. В нижнем ряду представлена 1-я (k = 1) грань коробчатой по-
верхности.    

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Хотя все представленные поверхности являются замкнутыми, только при 

повороте на 360 (с =1) все грани непрерывны, в других случаях одна грань 
смыкается с другой гранью.  

На рис. 8 линией центров базовой циклической поверхности является архи-
медова спираль   uaur  , а=1. В первом ряду поверхности постоянного сечения  
и = (0,53), R0=1. Во втором ряду поверхности переменного сечения:  Рис 8,а 
и = (03);  udRo  ,  d = 0,5;  рис 8,б и = (0,83,5), udñRo  ,  с = 4,0          
d = -0,35; рис 8,в и = (0,53), tudñRo cos ,  с = 2;  d = 0,5; t = 4.  В третьем 
ряду закрученные коробчатые поверхности с переменным радиусом базовой 
циклической поверхности, соответствующем параметрам второго ряда. Рис. 8,а   
= ег  d = 0,5;  рис 8,б и = (0,83,5), udсRo  ,  с = 4,0,          d = -0,35; рис 
8,в и = (0,53), tudсRo cos ,  с = 2;  d = 0,5;  t = 4.   

Приведенные рисунки многоугольных коробчатых поверхностей не охва-
тывают весь широкий класс поверхностей. Возможны построения  коробчатых 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

а б в г 

Рис. 7 

Рис. 8 

а б в 



10 
 

конструкций с другими видами линий центров  и характером изменений радиуса 
образующих окружностей базовых циклических поверхностей, в том числе с 
пространственными линиями центров образующих окружностей. Для построе-
ния поверхностей в системе Mathcad использовались векторные уравнения [7]. 

В научной литературе имеются примеры применения каналов коробчатого 
поперечного сечения, которые могут быть использованы в качестве теплооб-
менных элементов широкого класса современной теплообменной аппаратуры. 
Например,  в статье [8] рассматриваются поверхности с системой плоских обра-
зующих кривых в нормальной плоскости направляющей кривой. Приведено 
векторное уравнение поверхностей. Даются рисунки поверхностей с различны-
ми образующими кривыми с направляющей винтовой линией и окружностью 
построенных в системе «Matlab». В качестве примера приводится уравнение  и 
коробчатой поверхности с образующей в виде равностороннего треугольника и 
с направляющей в виде винтовой линии. 
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GEOMETRY AND FORMING OF THE POLYHEDRAL BOX TYPE SURFACES  

ON BASE CYCLIC SURFACE 
V.N. Ivanov 

The article concerns the questions of the formation of the thin-walled constructions with 
cross sections in the form of polyhedral. The bases of such constructions are cyclic surfaces 
with some line of the centers  and the law of change of the radius of the generating circle. 
There are received the vector equation of the box-type surfaces with different number of the 
sides of the polyhedral. The coefficients of the main forms of the surfaces are received also.  

KEY WORDS: cycle surfaces, base surface, directrix line, genetrix circle, polyhedral 
cross section.  


