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Предложена модель применения метода конечных разностей к расчету динамиче-

ских характеристик дорожной конструкции. Представлены разрешающие рекуррент-
ные соотношения, позволяющие установить амплитудно-временные и амплитудно-
частотные характеристики с учетом вязкоупругих свойств материалов. Получены 
результаты вычислительного эксперимента при варьируемых значениях физико-
механических характеристик. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: дорожная конструкция, метод конечных разностей, рекур-
рентные соотношения, чаша прогиба, активная масса, собственная частота колебаний. 

Введение 
В настоящее время в области моделированиядинамического поведения до-

рожных одежд достигнут значительный прогресс. Теоретические и эксперимен-
тальные исследования, связанные с вибрационными процессами дорожных кон-
струкций, представлены в трудах научных школ А.В. Смирнова, С.К. Илиопо-
лова, М.В. Немчинова, В.П. Матуа, Е.В. Угловой, В.А. Осиновской, где показа-
но, что динамика оказывает существенное влияние на транспортно-
эксплуатационное состояние дороги.Однако, исследования отечественных и 
зарубежных специалистов и использование различных тестовых методов, при-
водят к широкому диапазону результатов, характеризующих динамику дорож-
ных конструкций[1-9].По-видимому, данная ситуация складывается по несколь-
ким причинам: регламентирующие документы на проектирование автомобиль-
ных дорог [10] не нормируют динамический характер работ функциональных 
слоев дорожной конструкции; свойства применяемых местных строительных 
материалов для строительства дорог могут существенно отличатся; климатиче-
ские условия эксплуатации дорог разнообразны; скорость движения и силовые 
воздействия носят нестационарный характер ввиду многообразия типов и моде-
лей автотранспортных средств; на этапе производства дорог высокая вероят-
ность снижения эффективности системы управления качественного выполнения 
строительных задач.Настоящая статья посвящена разработке экономичного ко-
нечно-разностного метода расчета параметров динамических процессов дорож-
ной одежды в условиях реальной транспортной нагрузки с целью создания и 
развития предпосылок интеллектуализации системы обеспечения технологич-
ности транспортной отрасли [11]. 

Моделирование поведения дорожных одежд 
В результате действия нагрузки от движущегося транспортного средства 

образуется «чаша прогиба» (рис.1).После проезда транспортного средства ак-
тивная масса дорожной одежды  под«чашей прогиба» совершает колебательное 
движение. Диаметр «чаши прогиба» зависит от скорости транспортного средст-
ва и от величины осевой нагрузки[12]. 
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1 – дорожная одежда, 2 – активная масса, 퐻– толщина дорожной одежды, 퐷– диа-

метр «чаши прогиба», 푉– скорость, 푃– нагрузка 
Рис.1. Модель взаимодействия движущейся нагрузки и дорожной одежды. 

 
Рассматривается плоская модель дорожной конструкции. Динамическое 

равновесие вязкоупругого деформируемого твердого тела (в рамках гипотезы о 
малых деформациях) описывается системой уравнений [13]: 
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–   с кинематическими граничными условиями: 
푢 = 푈;
푤 = 푊.

� (4) 
Здесь обозначено:휎  и 휀  – тензоры напряжений и малых деформаций, 푢 и 

푤 – перемещения вдоль координатных осей, 휌 – плотность материала, 휆 и 퐺 – 
коэффициенты Ламе, 휉и  휂 – коэффициенты вязкости. 

Для описания связи между напряжениями и деформациями с учетом демп-
фирования использована вязкоупругая модель Кельвина–Фойгта. 

Отношение коэффициентов вязкости принимаем в соответствии с (5). 
= .  (5) 

Вводим обозначение для отношения коэффициентов упругости к коэффи-
циентам вязкости, этот коэффициент запишем в виде [14]: 

= = = 휃. (6) 
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С учетом (6) запишем (3) в виде: 
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Подставим геометрические соотношения (3) в физические (7) 
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Подставляем соотношения (8) в (1), получим 
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Полученные соотношения являются уравнениями Ламе с учетом вязкоуп-
ругих свойств материала среды. 

Определяющие соотношения 
Аналитическое решение системы дифференциальных уравнений при зада-

нии граничных и начальных условий затруднительно, поэтому воспользуемся 
численным методом конечных разностей. 

Представим реализацию разностной схемы, приближенно описывающую 
данную систему дифференциальных уравнений,в три этапа[15].На первом этапе 
заменяем область непрерывного изменения аргумента областью дискретного 
его изменения.На втором этапе заменяем дифференциальные операторыразно-
стными.На третьем этапе сформулируем разностный аналог для граничных ус-
ловий и для начальных данных. 

В уравнениях (9) присутствуют два независимыхаргумента по координате и 
аргумент по времени. Координатную плоскость XOZ представим сеткой с ша-
гом ℎ. Шаг по времени принимаем 휏 (рис. 2).  

 
Рис.2. Дискретизация координатной и временной областей. 
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Заменим дифференциальные операторы разностными: 
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После подстановки (10) в (9) получаем рекуррентные соотношения: 
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−
[ ( , ) ( , )]; 

где 퐴 = ; 휆 = ∙
( )( )

; 퐺 =
( )

, 퐸 – модуль упругости, 휇 – коэффициент Пу-
ассона, 휂 – коэффициент динамической вязкости. 

Для определения достаточного условия устойчивости применяется «испы-
тание» разностной схемы с помощью теста «шахматная доска» [14]. 

Особенность данных рекуррентных соотношений заключается в построе-
нии конфигурации под«чашей прогиба» деформированной дорожной одежды в 
два первоначальных момента времени푡 и푡 − 휏(Рис.3). В этом случае задаем пе-
ремещенияв узлах сетки, моделируя отклонения узлов из положения равнове-
сия, которые в дальнейшем совершают собственныеколебания, моделируем 
движение активной массы. Основное достоинство описанной вычислительной 
процедуры состоит в том, что фактически не нужно решать совместно систему 
уравнений. На каждом временном шаге решаются отдельные уравнения с одним 
неизвестным на верхнем временном слое (푡 + 휏) [16]. 

 
Рис.3. Модель деформированной дорожной одежды 

Вычислительный эксперимент. 
В качестве вычислительного эксперимента была принята возмущенная зона 

дорожной одежды с параметрами: геометрические характеристики 퐷 = 1,9 м, 퐻 
= 1 м, шаг по координате ℎ = 0,1 м, шаг по времени 휏 = 10-4с (удовлетворяет 
достаточному условию устойчивости решения). Начальныеи граничные условия 
показаны на рис. 4.Для начальных условий принимаем푢 (푡) = 푢(푡 − 휏), 푤(푡) =
푤(푡 − 휏), что означает равенство нулю скоростей всех точек в начальный мо-
мент времени. В предположении, что вне активной массы колебания отсутст-
вуют, были введены фиктивные слои с нулевыми перемещениями, которые со-
ответствуют граничным условиям защемления [16]. 

 Физико-механические характеристики дорожной одежды приведены в 
табл. 1. 

Таблица 1 
Приведенные физико-механические характеристики дорожной одежды 

№ эксперимента 휇 퐸, МПа 휌, кг/м3 휂, Па*с 
1 

0,3 300 2000 
100 

2 1000 
3 10000 

На рис. 5 показан отклик дорожной одежды на проезд транспортного сред-
ства при различных значениях коэффициента динамической вязкости. 
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Рис.4. Начальные и граничные условия. 

 
Рис.5 
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Из рисунка видно, чтос ростом коэффициента динамической вязкости, ко-
лебания затухают более интенсивно. 

Результат расчета амплитудно-частотной характеристики вертикального 
перемещения 푤для принятого узла, при варьировании приведенного модуля 
упругости представлен на рис.6. Физико-механические характеристики дорож-
ной одеждыприведены в табл. 2. 

Таблица 2 
Приведенные физико-механические характеристики дорожной одежды 

№ эксперимента 휇 퐸, МПа 휌, кг/м3 휂, Па*с 
1 

0,3 
300 

1500 100 2 400 
3 500 

 

 
Рис.6 

 
Обработка результатов расчета с использованием процедуры быстрого 

преобразования Фурье (БПФ) в диапазоне частот푓 от 0 до 1200 Гц представлены 
в табл.3, из которой видно, что с ростом приведенного модуля упругости мате-
риала,растет собственная частота колебаний. 

Таблица 3.  Обработка результатов расчета 
퐸, МПа 푓 , Гц 푓 , Гц 푓 , Гц 푓 , Гц 

300 237 486 698 916 
400 273 559 808 1062 
500 305 627 906 1194 

Амплитудно-частотная характеристикавертикального перемещения 푤 до-
рожной конструкции в принятом узле при изменении плотности приведена на 
рис.7. Приведенные физико-механические характеристики дорожной одежды 
записаны в табл.4. 

Таблица 4.  Приведенные физико-механические характеристики дорожной одежды 
№ эксперимента 휇 퐸, МПа 휌, кг/м3 휂, Па*с 

1 
0,3 300 

1500 
100 2 2000 

3 2500 

Обработка результатов расчета с использованием процедуры БПФ в диапа-
зоне частот푓 от 0 до 1200 Гц представлены в табл.5, из которой видно, что с 
ростом плотности  среды, спектр смещается в низкочастотную область. 

Таблица 5. Обработка результатов расчета 
휌, кг/м3 푓 , Гц 푓 , Гц 푓 , Гц 푓 , Гц 

1500 237 486 698 916 
2000 205 420 603 791 
2500 186 376 540 706 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2014, № 1 

76 
 

 
Рис.7 

Выводы 
1. Предложен конечно-разностный метод для определения спектра собст-

венных частот и амплитуд колебаний дорожной конструкции с учетом измене-
ния физико-механических характеристик. 

2. Теоретически показана возможность учета реальных транспортных на-
грузок путем задания конфигурации чаши прогиба в качестве начального со-
стояния элементов расчетной модели. 

3. В вычислительном эксперименте осуществлено моделирование зату-
хающих колебаний, на основании которых восстанавливается спектр собствен-
ных частот. 

4. Получена достаточно полная информация о колебаниях дорожной кон-
струкции в удобном для анализа виде. 

5. Использование полученных результатов расчета применительно к усло-
виям моделирования реальных процессов нагружения автомобильной дороги 
позволяет уточнить динамические характеристики, что позволяет повысить ка-
чество принимаемых решений о техническом состоянии эксплуатируемых ав-
томобильных дорог в процессе их диагностики. 
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THE FINITE DIFFERENCE METHOD IN PAVEMENTS RESEARCH  
WITH REAL TRANSPORT LOADING 

G.L. Kolmogorov, V.I. Kychkin, I.A. Esipenko 
The finite differences method application model to calculation of pavements dynamic 

characteristics is offered. The recurrence relationsallow establishing amplitude-time and am-
plitude-frequency characteristics taking into account viscoelastic material properties. Results 
of computing experiment are received at varied values of physic mechanical characteristics. 

KEYWORDS: pavement, the finite differences method, recurrence relations, flexural 
bowl, active weight, free frequency. 


