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       В статье рассмотрены вопросы расчета  тонких упругих оболочек в форме косого 
геликоида полуаналитическим методом. Получены квадратичные формы поверхности 
в несопряженной неортогональной системе координат, основные геометрические и 
физические соотношения, уравнения равновесия для случая пологой оболочки. Проведе-
на серия расчетов по данному методу и дано сравнение результатов с расчетами по 
методу конечных элементов. 
       КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: косой геликоид, неортогональная несопряженная система 
криволинейных координат, уравнения равновесия тонких упругих оболочек в переме-
щениях, метод прогонки для решения систем дифференциальных уравнений. 
 
        Оболочки в форме косого геликоида применяются в технике: форму косого 
геликоида имеют пандусы, другие винтообразные архитектурные элементы, а 
также резьбы, шнеки, детали ветрогенераторов [1, 2]. Образующей косого гели-
коида является наклонная прямая, направляющей – винтовая линия. Чаще всего 
параметрическое уравнение данной поверхности представляется в виде: 

ݔ = cos ݑ ݕ  ,ݒ = ݑ sin ݖ  ,ݒ = ݑ ݇ +  .ݒ ܿ
        Это уравнение в цилиндрической системе координат. Можно также пред-
ставить это уравнение в системе координат, в которой за координату u будет 
принято расстояние  по образующей, а за координату v – угол вращения обра-
зующей, как  и в обычной  цилиндрической   системе координат, φ = const –
угол наклона образующей, тогда 

ݔ = ݑ cos ߮ cos ݕ   ,ݒ = ݑ cos ߮ sin ݖ  ,ݒ = ݑ sin ߮ +  .ݒ ܿ
        Такая система  будет также несопряженной и неортогональной, но выра-
жения  для квадратичных форм в этом случае несколько упростятся  по сравне-
нию с  ранее упомянутой системой: 

ܣ = 1, ܤ = ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ, ܨ = ܿ ݊݅ݏ ܮ   ,߮ = 0, ܯ = −
ܿ ݏ݋ܿ ߮

ଶݑ√ + ܿଶ
, ܰ =

ଶݑ ݊݅ݏ 2߮
ଶݑ√ + ܿଶ

, 

߯ = ݏ݋ܿܿݎܽ ቆ
ܿ ݊݅ݏ ߮

ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ
ቇ , 

где χ = const – угол между координатными линиями u и v. 
Для упрощения задачи примем, что геликоид имеет большое число витков и 

напряженно-деформированное состояние не зависит от координаты v, т.е. рас-
сматривается двумерная задача. Задача рассматривается для пологой оболочки.  
Тогда геометрические соотношения, согласно А.Л. Гольденвейзера [3], прини-
мают вид: 

௨ߝ =
߲

ݑ߲
௨ݑ  −

ܿ sin ଶ߮ݏ݋ܿ ݑ ௩ݑ ߮
ଶ߮ݏ݋ଶܿݑ) + ܿଶ)ଷ/ଶ +

ܿ sin ߮ ߲
ݑ߲ ௩ݑ

ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ
, 

௩ߝ =
ଶ߮ݏ݋ܿ ݑ ௨ݑ  

ଶ߮ݏ݋ଶܿݑ + ܿଶ +
ଶݑ sin2 ௭ݑ ߮

ଶ߮ݏ݋ଶܿݑ) + ܿଶ)√ݑଶ + ܿଶ
, 

߱௨ =
ܿଶ ଶ݊݅ݏ ߮ ݏ݋ܿ ݑ  ௩ݑ  ߮

ଶ߮ݏ݋ଶܿݑ) + ܿଶ)ଷ/ଶ√ݑଶ + ܿଶ
+

cos ଶݑ√ ߮ + ܿଶ  ߲
ݑ߲ ௩ݑ

ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ
−

௭ݑܿ

ଶݑ + ܿଶ , 
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߱௩ = −
߮ cos ݑ ௭ݑ  

ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ√ݑଶ + ܿଶ
−

߮ cos  ܿ ݑ ௨ݑ   sin ߮ 
ଶ߮ݏ݋ଶܿݑ) + ܿଶ)√ݑଶ + ܿଶ

+
௭ݑ   ଶݑ)ܿ  + ܿଶ + (ଶ߮݊݅ݏଶݑ
ଶ߮ݏ݋ଶܿݑ) + ܿଶ)(ݑଶ + ܿଶ) , 

௨ߛ = −
߲

ݑ߲
௭ݑ +

ܿ cos ௩ݑ ߮

ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ√ݑଶ + ܿଶ
, 

௩ߛ =
ଶݑ sin2 ௩ݑ ߮

ଶ߮ݏ݋ଶܿݑ) + ܿଶ)√ݑଶ + ܿଶ
−

ܿ cos ௨ݑ ߮

ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ√ݑଶ + ܿଶ
, 

௨ߢ =
ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ ߲ଶ

ଶݑ߲ ௭ݑ

cos ଶݑ√ ߮ + ܿଶ
−

ܿଶ ଶ݊݅ݏ ߲ ݑ  ߮
ݑ߲ ௭ݑ  

cos ߮ ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ(ݑଶ + ܿଶ)ଷ/ଶ

−
ܿଶ cos ௭ݑ ߮    

ଶݑ√ + ܿଶ(ݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ)ଷ/ଶ
, 

௩ߢ =
cos ߲ ݑ ߮

ݑ߲ ௭ݑ  

ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ√ݑଶ + ܿଶ
+

ܿଶ  cos ௭ݑ ߮

ଶ߮ݏ݋ଶܿݑ) + ܿଶ)ଷ/ଶ√ݑଶ + ܿଶ
, 

௨௩ߢ =
sin 2 ߮ ቀݑଶܿݏ݋ଶ߮(ݑଶ + ܿଶ) − 1

2 ܿଶ(ݑଶ + ܿଶ + ଶ߮)ቁ݊݅ݏଶݑ  ௭ݑ ܿ

ଶݑ) + ܿଶ)ଷ/ଶ(ݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ)ଶ

+
1
2

ܿ sin 2 ߲ ݑ   ߮
ݑ߲  ௭ݑ

ଶ߮ݏ݋ଶܿݑ) + ܿଶ)√ݑଶ + ܿଶ
. 

        Уравнения равновесия для случая пологой оболочки: 
ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ

cos ଶݑ√ ߮ + ܿଶ

߲
ݑ߲

ቀඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ + ௨ܰܿ ߮݊݅ݏ ܵ௨ቁ

−
cos ݑ ߮ 

ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ√ݑଶ + ܿଶ ௩ܰ + ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ ܺ + ܻ ߮݊݅ݏ ܿ 

= 0, 
ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ

cos ଶݑ√ ߮ + ܿଶ

߲
ݑ߲

ቀ ܿ ߮݊݅ݏ ௨ܰ + ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ ܵ௨ቁ

+
cos ߮݊݅ݏ ݑ ܿ ߮ 

ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ√ݑଶ + ܿଶ ௨ܰ −
ݑ cos ߮ 

ଶݑ√ + ܿଶ
ܵ௩ + ܺ ߮݊݅ݏ ܿ 

+ ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ ܻ = 0, 

ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ ൬ ௨ܰ

ܴ௨
+ ௩ܰ

ܴ௩
൰ +

߲
ݑ߲

ቀඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶܳ௨ ቁ +
ଶݑ)ଶ߮ݏ݋ܿ + ܿଶ)
ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ

ܼ = 0, 

ܳ௨ = ቌ
ඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ

ଶݑ) ଶ߮ݏ݋ܿ + ܿଶ)
߲

ݑ߲
ቀඥݑଶܿݏ݋ଶ߮ + ܿଶ ܯ௨ + ܿ ߮݊݅ݏ ௨௩ܯ  )ቁ

−
 ଶ߮ݏ݋ܿ ߮݊݅ݏ ݑ ܿ

ଶ߮ݏ݋ଶܿݑ) + ܿଶ)
ଷ
ଶ

௨௩ܯ +
ݑ   ଶ߮ݏ݋ܿ 

ଶ߮ݏ݋ଶܿݑ + ܿଶ  .௩൱ܯ

        Подставив геометрические уравнения в физические [3], а далее – выраже-
ния для усилий и моментов в уравнения равновесия, получаем 3 обыкновенных 
дифференциальных уравнения равновесия в перемещениях, которые могут быть 
преобразованы в 8 дифференциальных уравнений первого порядка и решены 
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методом прогонки. Полностью система не приводится ввиду большого объема. 
Вычислив перемещения и их производные, можно в свою очередь вычислить 
внутренние усилия и моменты в оболочке.  
        Современные компьютеры и программные средства дают широкие воз-
можности, как для численных  расчетов,  так и для  символьных  преобразова-
ний  и упрощения  выражений, для автоматизации процесса расчета и хранения 
в памяти больших символьных выражений.  
        Автором была  проведена серия расчетов для  геликоидов с углами наклона 
образующих  от 0 до 20 градусов  по  данному полуаналитическому методу, а 
также серия расчетов по методу конечных элементов с теми же  исходными 
данными. Расчеты по полуаналитическому методу проводились для случая 
длинного геликоида, для которого закрепление поперечных краев не оказывает 
существенного влияния на напряженно-деформированное состояние. Расчеты 
проводились в программном комплексе Maple 17. Поскольку в работе [4] при-
водятся доказательства того, что эти закрепления влияют на НДС оболочки 
только на незначительном участке, расчет длинных геликоидов представляется 
рациональным ввиду его корректности при заметном упрощении расчетных 
уравнений. Исходя из той же предпосылки, конечноэлементные расчеты прово-
дятся для фрагмента оболочки, представляющего собой сегмент 45°. Расчеты 
проводились в программном комплексе ЛИРА 9.6, конечные элементы — четы-
рехугольные, пластинчатые. 
        Исходные данные: угол наклона образующих  φ = 5°; контурные радиусы – 
R1= 2 м, R2= 4 м; шаг винта направляющей – 0,01·2π ; материал оболочки с Е = 
32500 МПа, ν = 0,17; толщина h = 12 см; нагрузка равномерно распределенная 
вдоль вертикальной оси z - 1000кг/м², закрепление краев – жесткая заделка. 
       Графики перемещений для длинного косого геликоида, рассчитанного по 
полуаналитическому методу, представлены на рис.1. 

            

 
      
 
 

 
 
        

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 1 
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        Перемещения в оболочке, вычисленные по МКЭ, представлены на рис. 2. 
                   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Таблица 1. Сравнительная таблица результатов при разных углах наклона образующих 
φ 0 3 5 10 15 

максимальное пере-
мещение по оси z 

метод 1, м 

8,69·10-5 8,45·10-5 8,43·10-5 7,99·10-5 4,67·10-5 

то же, метод 2, м 8,7·10-5 8,6·10-5 8,0·10-5 7,4·10-5 6,6·10-5 

        Методы демонстрируют близкие  результаты в диапазоне малых углов, и 
расхождение их при углах более 10°, что примерно соответствует пределам по-
логости. 
       Попытка решить аналогичную задачу аналитическим методом была пред-
принята в монографии [5], но она не была доведена до числового результата.      

Рис. 2 
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        Наиболее близко подошел к решению практических задач для косого гели-
коида  А.Р. Ярошенко [6]. В работах [7, 8, 9] также рассматриваются геликоиды 
с большим количеством витков, что дает возможность получить расчетную сис-
тему в виде трех обыкновенных дифференциальных уравнений, но здесь рас-
сматриваются прямые [7, 8] и развертывающиеся геликоиды [8, 9]. 
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       The paper discusses the problems of the analysis of the stress-strain state of oblique 
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