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В большинстве случаев усиление и реконструкция железобетонных конструк-
ций производится после их предварительного разгружения. При этом вследст-
вие предшествующих гистерезисных потерь энергии при силовом деформиро-
вании и накопления средовых повреждений материалов положение и форма 
конструкций восстанавливается лишь частично, неизбежны остаточные дефор-
мации. Для их восстановления требуется силовое вмешательство (напр. под-
домкрачивание). Назначение величины и режима указанного силового «вмеша-
тельства» необходимо производить с учетом анизотропии свойств, нелинейно-
сти, неравновесности, необратимости и гистерезисных энергопотерь деформи-
рования и влияния средовых (коррозионных) повреждений. 
      Задача решается в следующей постановке: 
-конструкция считается полностью нагруженной и имеющей сформированное 
напряженное состояние до начала воздействия внешней агрессивной среды; в 
дальнейшем внешняя нагрузка и агрессивные воздействия принимаются неиз-
менными; 
-предполагается кинематически  устойчивым деформированное состояние кон-
струкций  и затухающий характер развития во времени неравновесных процес-
сов (ползучести, накопления коррозионных повреждений и т.п.)[2,3]; 
-учитывается, что источников коррози-
онных повреждений внутри конструкции 
нет, а наибольшие агрессивные воздей-
ствия имеют место на поверхности кон-
такта с внешней средой, затем они по-
степенно уменьшаются и, наконец, об-
нуляются на глубине нейтрализации 
(глубина коррозионного фронта) форму-
лы (5-10), рис.1 [4]; 
       (На рис. 1 введены обозначения: х-
высота равномерно сжатого образца (на-
пряжения 휎); 푧∗ −высота зоны полного 
коррозионного разрушения материа-
ла; 훿 – высота переходной зоны корро-

 
Рис.1. Схема распределения  

коррозионных повреждений по высоте 
сжатого бетонного образца. 
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зионного повреждения; р – высота неповрежденной коррозионной зоны; К∗–
функция сохранения свойств силового сопротивления поврежденного коррози-
ей бетона) 
-геометрическая неизменяемость сооружений считается обеспеченной на всех 
этапах эксплуатации; 
-используется квазилинейная форма уравнения сопротивления материалов (11) 

[5], а диаграмма напряжения –
полные относительные деформации 
показана на рис.2. 
 Здесь, согласно Энгессеру-
Ясинскому линии 01 параллельны 
линии 23, фигуре 023-петля гисте-
резиса неповрежденного коррози-
онного образца, 24- то же пo-
врежденного коррозией образца; 
휀об - обратимая часть  полных от-
носительных деформаций непо-
врежденного коррозией образца; 
휀об

∗ а, - то же поврежденного корро-
зией образца,εноб , 휀ноб

∗ - то же необ-
ратимой части  полных относи-
тельных деформаций; Т - точка 
«невозврата»; К - условная точка 
разрушения бетона. 

Итак, уравнение кинетики 
неравновесных процессов во вре-
мени вводится в записи: 

∆ ( ) = −훼(휂)[∆퐿(푡)] ( );     при     푚(휂)  ≥ 1,                         (1) 

где                                            휂 = 휎
푅 ; ∆퐿 = кр ( )

кр
  ,                                              (2) 

а его решения [7]:при  푚 = 1 퐿(푡) =  퐿кр(휂, 푡 ), 1 − ∆퐿   (푡   , 푡 )푒 ( )( ) , (3)                 
при 푚 > 1  

퐿(푡) = 1 − 〈[∆퐿(푡 , 푡 )][( ) ] + 훼[(−푚) + 1](푡 − 푡 )〉[( ) ] 퐿кр(휂, 푡 ).    (4) 
Заметим, что в качестве 퐿(푡)может выступать мера ползучести С0[1,2] или 

глубина фронта коррозионного повреждения 훿(푡, 푡 )[4]. Здесь ∆- относитель-
ный дефицит текущего значения 퐿(푡) по отношению к 퐿кр  при 푡 ≤ ∞; 푡 , 푡- вре-
мя начала и время окончания отсчета, 휎 - напряжения, R-предел прочности; 
푚, 훼, 퐿кр-эмпирические коэффициенты, отражающие влияние уровня напряже-
ний на структуру бетона, его проницаемость. Причем параметр푚 (휂) - ответст-
венен за стадийность неравновесного процесса; в частности при 푚 ≥ 1-процесс 
носит затухающий во времени величины 퐿(푡), которая асимптотически стаби-
лизируется при 1 > 푚-процесс т.н. фильтрационный, при котором во времени 
стабилизируется не величина 퐿, а скорость её развития; при 푚 < 0 процесс ла-
винный, приводящий к разрушению бетона  [4]. 

Зависимость параметров 푚, 훼, 퐿кр  от 휂 приведены на рис.3 и 4и записыва-
ются виде: 

푚(휂) = ∑ 푞 휂 ,   훼(휂) = ∑ 푞 휂 , 퐿кр(휂) = ∑ 푞 휂                 (5) 

 
Рис.2. Диаграмма напряжения-полные относи-
тельные деформации (휎 − 휀) при неубывающем 
во времени нагружений сжатием бетонного об-

разца от 휎 = 0 до휎 ≤ 휎Т. 
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где 푞 -эмпирические параметры, вычисленные с помощью фиксированных зна-
чений по индивидуальным для каждого сочетания номинациям бетона и корро-
зионной среды 푚 , max 푚 , 푚(0,9); 훼 , 푚푖푛훼, 훼(0,9); 퐿кр , 푚푖푛퐿кр , 퐿кр(09). Заме-
тим, что при 푚(휂) ≥ 1 для푡 = ∞, т.е. к моменту стабилизации продвижения 
коррозионного фронта и меры ползучести: 

퐿(∞, 휂) = 퐿кр(휂)  .           (6) 

Рис.3. Схема экспериментальной кривойРис.4. Схемы экспериментальных кривых 
 для функции 푚(휂)                                                              для функций훼(휂)и퐿кр(휂) 
 

Фигура распределения коррозионных повреждений по высоте бетонного 
образца z (рис.1) для случая 푚 ≥ 1 позволяет представить функцию сохранения 
исходных характеристик силового сопротивления R,E,C0,Коб  и т.д. в виде 

К∗(푧) = ∑ 푎 푧 ,                                        (7) 
причем при 푧 = 푝 + 훿будетК∗(푝 + 훿) = 퐾∗; 
при                                                     z=pбудетК∗(р) = 1;�

∗
= 0:                           (8) 

откуда        푎 = 1 − (1 − 퐾∗) ; 푎 = ( ∗)р ∶   푎 = −
∗

    .                    (9) 
Поскольку условия (8) чисто геометрические, постольку (8),(9) справедли-

вы для всех характеристик силового сопротивления бетона, поврежденного 
коррозией: 

К∗ =
∗

=
∗

=
∗

= С
С∗ = Коб

∗

Коб
= и. т. п.,                                  (10) 

где 푅∗ , 퐸∗, С∗ , Коб
∗ -значения характеристик силового сопротивления поврежден-

ного коррозией бетона. 
Соответствующее диаграмме휎 − 휀 (рис.2) квазилинейное реологическое 

уравнение силового сопротивления имеет вид [5]: 

                             휀(휎, 푡, 푡 ) =
휎(푡)

Евр(휎, 푡, 푡 ) ; 휀∗(휎, 푡, 푡 ) =
휎(푡)

Евр
∗ (휎, 푡, 푡 ),               (11) 

Евр(휎, 푡, 푡 ) =
Евр.л(푡, 푡 )
푆 [휎(푡)]

;  Евр
∗ (휎, 푡, 푡 ) =

Евр
∗ (푡, 푡 )

푆
∗[휎(푡)]

  ,                    (12) 

푆 [휎(푡)] = 1 + 푉 휎(푡)
푅 ;  푆 ∗[휎(푡)] = 1 + 푉 휎(푡)

푅∗(푡)

∗

,                 (13) 
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Евр.л = Емг( )
( , ) ; Евр.л

∗ = Емг
∗ ( )

( , ) ;  휑(푡, 푡 ) = Емг(푡)퐶 (푡, 푡 ),                   (14) 

где 푉 и  푚 по [6]. Отсюда коэффициент обратимости: 
Коб = об =

[ ( )]
;  Коб

∗ = об
∗

= К∗

[ ( )]
,.                        (15) 

Заметим, что при разгрузке                푉0 = 0, 푆0⃖ =1.                                                       (16) 
Далее. Используем изложенное применительно к поперечному изгибу пря-

моугольного железобетонного бруса с одиночной арматурой  (рис.5-9). 

 
Рис.5. Поперечное сечение железобетонного бруса 

Затем найдем усилия в переходной зоне 훿 и в поврежденной зоне р: 
퐹б = 휎в  ∙ в ∫ 퐾∗ (푧)푑푧 = в 훿휎в  ;  퐹н = в р휎в                     (17) 

и установим высоту  сжатой части сечения, использовав условие равновесия на 
горизонтальную ось: 

∑ 퐹 = 0   в р휎в  + в 훿휎в  − 휔 퐴 푅 = 0 гдер = х∗ − (훿 + 푧∗),       (18) 

откуда:х∗ =
в в

+ 1
3 훿 + 푧∗,                                                                                       (19) 

а расстояние от линии 훿S до центра тяжести переходной зоны: 

уц.т( . ) =
∫ К∗(푧)푧푑푧

∫ К∗(푧)푑푧
= 훿 .                                        (20) 

       Отсюда предельный изгибающий момент Мпр
∗ , воспринимаемый попереч-

ным сечением с абсциссой х при 휂б = 0, 휎в  = 푅 ; 휎 = 푅 , отсчитываемый от-
носительно центра тяжести растянутой арматуры 퐴  

Мпр
∗ = Мпр.б

∗ + Мпр.р = 퐹в ∙ 푟в + 퐹р ∙ 푟р,                                   (21) 
где моментные плечи 푟 будут:  

푟в = (ℎ − х∗) + 푝 + 훿 ; 푟р = (ℎ − х∗) + 1
2 рприр = х∗ − (훿 + 푧∗).  (22) 

При этом назначение 푚(휂), 훼(휂), 훿кр(휂)необходимые для вычисления глу-
бины повреждений 훿, до экспериментального уточнения, может вычисляться по 
средневзвешенному расчетному напряжению [1], которое: 
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  휎в = 푅 ( ∗) в , где휂в = 1 − М(х)
Мпр

∗ (х)
, 휎ср = ∫ 휎в  ( ∗) в푑푧 , т. е.    р

р           (23) 

휎ср = � в  
( в) ∗

в

р

р
  ,                                           (24) 

а  при                                                    р = 0 → 휎ср = в  
(  в)

.                                             (25) 
Характеристики силового сопротивления деформированию поврежденной 

коррозией железобетона: при нагружении жесткости퐷⃗∗, при разгружении –
отпорности 퐷⃖∗, а также податливости при нагруженииВ⃗

∗
= ⃗∗,  и при разгруже-

нии В⃖
∗

= ⃖ ∗, как известно, зависят от геометрии сечений, расположения и де-
формативных характеристики характеристик повреждений компонентов, кото-
рые,  в свою очередь, нелинейно и неравновесно связаны со знаком, уровнем и 
режимом воздействий. При этом жесткость, отпорность и податливость отсчи-
тываются от центра тяжести приведенного сечения, который, по этим же при-
чинам, меняет свое положение как по высоте сечения, так и вдоль пролета. 

Положение центра тяжести приведенного сечения относительно любой оси 
отсчета (в данном случае, относительно растянутой грани сечения) может  с 
учетом (12) и (19) рассчитываться по формуле: 

                      уц.т = ∑ 퐴 퐸 푦 / ∑ 퐴 퐸  ,                                                   (26) 
где 퐴 -площадь приведенного сечения -того компонента с учетом  (19); 퐸 - вре-
менный модуль деформации i-того компонента, вычисленный с учетом нели-
нейности (12), повреждений при 훿(∞) = 훿кр(휂);푦  -расстояние центра тяжести i-
того компонента от растянутой грани сечения (влияние бетона растянутой зоны 
сечения учитывается коэффициентом и модулем растянутой арматуры 휓 [1]), 
для которого принимается М∗ (32). Далее, располагая у иуц.т вычисляются пле-
чи푖-тых компонентов относительно центра тяжести приведенного сечения: 

                                      푆 = у − уц.т ;                                                (27) 
теперь жесткость сечения при нагружении: 

퐷⃗∗ = ∑ 퐴⃗퐸⃗ 푆⃗                        (28) 
отпорность при разгружении: 퐷⃖∗ = ∑ 퐴⃖ 퐸⃖ 푆⃖                                                          (29) 
и соответственно податливость               В⃗

∗
= ⃗∗.                                                        (30) 

Здесьзнак →соответствует нагружению, знак ←соответствует разгружению; 
при этом, отсчет времени для разгружения должен вестись  с начала разгруже-
ния. Теперь отметим, что влияние уровня напряженного состояния 휂ср =

휎ср
푅 

на временный модуль деформации Евр (12) и (13) на глубину коррозионного по-
вреждения 훿(∞) (3) и (4) различно; с ростом 휎срв диапазоне от 0 до 푅дл времен-
ный модуль деформации уменьшается; глубина훿 с ростом 휎ср от 0 до 0,45푅так-
же уменьшается, а в случае дальнейшего увеличения от 0,45 до 푅дл-훿(휂) увек-
личивается. В связи с этим в сечениях бруса по мере роста изгибающего момен-
та от нуля примерно до половины Мпр

∗  глубина фронта коррозионного повреж-
дения уменьшается, а затем с увеличением изгибающего момента до Мпр.дл

∗  глу-
бина повреждения 훿 растет. Для расчетного времени 푡 = ∞ при 휎ср ≤ 푅дл  рас-
смотрению двух вариантов нагружения изгибаемых брусьев: первый вариант 
maxМ < Мпр

∗ /2, второй вариант max M>M*пр/2 (рис.6 и рис.7) 
На рис.6 и 7 иллюстративно приведены: а) схема однопролетной защем-

ленной на опорах равномерно нагруженной поврежденной коррозией железобе-
тонной балки, б) эскиз эпюры изгибающих моментов, в) схема коррозионных 
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повреждений, г) схема влияния нелинейности силовых деформаций. 
 

 
Рис.6. Вариант М < Мпр

∗                           Рис.7. ВариантМ > Мпр
∗  

 
Сопоставление схем рис.6.и рис.7 позволяют представить качественно 

влияние таких факторов, как уровень нагружения и глубина коррозионных по-
вреждений на напряженно- деформированное состояние рассматриваемой кон-
струкции. На рис.8 и рис.9даны примерные схемы жесткостей (отпорности) и 
податливости для них. 

 
 

Рис.8.Вариант 푚푎푥М < Мпр
∗          Рис.9.Вариант 푚푎푥М > Мпр

∗  
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На рис.8 и 9 приведены эскизные схемы: а) однопролетной защемленной на 
опорах равномерно нагруженной поврежденной коррозией железобетонной 
балки (рис.5), б) схема эпюр жесткости (отпорности); в) схема эпюр податливо-
сти. Представленная на рис. 6-9 балка может рассматриваться как элемент рам-
ной стержневой системы, для дальнейшего расчета которой необходимо рас-
крытие статической неопределимости. Взамен такой процедуры можно вычис-
лить опорные моменты с помощью известных практических приемов; напри-
мер, приведенных в Справочнике проектировщика [9, стр.391]. 

Моп = 푘푞экв푙 ,                                                     (31) 
где 푞экв - эквивалентная равномерно распределенная нагрузка, зависящая от 
схемы фактической нагрузки; - коэффициент при 푞экв푙  для равномерно распре-
деленной нагрузки. 

После этого функция действующего изгибающего момента получит вид: 
М(х) = −Моп + Мх = Моп + (푙 − х)х.                           (32) 

Затем с учетом конфигурации эпюры моментов М(х) намечается необхо-
димое количество фиксированных сечений, для которых по (23) - (31) вычис-
ляются податливость  В⃗

∗
и В⃖

∗
. Последнее позволяет построить эпюры податли-

вости, величины которой меняются вдоль пролета /(рис.8 и рис.9) в качестве 
примеров приводятся возможные эпюры В∗/. Дальнейшие решения могут вы-
полняться с помощью различных известных способов. Так эпюру податливости 
можно аппроксимировать некоторыми функциями: в частности, для варианта 
maxМ < Мпр

∗ /2 возможно использование алгебраических многочленов типа: 
В∗(х) = ∑ 푎 푥 ;                                                        (33) 

дляварианта max М > Мпр
∗ /2 возможно использование тригонометрических 

многочленов (ряды Фурье) 
В∗(х) = В∗(0) + ∑ 푎 с표푠 푖휔푥 + ∑ в 푠푖푛푖휔푥.                            (34) 

Например, для варианта maxМ < Мпр
∗ /2 (рис.8) можно упростить эпюру В; при-

менение (33) при 푖 = 2, значения параметров 푎  найдем из условий: 
при                               푥 = 0 будетВ х

0 = 푚푖푛퐵,                                                        (35) 

при      푥 = 푙
2  будет В∗ 푙

2 = 푚푎푥퐵;   � ( ) = 0,                                      (36) 

откуда  푎 = 푚푖푛퐵,   푎 = 2 ( ) ; 푎 = − 〈 〉 ;                           (37) 

для варианта 푚푎푥М ≥ Мпр
∗  (рис.9) упрощенно можно записать: 

퐵(푥) = Вср
∗ + Аsin (휔х + 휑)∗ = Вср

∗ + аsin휔х + вс표푠 휔푥,                     (38) 
где                                    Вср

∗   =
∗ ∗

;   А =
∗ ∗

;  휔 = к  ,            (39) 
где к - начальная фаза, для рис.9 к = 6, 
                                     푎 =

∗ ∗
;  в =  ( ∗ ∗) .                                 (40) 

В итоге, уравнение кривизны для изгибаемого бруса получает запись: 
 = = ( )

∗( )
= 푀(푥) ∙ 퐵∗(푥),                                               (41) 

откуда функция прогибов и наибольший прогиб при нагружении 
푈⃗(х) = ∫ 푑х ∫ М(х)퐵∗⃗(х)푑х + с⃗(х) + с⃗  ;  푚푎푥푈⃗(х) = 푈⃗ 푙

2 ,              (42) 
при разгружении: 

 
푈
⃖ (х) = ∫ 푑х ∫ М(х)В⃖(х)푑х + с⃖ (х) + с⃖   ;  푚푎푥푈⃖(х) = 푈⃖ 푙

2 ,              (43) 
Описанный прием аппроксимации (33) - (43) может быть заменен другим 

приемом. Для учета изменяющейся в зоне оси  х податливости изгибаемый брус 
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делится на n участков; в пределах   каждого участка податливость считается не-
изменной и равна среднему значению; одновременно, в пределах каждого уча-
стка вводится неизменный средний изгибающий момент Мi. Это приводит к за-
мене уравнения (41) системой алгебраических уравнений в виде: 

푈⃗ (푥 ) = 퐵⃗ М⃗ 푥 + с ⃗х + с ⃗ ,                                                (44)    

или                        푈⃖ (х) = 퐵⃖ М⃖ 푥 + с⃖ х + с⃖ ,                                                      (45)  
при решении которой значения произвольных постоянных с  и с  вычисляют-
ся по граничным условиям, общим на границах участков прогибам и учетом по-
воротам. 

При разгрузке и вследствие необратимости деформаций (15) и сопротивле-
ния влияния собственного веса появляются остаточные прогибы: 

∆푈(푥) = 푈⃗(푥) − 푈⃖(푥);  푈 푙
2 = ∆푈⃗ 푙

2 −= ∆푈⃖ 푙
2  .                   (46) 

Восстановление остаточного ресурса, требуемое при усилении конструк-
ций, может быть осуществлено приложением посередине пролета сосредото-
ченной силой обратного знака, величина которой вычисляется по формуле 

р = к
∆

Вр
,                                                      (47) 

гдек-коэффициент, зависящий от граничных условий (для защемленной на опо-
ре балки к=192);  Вр- расчетная податливость, определяемая из условия равен-
ства ∆푈(푙/2) и условной балке с неизменной вдоль пролета податливостью [8] 
(может уточняться за счет изменения формы эпюры изгибающих моментов т.н. 
сосредоточенной силы). Из (47) следует, что управление режимом и продолжи-
тельностью силового воздействия при гашении остаточных прогибов  ∆푈 по-
зволяет регулировать силу подъема р, в т.ч. уменьшать её. 

Таким образом, разработан и внесен и метод учета изменчивости вдоль 
пролета диссипативных факторов силового деформирования на деформируе-
мость железобетонных конструкций. 
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AN INFLUENCE OF COORDINATE CHANGEABLENESS OF DISSIPATIVE FAC-
TORS ON FORCE RESISTANCE OF REINFORCED CONCRETE TO DEFORMING 

Bondarenko V.M., Ivanov A., Migal’ R.E., Tsareva A.V. 
Moskovslaya gosudarstvennaya academia kommunalnog ohozyaistva i stroitelstva, Moscow 

        An influence of coordinate changeableness of dissipative factors on force resistance of 
reinforced concrete to deforming is discovered, studied and brought in theory of reinforced 
concrete. 

 
 
 


