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В работе рассматривается деформационный расчет сжато-изогнутых рам из 

неупругих составных элементов, имеющих переменное поперечное сечение и перемен-
ную жесткость связей сдвига по длине с учетом влияния теплового воздействия. В 
основу решения положена теория упругих составных стержней А.Р. Ржаницына. 
Статическая неопределимость рам раскрыта методом деформаций. Получено выра-
жения для определения эквивалентного модуля деформаций, который учитывает 
сжимаемость ветвей, деформации сдвига материала ветвей, составляющих стер-
жень, развитие неупругих силовых деформаций в них и влияние температурных дефор-
маций.  
        КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: сжато-изогнутая рама, деформационный расчет, тепловое 
воздействие, эквивалентный модуль деформаций. 

Исследуются неупругие рамные системы, включающие в себя составные 
элементы, имеющие переменное поперечное сечения и переменную жесткость 
связей на сдвиг по длине элементов.  

В работе используются основные положения общей теории упругих со-
ставных стержней, разработанной А.Р. Ржаницыным [1]. Для материала ветвей 
и связей между ветвями устанавливается произвольная зависимость между де-
формациями и напряжениями. Применяется гипотеза о нелинейно - упругом 
материале. Раскрытие статической неопределимости рамной системы осущест-
вляется методом деформаций с учетом влияния продольных сил, возникающих 
в элементах при деформировании рам под действием нагрузки. Предполагается 
линейное изменение температуры по высоте поперечного сечения элементов 
рамы.  

Для определения перемещений плоской рамы элементы многоконтурного 
стержня рамы делятся по длине на участки постоянной жесткости (в общем 
случае неравные)  длиной lj между узловыми точками j и j + 1. В узлы элемен-
тов рамы вводятся дополнительные моментные  1j и силовые 2j связи, препят-
ствующие их перемещениям. Многоконтурный стержень рамы с введенными  
связями образует основную систему метода деформаций. Расчет такой рамы 
производится шаговым методом [2]. 

Для определения реакций во введенных связях j-й участок элемента рамы 
рассматривается как жестко защемленный по концам составной стержень дли-
ной lj или стержень, защемленный на одном конце и шарнирно опертый на дру-
гом конце. Дифференциальные уравнения для определения сдвигающих усилий  

)(i
jT  в шве  и прогибов  )(i

jy  упругого двухветвевого ( 2n ) составного элемен-
та были получены в  [1]. При работе за пределом упругости эти уравнения для 
j -го участка стержня рамы, в котором действует продольная сила  )(i

jN , на  i -м 
шаге загружения, с учетом влияния температурного воздействия будут иметь 
вид 
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где  )(i
xjM - изгибающий момент в составном стержне, лишенном связей сдвига; 

)(iequ
txjC - суммарная эквивалентная жесткость ветвей составного элемента на на j-

ом участке элемента рамы при i-ом шаге нагружения равная  
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здесь )(iequ
tjE  - эквивалентный модуль деформаций для сечений   -й ветви j -го 

участка элемента рамы на i-м шаге нагружения с учетом влияния температур-
ных деформаций этой ветви; xjJ  - момент инерции поперечного сечения  -й 
ветви постоянный по длине j-го участка элемента рамы: 
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здесь )(
1
i

jN и  )(
2
i

jN -  продольные усилия, возникающие в ветвях  1 и 2, на i -м ша-

ге нагружения; )(
1

i
toj  и  )(

2
i

toj - температурные деформации осевых волокон ветвей 
1 и 2; 1jA  и  2jA  - площадь поперечного сечения ветвей 1 и 2 j -го участка эле-
мента рамы; cj - расстояние между центрами тяжести ветвей составного элемен-
та;  )(

1
i

cjoE  и )(
2

i
cjoE  - секущие модули деформаций осевых волокон ветвей 1 и 2 на 

i-м шаге нагружения; 
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здесь  )(i
tj  - коэффициент жесткости продольных связей сдвига  на j -м участке 

элемента рамы при i-м шаге нагружения, рассчитанный по [1], с учетом темпе-
ратурных деформаций частей конструкции, образующей эти связи. 

Величина  )(iequ
tjE   в  (3)  определяется по формуле, которая получена авто-

ром данной статьи аналогично формуле, опубликованной в [3] и использован-
ной в [4]: 
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где  )1( i
xjM   - наибольший изгибающий момент, действующий в сечении   -й 

ветви j -го участка элемента рамы на )1i(  -м шаге нагружения; jh   - высота  

поперечного сечения  -ой  ветви j -го участка элемента рамы;  )1( i
oj и )1( i

toj  - 
линейная деформация оси  -й ветви  j -го участка элемента рамы на )1i(  -м 
шаге нагружения соответственно от силового и температурного воздействия;  
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  - краевые линейные деформации в волок-

нах поперечного сечения   -й ветви j -го участка элемента рамы, возникающие 
в соответствии с гипотезой плоских сечений на (i – 1) -м шаге нагружения от 
силового воздействия; )1(

1
i
jt   - угол сдвига  -й  ветви на j -м участке  элемента 

рамы от единичной поперечной силы при (i – 1)-м шаге нагружения с учетом 
влияния изменения температуры; )1(  i

yjQ  - первая производная от поперечной 
силы, действующей в υ-ой  ветви j-го участка элемента рамы при  (i – 1)-м шаге 
нагружения; αj- коэффициент теплового линейного расширения для материала 
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рамы;  )1(  i
jt - разность температуры краевых волокон   -й ветви составного 

элемента в плоскости изгиба  j-го участка стержня рамы. 
Используя операционное исчисление  [5]  сведем решение  дифференци-

альных уравнений  (1)  и  (2) к решению алгебраических уравнений ( для случая 
отсутствия свободы сдвигов в торцах j -го защемленного по концам  участка 
стержня рамы,  где  0)(  i

joT  и  0)(  i
jl j

T , 
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где  )(i
joT , )(i

joM  и )(i
joQ  - соответственно сдвигающая сила, изгибающий момент и 

поперечная сила на левой опоре j -го участка стержня рамы (в сечении 0z j  ) 
при отсутствии на нем поперечной нагрузки; 

 )( )()( xcht i
tj

i
oj  ,      )/(]1)([ )(2)()()()(

1
i

tjxj
iequ

tj
i

tj
i

tjj
i
j JExchct   , 

 )/(]/)([ )(2)()()()()(
2

i
tjxj

iequ
tj

i
tj

i
tj

i
tjj

i
j JExxshct   , 

                                      )/()( )()()()()()(
3

i
tj

i
xj

iequ
tj

i
tj

i
tjj

i
j JExshct   ,                           (9) 

  )/()sin( )()()()( i
tjxj

jequ
tj

i
tjj

i
oj JEc   ,    )/()]cos(1[ )(2)()()(

1
i

tjxj
jequ

tj
i

tj
i
j JEx   , 

 )/(]/)sin([ )(2)()()()(
2

i
tjxj

jequ
tj

i
tj

i
tj

i
j JExx   , 

здесь   )/ )()()( iequ
txj

i
j

i
tj CN . 

Из (8)  для левой опоры, где 0)(  i
jy  получаем уравнение 
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        Система линейных алгебраических уравнений  (7), (8) и (10) в матричном 
виде будет иметь вид 

                                                        AZ = B,                                                 (11) 
где  A - квадратная матрица коэффициентов при неизвестных в системе уравне-
ний; B - вектор свободных членов системы уравнений; Z - вектор неизвестных 
усилий: 

                                      Z = [ )(i
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joQ ].                                        (12) 

        В системе уравнений (11) матрица  А будет включать нижеследующие эле-
менты, полученные из (9) при x = lj: 
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        Вектор  B  для  случая смещения правой опоры  на 1  будет включать 
следующие элементы: 
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где j
i

jjtj ht /)(  ; )(i
jt - разность температур краевых волокон составного 

элемента; hj - высота поперечного сечения составного элемента. 
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Аналогично с использованием (11)  можно найти опорные реакции для 
других случаев: поворот правой опоры на угол φ = 1, шарнирное опирание j-го 
стержня на правую опору, отсутствия препятствий для сдвига в шве на опорах 
составного элемента.  

Перемещения  узлов стержня рассматриваемой рамы  )(
1

i
jZ  и  )(

2
i
jZ  опреде-

ляются из совместного решения уравнений:  
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где   )(
11

i
rjtR  и  )(

21
i

rjRt  - реакции в связях j1 основной системы метода деформаций 
от единичного перемещения связей 1r и 2r, определенные с учетом влияние 
продольных сил на i -м шаге нагружения;  )(
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i

rjtR  и  )(
22

i
rjtR  - тоже, но в связях 

j2 ;  )(
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i
jpR  и  )(

2
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jpR  - реакции в связях  j1  и  j2  от силового воздействия на i -м 

шаге нагружения; )(
1

i
jtR  и  )(

2
i
jtR  - реакции в связях  j1  и  j2  от теплового воз-

действия на i-м шаге нагружения; m - число узлов с введенными дополнитель-
ными связями. Найденные усилия на опорах j-го стержня при δ = 1  и  φ = 1 да-
лее используются как реакции в связях  )(

11
i

rjtR , )(
21

i
rjtR , )(

12
i

rjtR  и  )(
22

i
rjtR  в уравне-

ниях (15) и (16). 
Деформационный расчет рамы с учетом теплового воздействия осуществ-

ляется  с  использованием  эквивалентного модуля деформаций  )(iequ
tjE  ,  вели-

чина которого рассчитывается на каждом следующем шаге расчета по результа-
там, полученным на предыдущем шаге расчета. Значения параметров, характе-
ризующих НДС рамной системы, найденные на i-м шаге нагружения, могут 
быть в дальнейшем использованы для проверки прочности и  устойчивости 
сжато-изогнутых рам методом проф. Р.С. Санжаровского [6], а также для реше-
ния задач, аналогичных рассмотренным в работе[7].  
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ON ANALYSIS OF FRAMES MADE OF NON-ELASTIС COMPOSITE ELEMENTS 
WITH TERMAL ACTION TAKEN INTO ACCOUNT  

Rochev A.A. 
Petrozavodskiy Gosudarstvenniy Universitet, Petrozavodsk 

 
In this paper, the author solves the problem of calculating the deformation compressed-

bent frames of inelastic composite elements having a variable cross-section and variable stiff-
ness relations shift lengths for the effects of heat. The solution is based on the A.R. Rzhanit-
sin’s theory of elastic composite bars. Static indeterminacy frames revealed by deformation. 
The expressions for the equivalent modulus of deformation, which takes into account the 
compressibility of the branches, the branches of the shear deformation of the material, form 
the backbone of the development of inelastic deformation in them, and the effect of tempera-
ture deformations.  
         KEY WORDS: compressed-bent frame deformation calculation, thermal effects, equiva-
lent modulus of deformation. 
 

 
 


