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Рассматривается круговой металлический диск под действием объемных сил. Да-

ется решение задачи механики разрушения о зарождении трещин в круговом диске. 
Используется модель зоны ослабленных межчастичных связей  в состоянии пластиче-
ского течения при постоянном напряжении. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: круговой диск, зоны ослабленных межчастичных связей  
материала, трещинооброзование, объемные силы. 

 
Круговые диски широко применяются в современных машинах, в паровых 

и газовых турбинах, в компрессорах, вентиляторах и машинах химической про-
мышленности. Диски подвергаются нагрузкам, вызывающим их растяжение. 
Задача о трещинообразовании в конструкциях и изделиях является важной про-
блемой теории прочности [1-8]. Разработка расчетных моделей исследования 
трещинообразования в дисках представляет собой актуальную проблему меха-
ники материалов. 

Рассмотрим металлический круговой диск в процессе работы. Считается, 
что на частицы среды действуют объемные силы iYXF  , где ),( yxX  и 

),( yxY  заданные функции; 1i . В процессе деформации в некоторых точ-
ках диска могут появляться зоны, в которых закон Гука не выполняется, т.е. в 
этих областях напряжения превосходят предел упругости. Указанные зоны 
(прослойки перенапряженного материала) малы по сравнению с остальной уп-
ругой частью диска, и их можно мысленно удалить, заменив разрезами, поверх-
ности которых взаимодействуют между собой по некоторому закону, соответ-
ствующему действию удаленного материала. По мере нагружения металличе-
ского кругового диска в нем будут возникать зоны предразрушения (области 
ослабленных межчастичных связей материала), где материал диска деформиру-
ется за пределом упругости. В исследуемом случае возникновение зародышевой 
трещины представляет собой процесс перехода зоны предразрушения в область 
разорванных связей между поверхностями диска. Размер зоны ослабленных 
межчастичных связей материала при этом является неизвестным и должен быть 
определен в процессе решения задачи механики разрушения. Зона предразру-
шения ориентирована в направлении максимальных растягивающих напряже-
ний в диске. Исследования [9-11] возникновения областей с нарушенной струк-
турой материала показывают, что в начальной стадии зоны предразрушения 
представляют собой узкий вытянутый слой, затем с ростом нагрузки внезапно 
появляется вторичная система зон, содержащих материал с частично нарушен-
ными связями.   

Будем считать, что в диске имеется N прямолинейных зон предразрушения 
длиной 2lk (k = 1,2,…,N) (рис. 1). В центрах зон предразрушения разместим на-
чала локальных систем координат xkОkуk, ось xk которой совпадают с линией 
скольжения и образуют углы αk с осью х (θ = 0). Полагаем, что в зоне предраз-
рушения имеет место пластическое течение при постоянном напряжении. 
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Отнесем диск к полярной системе координат r , выбрав начало координат 
в центре окружности L с радиусом R (рис. 1). Граничные условия рассматри-
ваемой задачи механики разрушения  о зарождении трещины в круговом диске 
имеют вид: 

0r ;        0 r      при  r=R                   (1) 
на берегах зоны предразрушения: 

syk
  ; syx kk

  ,   kkx  , k=1,2,…,N        (2) 
где σs – предел текучести материала диска на растяжение; τs – предел текучести 
материала диска на сдвиг; σr, σθ, τrθ  – компоненты тензора напряжений в поляр-
ных координатах; lk – полудлины зон предразрушения. 

        Для определения значений внешней 
нагрузки, при которой происходит появле-
ние трещины, нужно постановку рассмат-
риваемой задачи дополнить условием по-
явления трещины. В качестве такого усло-
вия принимаем критерий критического 
раскрытия берегов зоны предразрушения 
[2]: 

ckkkk uui    )()( , k = 1, 2, …, N, 

где )(   kk   – нормальная составляющая 
раскрытия берегов k-той зоны предразру-
шения; )(   kk uu  – касательная состав-
ляющая раскрытия берегов k-той зоны 

предразрушения; c  – характеристика сопротивления материала диска трещи-
нообразованию, определяемая опытным путем [10]. 

При наличии объемных сил решение задачи представим в виде суммы: 
10
xxx   ;  10

yyy   ;  10
xyxyxy               (3) 

где 0
x , 0

y , 0
xy  – любое частное решение уравнений плоской теории упругости 

при наличии объемных сил; 1
x , 1

y , 1
xy  – решение уравнений плоской теории 

упругости при отсутствии объемных сил. Для напряжений 0
x , 0

y , 0
xy  имеем 

формулы [12]: 
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в которые входят две функции  zzQ ,  и  zzF ,1 , представляющие собой любые 
частные решения уравнений 
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Здесь к  – постоянная Мусхелишвили для плоского напряженного состояния.  
Используя формулы Колосова-Мусхелишвили [13]:  

 zyx  Re411  ,       zzzi xyxy  22 111  , 

 
Рис. 1. Расчетная схема задачи о 

зарождении трещин в круговом диске 
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граничные условия (1) – (2) с учетом (3) запишем в виде краевой задачи для 
отыскания комплексных потенциалов  z  и  z  в виде 

          002


  rr
i ie  ,  (6) 

         00
kkk yxysskkkkk iittttt   ,  k = 1, 2, …, N. 

Здесь   iR exp ; kt  – аффикс точек берегов зоны предразрушения. Ком-
плексные потенциалы, дающие решение краевой задачи (6), ищем в виде: 

     zzz 10  ;           zzz 10  ,  (7) 

где потенциалы  z1  и  z1   ищем в виде 
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Здесь 0
k

i
k zteT k   ; )( 0

k
i

k zzez k    ; )(tg k  – искомые функции, характери-
зующие раскрытие берегов зон предразрушения:  

 ))0,()0,(()0,()0,(
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2)( kkkkkkkk
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 . 

Неизвестные функции )(tg k  и комплексные потенциалы  z0  и  z0  
должны быть определены из граничных условий на контуре L (r = R) и берегах 
зон предразрушения. Используя (7) – (8) для отыскания комплексных потенциа-
лов  z0  и  z0 , краевое условие (6) на границе диска представим в виде 
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где              
11

2
1121   ieiff . Для решения краевой 

задачи (9) использовали метод Н.И. Мусхелишвили [13]: 
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        После интегрирования и некоторых преобразований получаем: 
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Удовлетворяя функциями (7) – (8), граничным условиям (6) на берегах зон 
предразрушения, после некоторых преобразований, получим систему N ком-
плексных сингулярных интегральных уравнений относительно неизвестных 
функций  kk xg  
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Переменные nx , z , 0
nz , n  – безразмерные, отнесенные к радиусу диска R. 

Для внутренних зон предразрушения к системе сингулярных интегральных 
уравнений необходимо добавить дополнительные равенства 
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0 ,               (11) 

обеспечивающие однозначность перемещений при обходе контуров зон пред-
разрушения. 

Система комплексных сингулярных интегральных уравнений (10) при до-
полнительных условиях (11) с помощью процедуры алгебраизации [9, 14] сво-
дится к системе N×M алгебраических уравнений для определения N×M неиз-
вестных  gn(tm) (k = 1, 2, …, N; m = 1, 2, …, M): 
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0)(
1
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M

m
mn tg . 

Здесь:                         
M

mtm 2
12cos 

 ;   
M
rxr cos . 

Перейдя в (12) к комплексно сопряженным значениям, получим еще N×M 
алгебраических уравнений. Решение каждого интегрального уравнения ищется 
в классе всюду ограниченных функций (напряжений), так как напряжения в 
диске всюду ограничены. Полученные алгебраические системы уравнений не 
являются пока замкнутыми, так как для их замкнутости не хватает 2N уравне-
ний, выражающих условия разрешимости интегрального уравнения. Для замы-
кания алгебраических систем необходимо добавить условия конечности напря-
жений у вершин зон предразрушения (условия разрешимости краевой задачи в 
классе всюду ограниченных функций). В случае, когда все N зон предразруше-
ния являются внутренними, эти условия можно представить в виде: 

   






M

m
mn

m

M
mtg

1

0 0
4

12ctg1           (n = 1, 2, …, N),                   (13) 

   


 



M

m
mn

mM

M
mtg

1

0 0
4

12tg1  . 

Совокупность 2N уравнений позволяет определить размеры зон предраз-
рушения. Из-за неизвестных заранее размеров зон предразрушения алгебраиче-
ская система (12), (13) оказалась нелинейной. Для ее решения сначала отделяем 
действительные и мнимые части. В результате получаем две действительные 
системы, состоящая каждая из N×M+2N уравнений. 

Для решения нелинейных алгебраических систем использовали метод по-
следовательных приближений. Используя решение задачи о зонах пластическо-
го течения в круговом диске, находим смещения на берегах зон предразруше-
ния 
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Здесь  – модуль сдвига материала диска;  
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        Используя замену переменной интегрирования и заменяя интеграл с помо-
щью квадратурной формулы Гаусса суммой, найдем 
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где 
k

M 1  – число узловых точек в отрезке ),( 0k
xk .  

Из последнего соотношения находим: 







k

k

M

m
mk

k
k t

M
кx

1

1
0 )(

2
1)0,( 







,  





k

k

M

m
mk

k
k tu

M
кxu

1

1
0 )(

2
1)0,(




 



Строительная механика инженерных конструкций и сооружений, 2014, № 6 

28 
 

и для модуля вектора перемещений на берегах зон предразрушения при 

k
xxk 0 получаем: 

2222
0 2

1)()( kk
k

kkkk BA
M

кuuV
k




  


 , 

где                      



kM

m
mkk tA

1

1

)( ; 



kM

m
mkk tuB

1

1

)(  (k = 1, 2, …, N). 

Таким образом, условием, определяющим критическое значение объемных 
сил, при котором происходит появление трещин, будет 
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Совместное решение нелинейной системы уравнений, состоящей из алгеб-
раических систем, заменяющих интегральные уравнения с условиями разреши-
мости задачи и критерия (14) позволяет определить размер зоны предразруше-
ния, значения искомых функций )( kk x  и )( kk xu  в узловых точках, величину 
внешней нагрузки, при которой происходит появление трещины в диске. 

Для упрощения вычислений функции ),( yxX  и ),( yxY  разлагались в ряды 
Тейлора, причем ограничивались несколькими первыми членами разложения. С 
помощью интегрирования уравнений (5) находим 
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        По найденным функциям ),( zzQ  и ),(1 zzF  согласно (4) находим 
0
r ,  0

 r , 0
ky , 0

kk yx . 
Заключение. Предложена эффективная схема расчета трещинообразования 

в круговом диске внешними объемными силами. 
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CRACKING IN CIRCULAR DISK UNDER THE INFLUENCE  

OF VOLUME FORCES 

N.M. Kalantarly 
Institute of Mathematics and Mechanics of NAS of Azerbaijan 

A circular metal disk under the influence of volume forces is considered. The solution of 
fracture mechanics problem of crack nucleation in the circular disk under action of volume 
forces is given. The model of weakened interparticle bonds zone on condition of plastic flow 
under constant stress is used. 

KEY WORDS: circular disk, zone of weakened interparticle bonds of material, crack-
ing, volume forces.  


