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Рассматриваются некоторые задачи о влиянии температурного поля на тормо-

жение роста искривленной трещины в полосе (балке), когда полоса изгибается в ее 
плоскости заданной системой нагрузок (постоянными изгибающими моментами, рав-
номерно распределенным давлением и другими). Задача о равновесии искривленной 
трещины с частично контактирующими берегами при действии внешних нагрузок, 
наведенного температурного поля и усилий на контактирующих поверхностях трещи-
ны сводится к решению сингулярных интегральных уравнений. Принято, что на неко-
торой части контакта возникает сцепление берегов, а на остальной возможно про-
скальзывание.  

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: изгиб полосы (балки), искривленная трещина, температур-
ное поле, контактная зона сцепления, зона проскальзывания, контактные напряжения. 

 
Полосы (балки) широко используются в технике и строительстве и для 

практики исследование вопросов разрушение полос (балок) имеет важное зна-
чение. Проблема торможения роста трещин имеет научное и важное практиче-
ское, так как и ее решение дает возможность продлить срок эксплуатации раз-
нообразных конструкций и изделий практически во всех областях техники, а 
главное избежать катастроф связанных с внезапным разрушением. Представля-
ет интерес оценка эффективности применения локальных изменений темпера-
туры вблизи конца трещины на ограничения роста трещин в элементах конст-
рукций. Такие локальные изменения температуры полосы (балки) легко выпол-
нимы технологически. Их задача состоит в задержке или торможении развития 
сквозной трещины. Поэтому решение задач механики разрушения для полос 
(балок) с трещиной, вблизи кончика которой, имеются изменения температуры, 
представляет теоретический и практический интерес. В последние годы этой 
проблеме был посвящен ряд работ [1-6]. Рассмотрим однородную изотропную 
полосу (балку). Обозначим через 2c и 2h соответственно ширину и толщину 
полосы. Срединная плоскость балки (плоскость xOy) является плоскостью сим-
метрии. Примем, что полоса ослаблена искривленной трещиной, которая распо-
ложена вдоль оси x при bxa   (рис. 1), a, b – абсциссы концов трещины. В 
реальных материалах из-за структурных и технологических факторов поверхно-
сти трещины имеют неровности и искривления. 

На полосу (балку) действуют внешние нагрузки (изгибающие моменты, 
равномерно распределенное по длине полосы давление или сосредоточенные 
силы), расположенные в срединной плоскости полосы. Грани полосы, парал-
лельные плоскости xOy, и берега трещины свободны от внешних нагрузок.  

Рассмотрим задачу механики разрушения об искривленной трещине  в по-
лосе (балке), полагая, что контур трещины имеет неровности (малые отклоне-
ния от прямолинейной формы). Уравнения контура трещины принимается в 
виде )(xfy  , bxa  . Для торможения роста трещины на пути ее роста (в 
растянутой зоне балки) с помощью нагрева тепловым источником области S  до 
температуры T0 создается зона сжимающих напряжений. Приняты следующие 
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допущения: все термоупругие характеристики материала плоскости не зависят 
от температуры; материал пластины представляет собой однородную изотроп-
ную среду. Считается, что в начальный момент t=0 произвольная область S  на 
пути роста трещины в плоскости мгновенно нагревается до постоянной темпе-
ратуры T = T0. Остальная часть плоскости в начальный момент имеет темпера-
туру Т = 0. 

     

 
Рис. 1. Расчетная схема задачи 

Для многих металлических материалов (сталей, алюминиевых сплавов и 
др.) экспериментально установлено [7, 8], что в диапазоне изменения темпера-
туры до 300º–400ºC зависимость термоупругих характеристик слабо меняется с 
температурой. Таким образом, для всех конструкционных материалов сущест-
вует такой диапазон температур, в котором допущение о постоянстве характе-
ристик материала является корректным. Этот  диапазон устанавливается на ос-
новании зависимости модуля упругости от температуры.  

Рассматривается случай когда, одна из вершин трещины находится в сжи-
маемой зоне, а другая в растянутой зоне. Воздействие теплового источника 
уменьшает [3] деформацию полосы в направлении, перпендикулярном трещи-
ны, что снижает коэффициент интенсивности напряжений в окрестности конца 
трещины. При некотором соотношении физических и геометрических парамет-
ров полосы и теплового источника будет появляться зона сжимающих напря-
жений, в которой берега трещины на некотором участке войдут в контакт. Это 
приведет к появлению контактных напряжений на данном участке берегов тре-
щины. Опыты [1] показывают, что при нагреве трассы пути трещины до 70º–
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100ºC наблюдается замедление и торможение трещины. Существуют другие 
публикации [2-4], где дается положительный ответ о наблюдаемом эффекте 
частичного закрытия трещины. В отмеченных выше работах не было исследо-
вано влияние искривленности берегов трещины, а также их взаимодействие с 
учетом проскальзывания и сцепления берегов. В настоящей статье исследовано 
влияние криволинейности трещины и взаимодействие ее берегов со скольжени-
ем на торможение роста трещины температурным полем в полосе (балке) при 
изгибе. Область практического применения результатов заключается в возмож-
ности предотвратить рост трещины и разрушение элементов конструкций и из-
бежать катастроф, связанных с внезапным разрушением. 

Полагаем, что в процессе деформации берега трещины в окрестностях 
вершин вступают в контакт на участках ),( 1a  и ),( 2 b  (рис. 1). Считается, что 
каждая площадка контакта состоит из участков сцепления берегов ),( 1ca  и 

),( bd  и двух участков ),( 11 c  и ),( 2 d , на которых возможно проскальзывание. 
Обозначим через L1 – совокупность участков сцепления; L2 – совокупность уча-
стков проскальзывания; L3 – участок берегов трещины, свободный от нагрузки. 
При определении температурного поля для упрощения задачи не учитывается 
его возмущение из-за наличия трещины. 

Граничные условия на берегах трещины для рассматриваемой контактной 
задачи имеют вид 

при )(xfy    1< xa   и bx 2 :     )(xpyn  ;                 (1) 

1cxa   и bxd  :    )(xpxynt  ;      

11 << xc  и dxλ <<2 :    )(xpf ynt  ; 

21   x :     0n ,  0nt ; 

0)( 

  vv
x

    на    L1+L2 ,                                   (2) 

0)( 

  uu
x

    на    L1 .                                        (3) 

Здесь n, t – натуральные координаты; n , nt  – компоненты тензора напряже-
ний; u , v  – составляющие вектора перемещений; )(xf  – коэффициент трения. 
Принято, что на участках проскальзывания имеют место силы сухого трения 
(закон трения принимается в форме Кулона).  

Модель контакта с трением и сцеплением впервые была рассмотрена Л.А. 
Галиным [9, 10]. Размеры контактных зон заранее неизвестны и подлежат опре-
делению. 

Компоненты тензора напряжений и вектора смещений выразим [11] через 
две аналитические функции комплексного переменного )(z  и )(z  

)()()()( zzzzzi xyy                                    (4) 

  )()()()(2 zzzzzivu 

  , 

где μ – модуль сдвига материала; )1()3( vv  ; v – коэффициент Пуассона. 
Напряженно-деформированное состояние в окрестности трещины опреде-

ляем приближенно в том смысле [11], что будем удовлетворять граничным ус-
ловиям задачи на контуре трещины (условиям (1)-(3)), и требовать, чтобы на 
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значительном расстоянии от трещины напряженное состояние в полосе совпа-
дало с напряженным состоянием, определяемым функциями 

32
2

1
3

00 )()(lim AzAzAzAzz
z

 


,                 (5) 

32
2

1
3

00 )()(lim BzBzBzBzz
z
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        Функции (5) в зависимости от значений коэффициентов Aj и Bj (j = 0,1,2,3) 
определяют напряженное состояние в полосе (балке) без трещины. Считая в 
формулах (5) 
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I
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00 B ; 01 B ;         
I
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2  ;        03 B  

где I – момент инерции площади сечения полосы, можно убедиться, что в этом 
случае функции )(0 z  и )(0 z  дают решение задачи о чистом изгибе момен-
тами М бесконечной полосы (балки) без трещины. 

При 
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функции (5) дают решение задачи об изгибе балки длиной 2L без трещины, ко-
гда балка нагружена равномерным давлением интенсивности q. В этом случае 
принято, что балка свободно расположена на двух опорах, а опорные реакции 
определяются как касательные усилия, приложенные к торцам балки. 

Если же 
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то функции (5) дают решение задачи об изгибе жестко защемленной консоль-
ной балки без трещины под действием постоянной поперечной силы Q, прило-
женной на ее свободном конце. 

Напряженное состояние в полосе с трещиной представим в виде 

1
0

xxx   ,     
1

0
yyy   ,         

1
0

xyxyxy    ,                    (6) 

где 0
x , 0

y , 0
xy  – решение задачи термоупругости для полосы (балки) без тре-

щины. 
Для нахождения напряженного состояния 0

x , 0
y , 0

xy  решаем задачу тер-
моупругости для сплошной полосы. Вначале определяем распределение темпе-
ратуры в полосе. Для этого решаем задачу теории теплопроводности 
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где Δ – оператор Лапласа; a – коэффициент температуропроводности материала 
полосы. 

Находим температурное поле для сплошной неограниченной полосы  
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Для обобщенного плоского напряженного состояния, считается, что полоса 
теплоизолирована на боковых поверхностях. С помощью термоупругого потен-
циала перемещений [12] решение задачи термоупругости для сплошной полосы 
(балки) найдено в виде 
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где α – коэффициент линейного температурного расширения. 
Рассмотрим некоторую произвольную реализацию неровной (с малыми от-

клонениями от прямолинейной формы) поверхности берегов трещины. Так как 
функции )(xf  и )(xf   представляют собой малые величины, функцию )(xf  
можно представить в виде )()( xHxf  ,   bxa  , где   – малый параметр. 

Напряжения 
1y , 

1x , 
1xy , yp , xyp  и u , v , 1 , 2 , 1c , d ищем в виде 

разложений по малому параметру 
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Значения напряжений при )(xfy   найдем, разлагая в ряд выражения для 
напряжений в окрестности 0y . Используя метод возмущений с учетом пре-
дыдущих формул, найдем граничные условия при 0y ,  bxa  : 

в нулевом приближении 
)( 00)0()0(

xyyxyy ii      на 3L ,                                    (8) 

)( 00)0()0()0()0(
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Если в формулах (4) перейти к граничным значениям на контуре трещины, 
т.е. положить 0y , и принять во внимание граничные условия (8), то полу-
чим задачу линейного сопряжения граничных значений искомых функций )(z  
и )(z  в нулевом приближении 
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Решение задачи линейного сопряжения граничных значений в нулевом 
приближении в классе всюду ограниченных функций запишется [11] в виде 
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где функции )(0 z  и )(0 z  определяются равенствами (5), а полином )(zPn  
имеет вид 
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Степень полинома (13) и его коэффициенты D0, D1,…, Dn определяются из 
условия поведения функций )(0 z  и )(0 z  в окрестности точки z . Функ-
ции )(0 z  и )(0 z  аналитичны в области вне трещины и при больших значе-
ниях z  имеют вид 
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Следовательно, для нахождения коэффициентов D0, D1,…, Dn и величин 
0
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2  необходимо функцию )(0 z , представленную в (12), разложить в ряд 
по степеням z в окрестности точки z  и сопоставить это разложение с вы-
ражением (14).  

Осуществляя необходимые вычисления для определения коэффициентов 
D0, D1,…, Dn и величин 0

1 , 0
2 , находим следующую систему уравнений 
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Последние два уравнения в (15) служат для определения параметров 0
1 , 0

2 .  
При чистом изгибе моментами М полосы с трещиной из системы (15) име-

ем в нулевом приближении: 
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Последние два уравнения (условия размешимости краевой задачи) служат для 
определения параметров 0

1 , 0
2 . При изгибе полосы равномерным давлением 

интенсивности q имеем систему (15). Из системы (15) находим 
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    110 2
1

2
1 CDbaDba  , 

  20
2 2

8
1 CDba  . 

Последние два уравнения, как и в предыдущем случае, служат для нахождения 
параметров 0

1 , 0
2 . При изгибе консольной балки из системы (13) получаем: 

02 D , 
I

iQD
41  ,    dL

I
Q

I
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242
1

0 , 
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1
2

0 42
1
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  20
2 2

8
1 CDba  . 

В этом случае последние два уравнения также служат для определения пара-
метров 0

1 , 0
2  в нулевом приближении. 

В полученные соотношения входят неизвестные контактные напряжения. 
Условиями, определяющими неизвестные контактные напряжения между бере-
гами трещины в контактных зонах, являются дополнительные соотношения (8) 
для перемещений. Используя полученное решение задачи, находим раскрытие 
между противоположными берегами трещины в нулевом приближении: 

 

  ))0,()0,(()0,()0,(2 0000 xvxvixuxu
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i   (19) 
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Используя формулы Сохоцкого-Племеля [13], на основании полученного 

решения (12), находим 
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Подставляя выражение (20) в соотношение (19), получаем комплексное сингу-
лярное интегральное уравнение для определения контактных напряжений 

)()0( xpy  и )()0( xpxy . 
При чистом изгибе и при изгибе балки под действием равномерно распре-

деленной нагрузки имеем 
0)( zFn . 

В случае изгиба консольной балки имеем  

 22
0 8)()(

16
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I
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Отделяя в сингулярном интегральном уравнении действительные и мнимые 
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части, получаем систему двух действительных сингулярных интегральных 
уравнений относительно  

0)(
)())((

)( 0
)0(
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Решение интегральных уравнений (21) и (22) можно получить путем реше-
ния соответствующей задачи Римана [13]. Решая интегральное уравнение (21) с 
учетом ограниченности контактных напряжений на концах площадок контакта, 
найдем формулу для подсчета нормальных контактных напряжений )()0( xpy : 
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где ))()()(()( 0
2

0
1 xbxxaxxX   . 

        Аналогично, решая интегральное уравнение (22) найдем формулу для под-
счета касательных напряжений на участке сцепления берегов трещины 
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где ))()()(()( 00
11 xbdxxcaxxX  . 

Для определения параметров 0
1c  и 0d  имеем следующие уравнения 
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После нахождения решения задачи в нулевом приближении переходим к 
отысканию решения задачи в первом приближении. Находим по формулам (10) 
N и T. Решение граничной задачи (9) запишется в виде: 
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Поступая аналогично нулевому приближению, для контактных напряжений 
)()1( xpy , )()1( xpxy  и размеров контактных зон получим два сингулярных инте-

гральных уравнения 
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Решение интегральных уравнений (27) и (28), как и в нулевом приближе-
нии, получаем путем решения соответствующей задачи Римана. Решая инте-
гральное уравнение (27) с учетом ограниченности контактных напряжений на 
концах площадок контакта, получим формулу для подсчета нормальных кон-
тактных напряжений )()1( xpy : 
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Для определения параметров 1
1  и 1

2  имеем следующие уравнения 
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Аналогично, решая интегральное уравнение (28) найдем формулу для под-
счета касательных напряжений на участке сцепления берегов трещины 
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Из условий разрешимости интегрального уравнения (28) имеем 
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Окончательно для контактных напряжений имеем: 
)1()0(

yyy ppp  ,      )1()0(
xyxyxy ppp  . 

Анализ частичного закрытия искривленной трещины в полосе (балке) с по-
мощью наведенного температурного поля сводится к параметрическому иссле-
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дованию сингулярных интегральных уравнений при различных законах распре-
деления температурных полей и напряжений в полосе, геометрических пара-
метров трещины, а также механических постоянных материала. Непосредст-
венно из решения сингулярных интегральных уравнений и дополнительных ус-
ловий определяются нормальные и касательные напряжения в контактной об-
ласти, а также размеры зон контакта берегов трещины. Система двух последних 
уравнений (15) и (25) в нулевом приближении и (30), (32) в первом приближе-
нии решаются численно методом итераций. Необходимые интегралы, содержа-
щие функции )(tX   и )(1 tX  , вычислялись приемом, предложенным Н.И. Мус-
хелишвили [11, §110]. Напомним ограничения на использование полученных 
результатов: а) диапазон температур должен быть таким, чтобы упругие свой-
ства не зависели от температуры; б) нагретая область S должна быть мала по 
сравнению с шириной полосы (балки). 

На рис. 2 и 3 приведены графики распределения нормального и касательно-
го контактного напряжения вдоль нижней контактной зоны для различных длин 
трещины. Здесь WM0 , где W  – момент сопротивления сечения полосы 
(балки). При расчетах были использованы безразмерные координаты x : 

xbbx  )(2 22   при следующих значения свободных параметров 3,0v ; 

104 2
0*  Latt ; 5,00 LR ; 2,000 Lb ; 05,0)(  cab  (кривая 1); 

02,0)(  cab  (кривая 2).  Здесь 0L  и 0b  координаты центра области S. В рас-
четах функция )(xf , описывающая неровности поверхности трещины, прини-
малась стационарной случайной функцией с нулевым средним значением 

0)( xf  и известной дисперсией  )(xfD : 




 





0
)sincos()(

n
nn x

ab
nBx

ab
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где nA , nB  – некоррелированные случайные величины, удовлетворяющие ус-
ловиям 0 nn BA ,  nnn DBDAD  )()( . 

Следует отметить, что учет возмущенного температурного поля усиливает 
тормозящий эффект наведенного температурного поля напряжений.  

Теоретические и экспериментальные исследования показывают, что соз-
данное в течение некоторого ограниченного времени с целью торможения и 
частичного закрытия трещины локальное температурное поле является барье-
ром [1] на пути распространения трещины. Последующее снятие температурно-
го поля )( t  постепенно снижает значения сжимающих напряжений и эф-
фект частичного закрытия трещины. Коэффициенты интенсивности напряже-
ний, достигнув нулевого значения при закрытии трещины, постепенно возрас-
тут до величины, обусловленной механической нагрузкой. Под действием ло-
кального температурного поля одновременно с уменьшением максимального 
растягивающего напряжения в полосе (балке) происходит его разворачивание 
по направлению теплового источника, приводящее [1, 14] к наблюдаемому в 
опыте смещению плоскости разрыва материала полосы. Это обстоятельно после 
снятия локального температурного поля способствует увеличение внешней на-
грузки необходимой для развития трещины. 

Заключение. Предложена эффективная схема расчета частично закрытой 
при воздействии теплового источника искривленной трещины в полосе (балке) 
под действием внешних изгибающих нагрузок. 
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Рис. 2. Распределение нормального контактного напряжения вдоль нижней контактной 

зоны для различных длин трещины. 

 
Рис. 3. Распределение касательного контактного напряжения вдоль нижней контактной 

зоны для различных длин трещины. 

Анализ частичного закрытия искривленной трещины в полосе (балке) с по-
мощью наведенного температурного поля сводится к параметрическому иссле-
дованию сингулярных интегральных уравнений при различных законах распре-
деления температурных полей и напряжений в полосе, геометрических пара-
метров поверхности трещины и механических постоянных материала.  
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INTERACTION OF CURVED CRACK FACES IN BENDING STRIP (BEAM) UNDER 

INFLUENCE OF TEMPERATURE FIELD 

Mustafayev A.B. 
Institute of Mathematics and Mechanics of National Academy of Science, Azerbaijan, Baku 

Some problems of temperature field influence on the growth inhibition of curved crack 
in the strip (beam) when the strip is bent in the plane by given load system (constant bending 
moments, uniformly distributed pressure and other) is consider. The equilibrium problem of 
curved crack with partially contacting faces under action of external loads, induced tempera-
ture field and forces on the contacting crack surfaces is reduced to the problem of linear con-
jugation of analytic functions. It is assumed that on some part of the contact faces engagement 
occurs and on other part the slip is possible. 

KEY WORDS: bending of strip (beam), curved crack, temperature field, contact en-
gagement zone, slip zone, contact stresses. 


