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В статье рассматривается задача механики хрупкого разрушения упругой пла-
стины, ослабленной периодической системой криволинейных отверстий и прямолиней-
ными трещинами. Строятся общие представления решений, описывающие класс задач 
с периодическим распределением напряжений вне криволинейных отверстий и трещин. 
Найдены коэффициенты интенсивности напряжений. 
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Постановка задачи. Исследование напряженного состояния и разрушения 

упругой изотропной пластины, ослабленной бесконечной и в определенном 
смысле правильной системой отверстий, является одной из важных проблем 
плоской теории упругости [1] и механики хрупкого разрушения [2] и давно 
привлекает к себе внимание многих ученых. Но бесконечная связность области, 
порождающая значительные трудности, долгое время не позволяла построить 
приемлемое для нужд практики решение. Трудность периодической задачи тео-
рии упругости для внешности отверстий некруговой формы заключается в том, 
что не удается сравнительно просто построить функцию, конформно отобра-
жающую заданную периодическую систему некруговых отверстий физической 
плоскости на периодическую систему круговых отверстий в параметрической 
вспомогательной плоскости. В рассматриваемой статье с помощью предлагае-
мого метода преодолевается отмеченная трудность. В настоящее время акту-
альны периодические задачи механики разрушения [3-7]. 

Рассмотрим на плоскости iyxz   периодическую систему криволиней-
ных отверстий (рис. 1). Контуры отверстий считаются гладкими и имеющими 
форму, отличную от окружности. Обозначим эту область через Dz. Начало ко-
ординат поместим в центре тяжести одного из отверстий, которое назовем ос-
новным. Границу этого отверстия обозначим через L0. Центры криволинейных 
отверстий с границей Lm (m=0,±1,±2,…) лежат на одной прямой и находятся в 
точках mPm  , ω=2. То, что ω=2 не имеет особого значения, так как всегда 
можно простым преобразованием получить соответствующие функции для лю-
бого ω. Здесь и в дальнейшем в периодических задачах вместо iyxz  исполь-
зуются безразмерные переменные 02 z , которые обозначаются той же бук-
вой. Для упрощения задачи будем считать, что контуры Lm (m=0,±1,±2,…) име-
ют две оси симметрии, одна из которых совпадает с осью абсцисс. Такие отвер-
стия имеют наибольшее применение в инженерной практике. К ним, в частно-
сти, относятся отверстия, имеющие форму эллипсов, овалов, прямоугольников, 
ромбов, и т.п. 

Пусть пластина ослаблена симметричными прямолинейными трещинами 
вдоль оси абсцисс. Контуры криволинейных отверстий и берега трещин сво-
бодны от внешних нагрузок. В пластине имеют место средние напряжения (рас-
тяжение на бесконечности)  xx  ,  yy  , 0xy . В силу симметрии гра-
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ничных условий и геометрии области Dz, занятой материалом среды, напряже-
ния являются периодическими функциями с периодом ω. 

 
Рис. 1. Периодическая система криволинейных отверстий с трещинами в физической (а) 

и параметрической (б) плоскостях 

На  контуре отверстия Lm (m=0,±1,±2,…) граничные условия имеют вид 
0n ,          0nt                                                  (1) 

а на берегах трещин  
0y ,          0xy                                                 (2) 

Решение краевой задачи. Для решения граничной задачи перейдем на па-
раметрическую плоскость ζ с помощью конформного преобразования )(z . 
Аналитическая функция )(z  осуществляет конформное отображение фи-
зической плоскости Dz на область Dζ в плоскости переменной ζ, являющейся 
внешностью окружностей Γm (m=0,±1,±2,…) радиуса λ с центрами в точках 
Pm=mω с взаимно однозначным соответствием бесконечно удаленных точек, а 
также соответствующих участков действительных и мнимых осей. В случае пе-
риодической системы некруговых отверстий, границы которых являются ку-
сочно-гладкими кривыми, имеющими две оси симметрии, общее представление 
аналитической функции )(z , осуществляющее конформное отображение 
области Dz на область Dζ в плоскости переменной области  i , являю-
щуюся внешность окружностей Γm (m=0,±1,±2,…) имеет [8] следующий вид 
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где α – угол, составляемый нормалью к контуру отверстия и осью x, и принятых 
обозначений 
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где   mei   (m=0,±1,±2,…). 
Комплексные потенциалы )(  и )(  для области Dζ ищем [9] в виде 
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Штрих у суммы означает, что при суммировании исключается индекс m=0.  
Интегралы в (7) берутся по линии      babaL ,,  , g(t) – искомая функ-
ция. Параметры a   и b  определяется из уравнений 

)(  aa  ,         )(  bb                                           (8) 
Комплексные потенциалы (5) определяют класс задач с периодическим 

распределением напряжений. Из условия равенства нулю главного вектора всех 
сил, действующих на дугу, соединяющую две конгруэнтные точки в области Dζ, 
находим  

2
2

2
0 24




   

На основании выполненных условий периодичности система граничных 
условий (4) на Γm (m=0,±1,±2,…) заменяется одним функциональным уравнени-
ем, например на контуре окружности Γ0. 

Неизвестная функция g(ξ) и постоянные k2 , k2  должны быть определе-
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ны из краевых условий на берегах трещин и контуров отверстий. Для составле-
ния уравнений относительно коэффициентов k2 , k2  функций )(0   и 

)(0   представим граничное условие (4) в виде 
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Относительно функции )()( 21  iff   будем считать, что она разлагается 

на    в ряд Фурье, в силу симметрии задачи имеющий вид 
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Подставив сюда выражение (10) и поменяв порядок интегрирования, после вы-
числения интегралов с помощью теории вычетов найдем коэффициенты 

kA2 . 
Ввиду некоторой громоздкости они не приводятся в явном виде. 

Подставив в левую часть граничного условия (9) вместо )(0  , )(0  , 
)(0  , )(0  , )(  и )(  их разложения в ряды Лорана, а в правую часть 

вместо 21 iff   ряд Фурье (11) и сравнивая коэффициенты при одинаковых сте-
пенях exp(iθ), получим бесконечную систему линейных алгебраических уравне-
ний относительно неизвестных коэффициентов k2 , k2 . Ниже приводятся 
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ны. Требуя, чтобы функции (5) удовлетворяли краевому условию на берегах 
разреза L, получаем сингулярное интегральное уравнение относительно g(ξ) 
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Алгебраическая система (12) совместно с сингулярным интегральным 
уравнением (13) являются основными разрешающими уравнениями задачи, по-
зволяющими определить функцию g(ξ) и коэффициенты k2 , k2 . Зная эти 
функции g(ξ), )(0  , )(0   можно найти напряженно-деформированной со-
стояние пластины.  

В механике хрупкого разрушения [2, 9, 10] особый интерес представляет 
коэффициент интенсивности напряжений в окрестности конца трещины. В ча-
стности, для коэффициента интенсивности напряжений KI у вершины трещины 
на концах  l  будем иметь 

  I )(2lim 


glK
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Рост трещины определяется дополнительным условием, задаваемым в кон-
чике трещины. Для линейно-упругого тела таким условием является локальный 
критерий Ирвина  

I cKK  (постоянная cK  – характеризующая сопротивление 
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материала пластины распространению в нем трещин). Это условие позволяет 
определить величину предельного (критического) значения внешних нагрузок 
при заданных размерах трещины. В случае заданных рабочих внешних нагрузок 
это дополнительное условие позволяет определить предельно допустимый раз-
мер дефекта. 

Используя процедуру алгебраизации [11] сингулярных интегральных урав-
нений, после некоторых преобразований интегральное уравнение сводится к 
системе линейных алгебраических уравнений 
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Анализ решения конкретных задач. В качестве отверстий выбраны эл-
липсы с различными соотношениями полуосей и квадраты с радиусами закруг-
ления углов. Такой выбор объясняется наибольшей вероятностью их примене-
ния в инженерной практике. Эллипсы брались с соотношением полуосей a/b, 
принимающим значения 3/2, 2, 5/2, 3, причем для каждого из этих случаев рас-
сматривались различные значения полуоси a. Значение периода ω бралось рав-
ным двум. Большие оси эллипсов лежат на оси абсцисс. Отношения радиуса ρ 
закругления угла квадрата к длине его стороны принимались равными 0,05 и 
0,025. Длины сторон при этом варьировались от 0,4 до 0,8. Стороны квадратов 
параллельны осям координат.  

Пусть нам известна аналитическая функция )(0   конформно отобра-
жающая внешность круга Γ0 радиуса λ (λ<1) плоскости ζ на внешность некруго-
вого контура L0 плоскости iyxz   с соответствием бесконечно удаленных 
точек )(0 . В настоящее время имеется большой каталог таких отобра-
жающих функций [12]. 

Задача состоит в том, чтобы найти такие значения коэффициентов kA2 , ко-
торые будут наилучшим образом обеспечивать величинам )( j  отображаю-
щей функции (3) значения )(0 j . Таким образом, требуется найти наиболее 
вероятные значения неизвестных коэффициентов. 
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Согласно принципу наименьших квадратов, наивероятнейшими значения-
ми параметров будут такие, при которых сумма квадратов отклонений 

)()( 0 jji          ),1( nj         
будет наименьшей, т.е.  

  min)()(
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2
0  



n

j
jjU  . 

Используя необходимое условие экстремума функции нескольких пере-
менных, получаем конечную линейную алгебраическую систему уравнений для 
определения коэффициентов kA2  

0
2





kA
U  (k = 1,2,…n). 

Все вычисления проводились с двойной точностью. При этом сначала при-
менялась программа для нахождения приближенного конформного отображе-
ния )(  при заданных геометрических характеристиках отверстий. Получен-
ные результаты подставлялись в другую программу для решения алгебраиче-
ских систем (12) и (15) метод Гаусса с выбором главного элемента.  

В результате вычислений были найдены коэффициенты интенсивности на-
пряжений при одноосном растяжении для пластин с периодической системой 
эллиптических отверстий и квадратных отверстий.  
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FRACTURE OF THE PLATE, WEAKENED BY PERIODIC SYSTEM OF CURVILI-

NEAR HOLES AND RECTILINEAR CRACKS 

Akhmedova M.V. 
Azerbaijan Technical University, Baku 

The problem of brittle fracture mechanics of an elastic plate weakened by a periodic sys-
tem of curvilinear holes and rectilinear cracks is considered. The general conceptions of solu-
tions that describe the class of problems with periodic stress distribution out of the curvilinear 
holes and cracks is constructed. The stress intensity factors are found. 

KEYWORDS: plate, periodic system of curvilinear holes, rectilinear cracks, stress in-
tensity factors. 
 


