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В статье предложена аксиоматическая теория истины, которая строится как логическая тео-
рия с операторами истинности и ложности, которые включены в язык теории и допускают итера-
цию. T-эквивалентость в общем случае не имеет места, а условием её выполнения является выпол-
нение принципа бивалентности. Область определения оператора истинности в теории истины рас-
ширена на универсум символьных выражений. Найдены условия применимости классической ло-
гики для формул ряда языков. 
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В настоящее время в логической семантике имеется ряд концепций и теорий 
истины [1]. Понятия истинности и ложности рассматриваются в различных под-
ходах и теориях по крайней мере в нескольких смыслах: как предикат, как опера-
тор, как абстрактный предмет. 

Высказывания различных видов: «Предложение n истинно», «Истинно, что 
S», «Предложение n означает истину», где n имя S, — об истинности предложе-
ний, а также само предложение S, подчиняющиеся классической логике, попар-
но эквивалентны друг другу. 

Однако если для каких-либо предложений не имеют места принципы и поло-
жения классической логики, то нарушаются и вышеуказанные эквивалентности. 

В общем случае логика для предложений может отличаться от логики для вы-
сказываний об истинности или ложности этих предложений. То есть можем гово-
рить, по крайней мере, о двух уровнях рассмотрения, на каждом из которых вы-
полняются законы различных логик. 

Будем исходить из рассмотрения понятий истинности и ложности как пре-
дикатов вслед за Тарским, который полагал, что предикат ‘истинно’ относится 
к предложениям. Символически будем записывать соответствующие высказы-
вания как формулы T(q(S1)), F(q(S2)), где ‘S1’ и ‘S2’ — предложения, q — опера-
тор, преобразующий предложения в их имена, и ‘q(S1)’ и ‘q(S2)’ — имена этих 
предложений. Предикаты и операторы истинности и ложности тесно связаны 
друг с другом. Формулы с операторами истинности и ложности будем рассмат-
ривать как сокращения: 

T(A) есть сокращение для T(q(A)) и F(A) есть сокращение для F(q(A)). 
Имея дело с понятиями истинности и ложности, необходимо учитывать 

возможность встретиться с проблемами их применения и употребления в есте-
                                                 
 * Исследование выполнено при поддержке РГНФ, проект № 07-03-00242а. 
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ственном и формализованном языках. Эти проблемы связаны с семантическими 
парадоксами типа парадокса лжеца, с определением предиката истины, с опре-
делением предложения и высказывания. Они обсуждаются в [9]. Эти проблемы 
не возникают, если перейти к использованию операторов истинности и ложности 
[3]. Тогда нет выразительных возможностей для введения референции, а значит, 
и автореференции. В то же время связанные с этим ограничения не отбрасывают 
каких-либо содержательно значимых высказываний или положений. 

На пути исследования понятия истинности А. Тарский пришёл к выводу о не-
определимости предиката истинности для достаточно «богатых» языков. В слу-
чае невыполнения необходимого условия для удовлетворительного определения 
истины в метаязыке, состоящего в том, что метаязык должен «быть существенно 
богаче» объектного языка, он полагал, что термин «истинно» необходимо вклю-
чить в список неопределяемых терминов метаязыка, а свойства понятия истины 
задавать аксиоматически. То есть А. Тарский указывал, что возможен аксиомати-
ческий подход к построению теории истины. Он писал: «можно установить спо-
соб последовательного и верного оперирования этим понятием, относясь к нему 
как первоначальному понятию особой науки — теории истины — и уточняя ос-
новные его свойства путем аксиоматизации» [12]. Исходя из этого, предикат и опе-
ратор истинности будем в данной работе рассматривать в качестве исходных ло-
гических понятий. 

Известны трудности, связанные с определением того, что представляет собой 
высказывание и предложение: «Одно и то же выражение может быть истинным 
высказыванием в одном языке, а на основании другого оказаться ложным выска-
зыванием или лишенным смысла выражением» [12]. На данное обстоятельство 
обращал внимание ещё Аристотель, который писал «Да и вообще всё, о чем го-
ворится без какой-либо связи, не истинно и не ложно» [2]. 

Построение и исследование различных грамматик не привело к таким прави-
лам образования предложений, которые гарантировали бы осмысленность всех по-
лученных предложений. В общем случае проблема демаркации осмысленных 
предложений от бессмысленных до сих пор не решена. Поэтому имеет смысл 
не ограничиваться рассмотрением только предложений, а расширить область оп-
ределения предиката истины. Так, А. Тарский говорил о новых возможностях при-
менимости понятия истины: «тот факт, что нас прежде всего интересует понятие 
истины для предложений, не исключает возможности последующего расширения 
сферы применимости этого понятия на другие виды объектов» [13]. Расширим 
сферу применимости понятия истины до множества выражений языка. При этом 
всякое предложение есть выражение языка. Те же выражения языка, которые 
не являются предложениями, все тривиально не истинны и не ложны, как напри-
мер, неправильно построенные формулы. В пользу такого расширения также го-
ворит использование символьных выражений (слов в алфавите, строк, цепочек 
символов) в таких общих логических системах, как канонические исчисления над 
алфавитом Э. Поста, формальные системы Р. Смаллиана. 

В данной работе под аксиоматической теорией истины для некоторого языка 
будем понимать логическую теорию с операторами истинности и ложности, в ко-
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торой аксиоматическим образом задаются условия истинности и ложности для 
формул этого языка, а также задаются различные возможные виды их семантиче-
ских оценок. 

Построение аксиоматической теории истины будет проводиться пошагово: 
на первом шаге сформулируем теорию истины с операторами истинности и лож-
ности для языка элементарных высказываний, на втором обогатим исходный язык 
сентенциальными связками и, наконец, на последнем шаге расширим язык до уни-
версума символьных выражений с операцией конкатенации. 

1. Теория истины с операторами истинности и ложности 

Построение теории истины начнём с аксиоматического задания свойств опе-
ратора истинности на множестве предложений. Эти предложения в общем случае 
не обязательно должны быть двузначными, то есть для исходного языка логика 
не обязательно классическая. Поэтому не выдвигается требование о соблюдении 
конвенции Тарского (или T-эквивалентности). Нахождение условий принятия T-
эквивалентности является одной из задач, решаемых в рамках рассматриваемой 
теории истины. 

Для высказываний об истинности предложений примем классическую логи-
ку. В этом состоят отличия разрабатываемой теории от теории истины Крипке 
[5], в которой исходный язык классический, предикат истины является частично 
определенным, а в метаязыке применяется неклассическая логика Клини. 

Предложения и выражения любого языка принято оценивать не только на ис-
тинность, но и на ложность. Учтем при этом, что неистинность предложений в об-
щем случае не всегда означает его ложность. Поэтому наряду с оператором ис-
тинности вводим в рассмотрение логически независимый от него оператор лож-
ности F. 

В область определения операторов истинности и ложности войдут как ис-
ходные предложения, так и высказывания об истинности (и ложности) предло-
жений. При этом будем допускать итерацию операторов истинности и ложности. 
Этим данный подход отличается от подхода А.Тарского. 

Язык исчисления TFT. 
Алфавит TFT: 
s, s1, s2, ... сентенциальные переменные; 
¬, ⊃ логические константы, обозначающие отрицание и импликацию; 

T, F, логические константы, обозначающие операторы истинности и лож-
ности; 

( , ) технические символы. 

Правила образования. 
1.1. Если v есть сентенциальная переменная, то (v) есть правильно построен-

ная формула (сокращенно ППФ). 
1.2. Если A есть ППФ, то (TA) и (FA) есть ППФ. 
Из всего класса ППФ выделим подкласс формул, которые образованы из пре-

фиксированных операторами истинности или ложности формул (называемыми 
в дальнейшем TF-формулами (TF-ф.)). 
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2.1. Если A есть ППФ, то (TA) и (FA) есть TF-ф. 
2.2. Если P1, P2 есть TF-ф., то (TP1), (FP1), (¬ P1) и (P1 ⊃ P2) есть TF-ф. 
3. Ничто иное не является ППФ и TF-ф. 

Метапеременные: A, B, C, ... для ППФ; 
P, P1, P2, ... для TF-ф. 

Принимаем обычные соглашения насчёт опускания скобок. 

Определим ряд производных связок классическим образом. 
D1.1.1. (P1 ∧ P2) = df ¬ (P1 ⊃ ¬ P2). 
D1.1.2. (P1 ∨ P2) = df (¬P1 ⊃ P2). 
D1.1.3. (P1 ∨ P2) = df ((P1 ∨ P2) ∧ ¬ (P1 ∧ P2)). 
D1.1.4. (P1 ⊃⊂ P2) = df ((P1 ⊃ P2) ∧ (P2 ⊃ P1)). 

Схемы аксиом. 
A1.1. (P1 ⊃ (P2 ⊃ P1)). 
A1.2. (P1 ⊃ (P2 ⊃ P3)) ⊃ ((P1 ⊃ P2) ⊃ (P1 ⊃ P3)). 
A1.3. ((¬P1 ⊃ ¬P2) ⊃ (P2 ⊃ P1)). 
К этим схемам аксиом добавим аксиомы, которые выражают условия истин-

ности и ложности для TF-формул. 
A1.4.1. TP ⊃⊂ P (T-эквивалентность для TF-ф.). 
A1.4.2. FP ⊃⊂ ¬P. 
Здесь возникает вопрос: нужна ли унарная связка ¬? Отметим, что пока не 

ставится задача упрощения языка. Это будет сделано ниже в части 4. 

Правило вывода. 

1 1 2

2

P , (P P )
MP.

P

⊃
 

Условия истинности и ложности для отрицания ¬ получаем в качестве тео-
рем: 

T1.1.1. T¬P ⊃⊂ FP. 
T1.1.2.  F¬P ⊃⊂ TP. 

Так же и для импликации ⊃: 
T1.1.3. T(P1 ⊃ P2) ⊃⊂ (FP1 ∨ TP2). 
T1.1.4. F(P1 ⊃ P2) ⊃⊂ (TP1 ∧ FP2). 

Условия истинности и ложности для самих операторов истинности и лож-
ности, теоремы сведения (редукции): 

T1.2.1. TTA ⊃⊂ TA. 
T1.2.2. FTA ⊃⊂ ¬TA. 
T1.2.3. TFA ⊃⊂ FA. 
T1.2.4. FFA ⊃⊂ ¬FA. 
В то же время имеем теоремы о несводимости. 
T1.2.5. Не имеет места FTA ⊃⊂ FA. 
T1.2.6. Не имеет места FFA ⊃⊂ TA. 
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Отметим, что эти теоремы отличаются от аксиом A2 F(t) ↔ F(T(t)) и A4 
T(t) ↔ F(F(t)) теории истины KFG (Крипке—Фефермана—Гилмора) [15]. 

T1.2.7. Не имеет места FA ⊃⊂ ¬TA, что говорит о логической независимо-
сти операторов истинности и ложности. 

Пусть Φ(P1, ..., Pn) формула, в которую входят TF-формулы P1, ..., Pn и ki — 
индекс, указывающий число итераций. Имеем следующие метатеоремы о своди-
мости итерированных формул. 

MT1.1. Φ(Tk1P1, ..., TkmPn) ⊃⊂ Φ(P1, ..., Pn). 
MT1.2. Φ(Tk1A1, ..., TkmAn) ⊃⊂ Φ(TA1, ..., TAn). 
Эти метатеоремы говорят о том, что множество формул теории можно раз-

бить на два подмножества, соответствующих двум уровням (в отличие бесконеч-
ного числа уровней языков в теории Тарского). Пользуясь метафорой Куайна, мож-
но сказать, что семантическое восхождение, состоящее в переходе от предложения 
A к высказыванию о его истинности TA, приводит от неклассической логики для 
A к классической логике для TA. 

T1.3.1. (TA ∨ ¬TA). 
T1.3.2. (FA ∨ ¬FA). 
Вышеприведенные дилемма истинности и дилемма ложности приводят к тет-

ралемме истинности и ложности или закону исключенного пятого. 
Определим n-местную исключающую дизъюнкцию ∨n (даем в связи с n-мест-

ностью исключающей дизъюнкции): 
D1.2. ∨n(P1, P2, ..., Pn) = df (P1 ∧ ¬P2 ∧ ... ¬Pn) ∨ 
 ∨ (¬P1 ∧ P2 ∧ ... ¬Pn) ∨ ... ∨ (¬P1 ∧ ¬P2 ∧ ... Pn). 
T1.4. ∨4(TA ∧ ¬FA, ¬TA ∧ FA, TA ∧ FA, ¬ TA ∧ ¬FA). 
Всякое предложение либо истинно и не ложно, либо ложно и не истинно, ли-

бо истинно и ложно, либо не истинно и не ложно. 
В соответствии с этой тетралеммой все множество предложений можно раз-

бить на четыре непересекающиеся подмножества. Каждому члену тетралеммы со-
поставим область (подмножество), обозначаемую T, F, B или N, в которой вы-
полняется соответствующая ему по порядку членства формула. 

MT1.3. Только 4 области замкнуты относительно оператора T: TFBN, TFB, 
TFN и TF. 

Определим операторы строгой истинности ⎡ и строгой ложности ⎤, соответст-
вующие первым двум членам тетралеммы: 

D1.3.1. ⎡A = df (TA ∧ ¬FA). 
D1.3.2. ⎤A = df (¬TA ∧ FA). 
Оператор строгой истинности ⎡ сильнее оператора истинности T, что усматри-

вается из следующих теорем: 
T1.5.1. ⎡A ⊃ TA. 
T1.5.2. Не имеет места, что TA ⊃ ⎡A. 
Эти операторы эквивалентны в области TFN. 
T1.5.3. ¬(TA ∧ FA) ⊃⊂ (TA ⊃⊂ ⎡A). 
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Исходя из модифицированной семантики Фреге, суть которой состоит в на-
личии только одного денотата истина вместо двух, построим значения, подходя-
щие для четырёхзначной интерпретации языка исчисления. Возьмём одноэлемент-
ное множество {истина} [10] и, пользуясь методом Данна, образуем из него мно-
жество его подмножеств. Затем отождествим упорядоченные пары множеств 
со значениями следующим образом: 

T = <{истина}, {}>, F = <{}, {истина}>, B = <{истина}, {истина}>, N = <{}, {}>. 

Выделенное значение — T. Содержательный смысл этих значений следу-
ющий: истинно и неложно; ложно и неистинно; истинно и ложно; не истинно, 
не ложно; соответственно. Интерпретации, с так построенными значениями, на-
зовем T-интерпретациями, а логики, которым они адекватны, T-логиками. 

Отметим, что ранее в [7; 8] два последних значения назывались «противоре-
чивость» C и «индифферентность» I. В связи с тем что в дальнейшем оказалось 
возможным рассматривать несколько видов противоречий, автор предпочел бо-
лее нейтральные обозначения Н. Белнапа. 

Таблицы значений для исходных и производных связок: 
 

P ¬ P    ⊃ T F 

T F    T T F 
F T    F T T 

 
A TA FA ⎡A ⎤A

T T F T F 
F F T F T 
B T T F F 
N F F F F 

 
Исчисление TFT непротиворечиво и семантически полно относительно пред-

ложенной интерпретации. 
Несмотря на семантическую полноту построенной теории, оно не является 

абсолютно полным [14]. Следовательно, допустимо присоединять к нему допол-
нительные аксиомы, о чём говорит следующая метатеорема, в которой перечис-
ляются возможные виды семантических оценок предложений. 

MT1.4. Три класса формул, эквивалентных следующим: (TA ∨ FA), 
(TA ∨ FA) либо (¬TA ∨ ¬FA), могут быть присоединены в качестве аксиом к TFT. 

2. Теория истины для языка с отрицанием и импликацией 

Перейдём к сложным предложениям, то есть построенным из других пред-
ложений с помощью связок. 

Язык исчисления TFT(Λ). 
К алфавиту языка исчисления TFT добавляем символы логических констант 

∼, → для отрицания и импликации. Пусть Λ = {∼, →}. 
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Правила образования* 
1.3. Если A, B есть ППФ, то (∼A), (TA), (FA), (A → B), есть ППФ. 
2.3. Если P1, P2 есть TF-ф., то (∼P1), (P1 → P2), есть TF-ф. 
Д. Гильберт, В. Аккерман вводят для выражения логической связи высказы-

ваний ряд знаков, среди которых ∼ и →, и задают условия истинности и ложно-
сти для них: «∼X обозначает высказывание, которое истинно, если X ложно, и 
ложно, если X истинно» [4]. Последние соответствуют следующим аксиомам для 
отрицания ∼: 

A2.1. T∼A ⊃⊂ FA. 
A2.2. F∼A ⊃⊂ TA 

и для импликации →: «X → Y ... обозначает высказывание, которое ложно в том 
и только в том случае, когда X истинно, а Y ложно» [4]. 

A2.3. T(A → B) ⊃⊂ (FA ∨ TB). 
A2.4. F(A → B) ⊃⊂ (TA ∧ FB). 
Отметим, что в A2.1—4 реализуется замечание Д. Гильберта и В. Аккермана: 

«Особую важность имеет ещё то общее замечание, что в силу нашего определения 
основных логических связей истинность или ложность сложного высказывания 
зависит только от истинности и ложности составляющих высказываний» [4]. 

Имеем теоремы соответствия связок ∼ и → и связок ¬ и ⊃ для TF-формул. 

Теорема для отрицаний ∼ и ¬: 
T2.1.1. ∼P ⊃⊂ ¬P. 

Теорема для импликаций → и ⊃: 
T2.1.2. (P1 → P2) ⊃⊂ (P1 ⊃ P2). 

Для операторов T, F и связок ∼, → имеются следующие соотношения. 
T2.2.1. TA → ∼FA (соответствует аксиоме DIS теории истины KFG [15]). 
T2.2.2. ∼FA → TA (отсутствует в KFG). 
А также 
D2.1. f = df ¬(T(s) → T(s)). 
T2.2.3. T∼A ⊃⊂ T(A → f). 
T2.2.4. FA ⊃⊂ T(A → f). 
Отметим, что на этом этапе не ставится цель минимизации числа исходных 

связок и выбор независимых аксиом. 

Конъюнкцию, дизъюнкцию и эквиваленцию определяем классически: 
D2.2.1. (A & B) = df ∼(A → ∼B). 

D2.2.2. (A V B) = df (∼A → B). 

D2.2.3. (A ↔ B) = df (A → B) & (B → A). 

                                                 
 * Будем записывать далее только те правила образования, которые отличаются от ранее 

приведенных. 
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Имеем следующие условия истинности для конъюнкции и отрицания. 
T2.3.1. T(A & B) ↔ (TA ∧ TB). 
T2.3.2. T∼(A & B) ↔ (T∼A ∨ T∼B). 
T2.3.3. T∼∼A ↔ TA. 
Эти теоремы являются аксиомами в исходной логике истины фон Вригта [17], 

которую он называет «core system» CS. Отметим, что в ней отсутствует правило 
удаления строгой истинности, а также тавтология (TP ↔ P) не является выводи-
мой в CS. 

В T-области (на множестве истинных и неложных предложений), а также в F-
области (на множестве ложных и неистинных предложений) имеет место 
классическая логика. 

Для операторов строгой истинности и строгой ложности имеет место соот-
ношение 

T2.4. (⎤A ⊃⊂ ⎡∼A. 
Для этих областей имеет смысл задать правила введения и удаления опера-

тора строгой истинности. 
Правила введения и удаления оператора строгой истинности 
 Введение Удаление 

R2.1. 
A

A⎡
. R2.2. 

A

A

⎡
. 

Отметим, что в дефляционной теории принимаются следующие правила для 
оператора истинности. 

R2.3. 
A

AT
  

A

A

T
. 

Правило введения оператора истинности является выводимым в TFT(Λ) в от-
личие от правила удаления оператора истинности, которое невыводимо в теории 
TFT(Λ). Принятие последнего неприемлемо, так как это приведет к противоре-
чиям (для выяснения этого достаточно рассмотреть область B). 

Существенной особенностью теории TFT(Λ) является то, что в ней не выпол-
няются законы классической логики, сформулированные с помощью связок &, V 
и ↔ (см. [7]). 

T2.5.1—3. Не имеют места ∼(A & ∼A), (A V ∼A), (A ↔ A). 
А также: 
T2.5.4. Не имеет места (TA ↔ A). 
Из того, что T-эквивалентость не имеет места, следует, что оператор истинно-

сти в общем случае не элиминируем, так что дефляционизм в данном случае 
не «работает». 

Поэтому возникает вопрос: в каких случаях имеет место T-эквивалентость? 
Ответ на данный вопрос можно извлечь из следующей группы теоремных схем. 

Центральная теорема: 
T2.6.1. (TA ∨ FA) ⊃⊂ ⎡(TA ↔ A). 
 (TA ∨ FA) ⊃⊂ (T(TA ↔ A) ∧ ¬F(TA ↔ A)) (в частично сокращенном 

виде). 
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То есть принцип бивалентнтности (двузначности) равнозначен истинности 
и неложности T-эквивалентности. 

К ней примыкает ряд близких ей теорем. 
T2.6.2. (TA ∨ FA) ↔ ⎡(TA ↔ A). 
T2.6.3. (TA ∨ FA) → (TA ↔ A) 
T2.6.4 Не имеет места (TA ↔ A) → (TA ∨ FA) 
T2.6.5 Не имеет места (TA ∨ FA) ↔ (TA ↔ A) 
Таблицы значений для исходных связок: 

A ∼A  → T F B N 

T F  T T F B N 
F T  F T T T T 
B B  B T B B T 
N N  N T N T N 

 

Отметим, что, несмотря на традиционные условия истинности для имплика-
ции и отрицания, заданные в [4], интерпретация языка теории не двузначная. 

Таким образом, рассмотрена теория истины TFT(Λ) для сентенциального язы-
ка со связками ∼, →. Так же как TFT, она не является абсолютно полной. Следо-
вательно, допустимо присоединять к ней дополнительные аксиомы, в качестве ко-
торых будем использовать формулы из MT1.4. 

Как теория истины неотделима от логики, так и ряд сентенциальных логик 
(T-логик) неотделим от теории истины и является её следствием. 

У. Куайн писал «я рассматриваю логику как результирующую двух компо-
нент — истины и грамматики» [6]. Следуя этой идее, можно рассматривать тео-
рию истины как логику, а логики как следствия из теории истины. 

Так, из TFT(Λ) следует логика FL4. При присоединении к TFT(Λ) в качест-
ве аксиомы формулы (¬TA ∨ ¬FA) полученная система дедуктивно эквивалентна 
логике FL3N. Далее, при присоединении к TFT(Λ) в качестве аксиомы формулы 
(TA ∨ FA) полученная система дедуктивно эквивалентна логике FL3B, а при при-
соединении к TFT(Λ) в качестве аксиомы формулы (TA ∨ FA) полученная система 
FL2 дедуктивно эквивалентна классической логике CL. FL4, FL3N, FL3N и FL2 
соответствуют 4-м областям, замкнутым относительно оператора T (см. MT1.3). 
Эти логики рассмотрены в [9]. 

3. Условия применимости классической логики 
в философских рассуждениях 

Классическая логика не всегда применима в философских рассуждениях, в ко-
торых встречаются не только двузначные, но и противоречивые (антиномичные 
или парадоксальные, одновременно истинные и ложные) высказывания, а также 
бессмысленные (ни истинные, ни ложные) или недоказуемые предложения. По-
этому необходимо исследовать условия применимости классической логики, а так-
же других логик к философским (и не только философским) рассуждениям. 

Одной из важных задач, решаемых в рассматриваемой теории истины, явля-
ется нахождение условий применимости классической логики к правильно постро-
енным формулам из некоторого множества ППФ. 
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Понятно, что условия применимости логики L1 должны быть сформулирова-

ны в рамках языка логики L2, более слабой, чем L1. 

Пусть L1 и L2 есть две стандартно определяемые сентенциальные логики, та-

кие, что язык логики L1 есть подъязык логики L2. Пусть Λ есть множество связок 

логики L1. Введем определение понятия применимости некоторой логики к пра-
вильно построенной формуле A со связками, совпадающими со связками из Λ. 

D3.4. Будем говорить, что логика L1 со связками из Λ применима к ППФ A 

языка логики L2 (символически Ap(L1(Λ), A, L2)), если и только если для любой 

теоремы T логики L1 всякая формула Ti, являющаяся результатом подстановки A 

вместо всех вхождений любой из сентенциальных переменных в T, доказуема в L2. 

Таким образом, условия применимости некоторой логики L1 к некоторой 

ППФ A формулируются относительно логики L2, в рамках языка которой можно 
выразить и обосновать эти условия. Необходимо отметить, что сопоставление язы-
ков L1 и L2 проводится на синтаксическом уровне, в то время как содержательная 
интерпретация связок и формул в разных языках может существенно отличаться. 

Найдем условия применимости сентенциальной классической логики CL 
(с исходными связками отрицанием и импликацией) к некоторому множеству M 
языка теории TFT(Λ). В этом случае CL будет играть роль логики L1, а TFT(Λ) 

будет играть роль логики L2. В данном случае Λ = {∼, →}. 

Основная метатеорема (условия применимости классической логики к не-
которым формулам языка теории TFT(Λ)). 

MT2.1. Если (TA ∨ FA) доказуема в TFT(Λ), то Ap(CL(Λ), A, TFT(Λ)). 
MT2.2. Если (TA ↔ A) доказуема в TFT(Λ), то Ap(CL(Λ), A, TFT(Λ)). 
Содержательно эти теоремы означают, что условиями применимости класси-

ческой логики к формуле A в рамках теории TFT(Λ) являются принцип бивалент-
ности или T-эквивалентность для этой формулы A. 

Примерами таких ППФ, для которой соблюдаются условия применимости, 
могут служить как префиксированные формулы вида FB, так и смешанные вида 
((FB ∧ FTB) → B). 

4. Расширение области определения предикатов 
и операторов истинности и ложности 

С учётом аргументов, приведенных в начале, расширим область определения 
предикатов и операторов истинности и ложности до универсума символьных вы-
ражений языка. Под символьным выражением будем понимать конечную линей-
ную последовательность символов некоторого языка. Пусть Σ есть множество 
переменных для символьных выражений s, s1, ..., то есть Θ = {s, s1, ...,}. 

Перейдём к формулировке исчисления (теории истины и ложности) TFT(Σ) 
с итерируемыми операторами истинности и ложности, заданных на множестве 
символьных выражений. 
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Теория истины с операторами истинности и ложности TFT(Σ). 
Алфавит TFT(Σ): 
s, s1, s2, ... переменные для символьных выражений языка; 
c, c1, c2, ... константы для символьных выражений языка; 
T, F логические константы, обозначающие операторы истинности и ложности. 

Язык теории TFT(Σ). 
Правила образования. 
1.4. Если S есть переменная или константа для символьных выражений, то S 

есть символьное выражение (сокр.: S-выражение). 
2.1.+ Если S есть S-выражение, то T(S), F(S) есть TF-ф. 
Остальные как в TFT. 

Метапеременные: S, S1, S2, ..., для символьных выражений. 
Тетралемма, расширенная на универсум символьных выражений была при-

ведена в [7, 16]. 
T4.5. ∨4(T(S) ∧ FF(S), FT(S) ∧ F(S), T(S) ∧ F(S), FT(S) ∧ FF(S)). 
MT4.2. Φ(T(S1), ..., T(Sn)) ⊃⊂ Φ(Tk1(S1), ..., Tkm(Sn)). 

Обогащение языка кванторами. 
Исчисление с оператором истинности, обогащенное кванторами всеобщно-

сти и существования, сводимо к предыдущему исчислению TFT(Σ). При этом 
имеет смысл принять подстановочную интерпретацию кванторов (см. [3]). 

Условия истинности и ложности для кванторов 
A1.3.1. T∀s S ⊃⊂ ∀s TS. 
A1.3.2. F∀s S ⊃⊂ ∃s FS. 
A1.3.3. T∃s S ⊃⊂ ∃s TS. 
A1.3.4. F∃s S ⊃⊂ ∀s FS. 

О теории истины для языка S-выражений с конкатенацией. 
Подобно тому, как мы от элементарных предложений перешли к сложным, 

имеет смысл рассмотреть и сложные символьные выражения. Роль связок при 
этом будет играть операция конкатенации (сочленения). Здесь мы ограничимся 
тем, что выделим несколько положений этой теории. 

По Р. Смальяну, «Под алфавитом K мы понимаем упорядоченное конечное 
множество элементов, называемых символами, знаками или буквами алфавита K. 
Любая конечная линейная последовательность (упорядоченная n-ка) символов из K 
называется словом, или выражением, или строкой в K», «Операция конкатенации, 
очевидно, ассоциативна, но не коммутативна» [11]. 

Правило образования: если S1, S2 есть S-выражения, то S1^S2 есть S-выра-
жение. 

Таким образом, появляются сложные выражения вида: S1^S2^...^Sn в частно-
сти, например c^s1^s2 и, соответственно, формулы: T(S1^S2^...^Sn), T(c^s1^s2). 

Для удобства рассмотрения некоторых T-формул с вхождением нескольких 
переменных как многоместных введём следующее сокращение в метаязыке. 
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Пусть S1^S2^...^Sn есть S-выражение. Тогда T(S1, S2, ..., Sn) = df T(S1^S2^...^Sn). 
Предыдущие формулы, взятые в качестве примеров, будут иметь вид: 

 T(S1, S2, ..., Sn), T(c, s1, s2). 

Имеет смысл рассмотреть введение кванторов по всем переменным, входя-
щим в состав S-выражений. В этом случае получаем исчисление, напоминающее 
исчисление предикатов первого порядка. 

В частном случае трехместных формул с двумя переменными имеем теоре-
му о несводимости: ¬∃s1∀s2 (T(c, s1, s2)) ⊃⊂ ¬T(c, s2, s2)), которую можно срав-
нить теоремой исчисления предикатов первого порядка с предикатом R(x1, x2, x3): 
¬∃x∀y (R(a, x, y) ↔ ¬R(a, y, y)). Следствием этих теорем является отсутствие вза-
имнооднозначного соответствия между множеством одноместных формул и мно-
жеством формул с одной переменной. 

Отметим, что теория истины для языка с конкатенацией предшествует постро-
ению исчисления предикатов, выходящего за рамки исчисления предикатов пер-
вого порядка. Такой порядок построения позволяет предотвратить появление ря-
да парадоксов. 

Теория TFT4(Σ, ∼, →). 
В завершение сформулируем теорию TFT4(Σ, ∼, →) с операторами истинно-

сти и ложности. К предыдущей теории добавляются символы логических констант 
∼, →. Эту формулировку приведем полностью. 

Язык теории TFT(Σ, ∼, →). 
Алфавит: 
s, s1, s2, ... переменные для символьных выражений языка; 
c, c1, c2, ... константы для символьных выражений языка; 
T логическая константа, обозначающая оператор истинности. 
∼, → логические константы для отрицания и импликации. 

Правила образования. 
1.4. Если S есть переменная или константа для символьных выражений, то S 

есть S-выражение. 
1.5. Если S1 и S2 есть S-выражение, то (∼S1), (S1 → S2), T(S) есть S-выражение. 
2.1.+ Если S есть S-выражение, то T(S) есть T-ф. 
2.2.+ Если P1, P2 есть T-ф., то (∼P1), (P1 → P2), (TP1) и (P1 ⊃ P2) есть T-ф. 
3.+ Ничто иное не является S-выражением и T-ф. 

Метапеременные: P, P1, P2, ... для T-ф. 
В теории TFT4(Σ, ∼, →) используем ряд сокращений, основанных на ранее 

доказанных тождествах. 
D4.1.1. F(S) = df T(∼S) (см. A2.1). 
D4.1.2. ¬P = df FP (см. A1.4.2). 
D4.1.3. ⎡S = df (T(S) ∧ ¬F(S)) (см. D1.3.1). 
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Определим импликацию ⊃ (которую назовем D-импликацией, так как для неё 
имеет место теорема дедукции): 

D4.1.4. (S1 ⊃ S2) = df (⎡S1 → ⎡S2). 

Схемы аксиом. 
A1.1.1. (P1 ⊃ (P2 ⊃ P1)). 
A1.1.2. (P1 ⊃ (P2 ⊃ P3)) ⊃ ((P1 ⊃ P2) ⊃ (P1 ⊃ P3)). 
A1.1.3. ((¬ P1 ⊃ ¬ P2) ⊃ (P2 ⊃ P1)). 
A1.1.4. TP ⊃⊂ P. 

Правило вывода. 
( )1 1 2

2

,
MP.

S S S

S

⊃
 

Отметим, что правило удаления строгой истинности здесь является произ-
водным. 

Центральная теорема: 
T4.6.1. (TS ∨ FS) ⊃⊂ ⎡(TS ↔ S). 
T4.6.6. ¬(TS ∧ FS) ⊃⊂ ⎡(TS → S). 
T4.6.7. ¬(TS ∧ FS) → (TS → S). 
Отсюда следует, что предикат или оператор истины можно элиминировать 

только в области T и F, а в области B возможно применение правила удаления опе-
ратора истинности. 

Использование символьных выражений в построении теории истины позво-
лило построить логику с нестандартными формулами [10]. 

В заключение кратко скажем о некоторых особенностях построенной аксио-
матической теории истины. Понятие истины в этой теории одно и не расщепляется 
в зависимости от уровня рассмотрения. Теория истины строится как логическая 
теория с операторами истинности и ложности, которые включены в язык теории 
и допускают итерацию. T-эквивалентость в общем случае не имеет места, а усло-
вием её выполнения является выполнение принципа бивалентности. Отсюда сле-
дует, что понятие истины неустранимо (неэлиминируемо) из языка неклассической 
логики. Область определения оператора истинности в теории истины расширена 
на универсум символьных выражений, что увеличивает выразительные возмож-
ности языка логик, которые являются следствиями этой теории. Найдены условия 
применимости классической логики в философских рассуждениях. 
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BASIS STATEMENTS OF THE TRUTH THEORY 
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This paper proposes the axiomatic theory of truth with the truth operator. The truth operator is in-
cluded in language of this theory that permits iteration of such operator. 
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