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Прикладная математика
УДК 519.21

Анализ времени пребывания заявок в многоканальной
экспоненциальной системе обслуживания с ограниченным

накопителем и буфером переупорядочивания
С. И. Матюшенко, Д. А. Пяткина, В. Н. Калениченко

Кафедра прикладной информатики и теории вероятностей
Российский университет дружбы народов

ул. Миклухо-Маклая, д. 6, Москва, Россия, 117198

Рассматривается многоканальная система массового обслуживания с накопителем
ограниченной ёмкости, на которую поступает пуассоновский поток заявок. Заявка, за-
стающая все места в накопителе занятыми, теряется и в дальнейшем не оказывает вли-
яния на функционирование системы. Длительности обслуживания заявок случайны,
независимы между собой и имеют экспоненциальное распределение. При этом интен-
сивности обслуживания на приборах различны. Заявка, имеющая возможность выбора
прибора, выбирает из всех свободных приборов тот, который имеет наибольшую интен-
сивность обслуживания. На выходе из системы располагается буфер, в котором проис-
ходит переупорядочивание заявок в соответствии с порядком их поступления.

Функционирование системы описывается однородным марковским процессом. В пред-
положении, что интенсивности потока и обслуживания заявок конечны, финальные ве-
роятности состояний марковского процесса существуют, строго положительны, не зави-
сят от начального распределения и совпадают со стационарными вероятностями.

В предыдущей работе нами был разработан алгоритм для расчёта стационарных ве-
роятностей состояний рассматриваемой системы. Основная задача данной работы состо-
ит в том, чтобы, опираясь на результаты предыдущей работы, получить стационарные
показатели производительности системы. В результате нами была получена функция
распределения времени пребывания заявок в буфере переупорядочивания и проведён
численный анализ зависимости средней задержки переупорядочивания от загрузки си-
стемы и от количества приборов.

Ключевые слова: система массового обслуживания, переупорядочивание заявок,
стационарное распределение, функция распределения задержки переупорядочивания,
начальные моменты задержки переупорядочивания.

1. Описание системы
Рассматривается многоканальная система массового обслуживания (СМО) с

𝑚 обслуживающими приборами, 2 6 𝑚 <∞, и общим накопителем ограниченной
ёмкости. На систему поступает пуассоновский поток заявок с параметром 𝜆. Вре-
мена обслуживания на приборе 𝑗 независимы между собой, а также не зависят от
времени обслуживания на других приборах и распределены по экспоненциально-
му закону с параметром 𝜇𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚.

Накопитель системы имеет 𝑟 мест для ожидания, 𝑟 <∞. Заявка, поступающая
на систему, когда в ней находится𝑚+𝑟 заявок, теряется и в дальнейшем не влияет
на её функционирование.

Далее, без ограничения общности, примем, что 𝜇1 > · · · > 𝜇𝑚, т. е интенсив-
ность обслуживания заявок с возрастанием номера прибора не возрастает. При-
мем также, что заявка, имеющая возможность выбора прибора, выбирает из всех
свободных приборов тот, который имеет наименьший порядковый номер. Заявки
выбираются из очереди на обслуживание в порядке их прибытия в систему, т. е.
согласно дисциплине FCFS.

Предполагается, что всем заявкам в момент поступления в систему присваива-
ется порядковый номер. При этом если в момент окончания обслуживания заявки

Статья поступила в редакцию 27 ноября 2015 г.
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с номером 𝑛 (заявки 𝑛) продолжается обслуживание хотя бы одной заявки с но-
мером, меньшим 𝑛, то заявка 𝑛 помещается в буфер переупорядочивания (БП).
В противном случае заявка 𝑛 сразу покидает систему, и вслед за ней из БП ухо-
дят все заявки с номерами, отличающимися друг от друга на единицу, начиная
с номера 𝑛 + 1 (если таковые в этом буфере имеются). Последнее предположе-
ние позволяет моделировать механизм сохранения порядка заявок на выходе из
системы, в соответствии с которым заявки поступают в неё.

В соответствии с обозначениями Кендалла рассматриваемую СМО будем ко-
дировать как 𝑀/𝑀/𝑚/𝑟/𝑟𝑒𝑠, где буквы 𝑟𝑒𝑠 являются сокращением от английско-
го resequence — переупорядочивание.

Предположим, что в любой момент времени заявки, находящиеся в системе (в
накопителе и на приборах), пронумерованы в порядке их поступления, начиная
с единицы. Тогда стохастическое поведение рассматриваемой СМО можно опи-
сать однородным марковским процессом (МП) 𝑋(𝑡), 𝑡 > 0, над пространством
состояний

𝑥𝑚 =

𝑚+𝑟⋃︁
𝑘=0

𝑥𝑚𝑘 ,

𝑥𝑚𝑘 =

{︂
(𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚), 𝑖𝑗 = 0, 𝑘,

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢(𝑖𝑗) = 𝑘,

при этом, если 𝑖𝑗𝑖𝑠 > 0, то 𝑖𝑗 ̸= 𝑖𝑠, 𝑗, 𝑠 = 1,𝑚

}︂
, 𝑘 = 0,𝑚− 1,

𝑥𝑚𝑘 =
{︁
(𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚), 𝑖𝑗 = 0,𝑚, 𝑖𝑗 ̸= 𝑖𝑠, 𝑗, 𝑠 = 1,𝑚

}︁
, 𝑘 = 𝑚,𝑚+ 𝑟,

где 𝑢(𝑥) — функция Хевисайда.
Здесь для некоторого момента времени 𝑡: 𝑋(𝑡) = (𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚), если в системе

находится 𝑘 заявок, 𝑘 = 0,𝑚+ 𝑟, 𝑖𝑗 = 0 означает, что прибор 𝑗 пуст, в противном
случае 𝑖𝑗 есть номер заявки, обслуживаемой прибором 𝑗, 𝑗 = 1,𝑚.

В работе [1] был разработан алгоритм расчёта стационарных вероятностей со-
стояний МП 𝑋(𝑡). Теперь наша задача состоит в том, чтобы на основе этого рас-
пределения получить стационарные характеристики времени пребывания заявок
в системе.

2. Стационарная функция распределения задержки
переупорядочивания

Обозначим через 𝐹res(𝑡) стационарную ФР времени пребывания заявок в БП.
В дальнейшем время пребывания заявок в БП будем называть задержкой пере-
упорядочивания.

Перейдём к нахождению 𝐹res(𝑡). Для этого рассмотрим условную стационар-
ную ФР задержки переупорядочивания заявки, обслуженной на приборе 𝑗, при
условии, что в момент 𝜏 − 0 окончания обслуживания этой заявки система нахо-
дилась в состоянии (𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚) и обозначим её через 𝐹(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗(𝑡), 𝑗 = 1,𝑚,
(𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚) ∈ 𝑥𝑚.

Ясно, что если непосредственно перед окончанием обслуживания заявки на
приборе 𝑗 система находилась в состоянии (𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚), то задержка переупо-
рядочивания этой заявки будет равна максимуму из времён дообслуживания за-
явок, пришедших в СМО раньше данной заявки, т. е. заявок, обслуживаемых на
приборах с номерами из множества

𝑦(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚) = {𝑠𝑛 : 0 < 𝑖𝑠𝑛 < 𝑖𝑗}, 𝑗 = 1,𝑚, (𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚) ∈ 𝑥𝑚.
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Так как обслуживание заявки на приборе 𝑗 распределено по экспоненциаль-
ному закону с параметром 𝜇𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚, то

𝐹(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗(𝑡) =
∏︁

𝑠𝑛∈𝑦(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗

(︀
1− 𝑒−𝜇𝑠𝑛 𝑡

)︀
, 𝑗 = 1,𝑚, (𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚) ∈ 𝑥𝑚. (1)

При этом 𝐹(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗(𝑡) = 1, если 𝑌(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗 = ∅, так как заявка в этом
случае не будет задержана.

Теперь обозначим через Π−
𝐷,𝑗(𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚) стационарную вероятность состоя-

ния (𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚) в момент 𝜏 − 0 окончания обслуживания заявки на приборе 𝑗, а
через 𝜆𝐷,𝑗 — интенсивность выхода заявок, обслуженных прибором 𝑗, 𝑗 = 1,𝑚.
Нетрудно видеть, что

𝜆𝐷,𝑗 =
∑︁

(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚)∈𝑥𝑚

𝑝(𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚)𝑢(𝑖𝑗)𝜇𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚.

Тогда, на основании результатов [2], получаем

Π−
𝐷,𝑗(𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚) =

1

𝜆𝐷,𝑗
𝑝(𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚)𝑢(𝑖𝑗), 𝜇𝑗 .

Далее заметим, что вероятность выхода заявки с прибора 𝑗 равна 𝜆𝐷,𝑗/𝜆𝐷,

где 𝜆𝐷 =
𝑚∑︀
𝑗=1

𝜆𝐷,𝑗 .

Подытоживая теперь все предыдущие рассуждения и применяя формулу пол-
ной вероятности, приходим к искомому результату, который сформулируем в виде
теоремы.

Теорема 1. Функция распределения 𝐹res(𝑡) задержки переупорядочивания в
СМО 𝑀/𝑀/𝑚/𝑟/𝑟𝑒𝑠 в стационарном режиме её работы определяется выраже-
нием

𝐹res(𝑡) =
1

𝜆𝐷

∑︁
(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚)∈𝑥𝑚

𝑝(𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚)

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢(𝑖𝑗)𝜇𝑗 ,
∏︁

𝑠𝑛∈𝑦(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗

(︀
1− 𝑒−𝜇𝑠𝑛 𝑡

)︀
.

Обозначим через 𝛿(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗,𝜈 условные начальные моменты порядка 𝜈, 𝜈 = 1,
2, 3, . . . , задержки переупорядочивания заявки, обслуженной на приборе 𝑗 при
условии, что в момент 𝜏 − 0 окончания её обслуживания система находилась в
состоянии (𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚), т. е. положим

𝛿(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗,𝜈 =

∞∫︁
0

𝑡𝜈d𝐹(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗(𝑡), 𝑗 = 1,𝑚, (𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚) ∈ 𝑥𝑚. (2)

Тогда из (2) с учётом (1) путём несложных вычислений приходим к следую-
щему результату:

𝛿(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗,𝜈 = 𝜈!

[︂ 𝑙∑︁
𝑛1=1

1

𝜇𝜈
𝑠𝑛1

−
∑︁

𝑛1,𝑛2=1
𝑛1 ̸=𝑛2

1

(𝜇𝑠𝑛1
+ 𝜇𝑠𝑛2

)𝜈
+ · · ·+

+ (−1)𝑙+1 1

(𝜇𝑠𝑛1
+ · · ·+ 𝜇𝑠𝑛𝑙

)𝜈

]︂
, (3)
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где 𝑠𝑛 ∈ 𝑦(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗 , 𝑖 = 1, 𝑙, 𝑙 = |𝑦(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗 |.
Получив соотношение для моментов 𝛿(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗,𝜈 , (𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚) ∈ 𝑥𝑚, 𝑗 = 1,𝑚,

𝜈 = 1, 2, 3, . . . , можем сформулировать очевидное следствие из теоремы.

Следствие. Начальный момент 𝛿𝜈 порядка 𝜈 задержки переупорядочивания
в СМО 𝑀/𝑀/𝑚/𝑟/𝑟𝑒𝑠 в стационарном режиме её работы определяется выраже-
нием

𝛿𝜈 =
1

𝜆𝐷

∑︁
(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚)∈𝑥𝑚

𝑝(𝑘, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑚)

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑢(𝑖𝑗)𝜇𝑗𝛿(𝑘,𝑖1,...,𝑖𝑚),𝑗,𝜈 , 𝜈 > 1.

3. Примеры численного исследования

Численное исследование показывает, что задержка переупорядочивания во
многом зависит не только от суммарной интенсивности 𝜇 обслуживания заявок,
но и от соотношения интенсивностей обслуживания 𝜇𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚, между собой.
Поясним это высказывание следующим примером.

Рассмотрим трёхканальную экспоненциальную систему обслуживания ёмко-
сти 𝑟 = 10. Будем считать, что на систему поступает пуассоновский поток заявок
с интенсивностью 𝜆. Далее рассмотрим три варианта параметров 𝜇𝑗 , 𝑗 = 1, 3. В
первом случае возьмём 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 1,0, во втором — 𝜇1 = 1,715, 𝜇2 = 0,855,
𝜇3 = 0,430, а в третьем — 𝜇1 = 2,08, 𝜇2 = 0,69, 𝜇3 = 0,23. Заметим, что суммар-
ная интенсивность обслуживания 𝜇 во всех трёх случаях равна трём. Однако в
первом случае 𝜇1/𝜇2 = 𝜇2/𝜇3 = 1, во втором — 𝜇1/𝜇2 ≈ 𝜇2/𝜇3 ≈ 2, а в третьем
— 𝜇1/𝜇2 ≈ 𝜇2/𝜇3 ≈ 3. Проанализируем во всех трёх случаях зависимость сред-
ней задержки переупорядочивания 𝛿1 от загрузки 𝜌, изменение которой будем
достигать за счёт изменения 𝜆.

Характер полученной зависимости отражён на рис. 1. Мы видим, что с ро-
стом 𝜌 наблюдается рост с последующей стабилизацией величины 𝛿1. Однако в
первом случае средняя задержка переупорядочивания значительно меньше, чем
во втором, а тем более в третьем. Таким образом, рассмотренный пример позво-
ляет сделать предположение о том, что чем меньше в системе различие между
интенсивностями обслуживания 𝜇𝑗 , 𝑗 = 1,𝑚, тем меньше в такой системе средняя
задержка переупорядочивания.

Рассмотрим ещё один пример, который показывает, как влияет на задержку
переупорядочивания количество приборов в системе. Для этого предположим, что
в 𝑚-канальной системе с накопителем ёмкости 𝑟 = 10 все приборы одинаковы, а
длительность обслуживания на 𝑗-ом приборе распределена по экспоненциальному
закону с параметром 𝜇𝑗 = 1, 𝑗 = 1,𝑚.

Проанализируем зависимость средней задержки переупорядочивания от за-
грузки 𝜌 в системах с перечисленным выше фиксированным набором параметров,
но с различным количеством приборов 𝑚, 𝑚 = 2, 3, 4, 5, 6. Характер полученной
зависимости отражён на рис. 2. Как видно из рисунка, при одинаковой загрузке
имеется существенное различие между значениями средней задержки переупо-
рядочивания. При этом чем больше приборов в системе, тем больше времени
затрачивается на переупорядочивание заявок.

Таким образом, рассмотренные примеры позволяют сделать предположение о
том, что наименьшая задержка переупорядочивания присутствует в системах с
одинаковыми приборами. В двухканальных системах затраты времени на пере-
упорядочивание заявок минимальны. Данное предположение пока не получило
аналитического подтверждения и, по-видимому, может служить объектом даль-
нейших исследований.
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Рис. 1. Зависимость средней
задержки переупорядочивания от
загрузки системы при различных

соотношениях интенсивностей
обслуживания: кривая 1:

𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇3 = 1; кривая 2: 𝜇1 = 1,715,
𝜇2 = 0,855, 𝜇3 = 0,430; кривая 3:
𝜇1 = 2,08, 𝜇2 = 0,69, 𝜇3 = 0,23

Рис. 2. Зависимость средней
задержки переупорядочивания от
загрузки в системах с различным

количеством приборов 𝑚: кривая 1:
𝑚 = 2; кривая 2: 𝑚 = 3; кривая 3:
𝑚 = 4; кривая 4: 𝑚 = 5; кривая 5:

𝑚 = 6
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The multi-channel finite-capacity queuing system with Poisson flow is considered. The
customer caught all the places in the queue employed, is lost and will not affect the functioning
of the system. The service times are random, independent and have exponential distribution.
Intensities of service are different. The customer with the possibility of selecting a device,
choosing from available devices one, that has the highest intensity of service. On leaving the
system there is a buffer in which there is a resequence of customers according to order of
their receipt.
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Functioning of the system is described by uniform Markov process. In the assumption that
intensities of the flow and service of customers are finite the final probabilities of statuses of
Markov process exist, are strictly positive, don’t depend on initial distribution and match
the stationary probabilities.

An algorithm to calculate the stationary probabilities of the state of the system we de-
veloped in previous work. The main objective of this work is to obtain the stationary per-
formance of the system based on the results of previous work. The distribution function
of the resequence time was obtained. The numerical analysis of dependence of the average
resequence time from the system load and number of devices was considered.

Key words and phrases: queuing system, resequence of requests, stationary distribut-
ing, distribution function of the resequence time, initial moments of the resequence time.

References
1. S. I. Matyushenko, Analysis of Multi-Channel Queueing System with Limited

Storage and Resequence Customers, Vestnik of Tver State University, Series
“Applied Mathematics” 4 (37) (2010) 55–70, in Russian.

2. V. A. Naumov, About the Limiting Probabilities of the Semi-Markov Process, in:
Modern Problems in the Exact Sciences, no. 1, UDN, Moscow, 1975, pp. 35–39, in
Russian.



УДК 517.977.52
О некоторых классах задач управления с фазовыми

ограничениями

А. В. Горбачева*†, Д. Ю. Карамзин‡
* Кафедра нелинейного анализа и оптимизации

Российский университет дружбы народов
ул. Миклухо-Маклая, д. 6, Москва, Россия, 117198

† Кафедра прикладной математики
Российский государственный социальный университет

ул. Вильгельма Пика, д. 4, стр. 6, Москва, Россия, 129226
‡ Вычислительный центр им. А.А. Дородницына ФИЦ ИУ РАН

ул. Вавилова, д. 40, Москва, Россия, 119333

В принципе максимума для задач оптимального управления с фазовыми ограниче-
ниями возникает борелевская мера-множитель Лагранжа 𝜇. В различных инженерных
приложениях, в частности, в некоторых задачах кинематического управления одним из
важных вопросов является вопрос о непрерывности или абсолютной непрерывности та-
кой меры. Скорость в подобного рода задачах имеет смысл фазовой переменной. Если
модуль скорости ограничен, например, сверху (что вполне естественно в задачах кине-
матического управления), то это приводит к фазовым ограничениями, и, следовательно,
к упомянутой выше мере-множителю Лагранжа 𝜇 в необходимых условиях оптимально-
сти. Методы, которые используются для решения таких задач, как правило, подразуме-
вают непрерывность меры. В этой работе рассматриваются примеры задач управления
с фазовыми ограничениями, для которых можно гарантировать a priori (то есть без
вычисления экстремального процесса), что соответствующая мера непрерывна.

Ключевые слова: оптимальное управление, принцип максимума, фазовые огра-
ничения, борелевская мера, условие Гельдера.

1. Постановка задачи и основные определения
Рассмотрим следующую задачу оптимального управления⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝐾0(𝑝) +
∫︀ 𝑡2
𝑡1
𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡)d𝑡→ min,

𝑥̇ = 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑡1 < 𝑡2,

𝜙(𝑥, 𝑡) 6 0, 𝑅(𝑥, 𝑢, 𝑡) 6 0,

𝐾1(𝑝) = 0, 𝐾2(𝑝) 6 0,

𝑝 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑡1, 𝑡2).

(1)

Здесь отображения 𝑅, 𝐾𝑖 принимают значения в пространствах размерности
𝑑(𝑅), 𝑑(𝐾𝑖) соответственно, функции 𝐾0, 𝑓0, 𝜙 скалярные, 𝑥̇ = d𝑥

d𝑡 , 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]
– время (концы времени 𝑡1 и 𝑡2 не предполагаются фиксированными), 𝑥 есть
фазовая переменная из 𝑅𝑛, и 𝑢 ∈ 𝑅𝑚 – переменная управления. Вектор 𝑝 ∈
𝑅𝑛 × 𝑅𝑛 × 𝑅1 × 𝑅1 называется концевым. Управляющая функция, или просто
управление, есть измеримая существенно ограниченная функция 𝑢(·), т.е. элемент
пространства 𝐿∞([𝑡1, 𝑡2]).

Пусть 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] – управление, 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] – соответствующая тра-
ектория, и 𝑝 – соответствующий концевой вектор. Тройка (𝑝, 𝑥, 𝑢) называется
допустимым процессом, если удовлетворены концевые ограничения 𝐾1(𝑝) = 0,
𝐾2(𝑝) 6 0, смешанные ограничения 𝑢(𝑡) ∈ 𝑈(𝑥(𝑡), 𝑡) для п.в. 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], и фазо-
вое ограничение 𝜙(𝑥(𝑡), 𝑡) 6 0 ∀ 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]. Здесь, 𝑈(𝑥, 𝑡) = {𝑢 : 𝑅(𝑥, 𝑢, 𝑡) 6 0}.

Статья поступила в редакцию 13 января 2016 г.
Работа выполнена при поддержке Российского фонда фундаментальных исследований

(проекты 16-01-00283, 16-31-60005), гранта Президента РФ № МД-4639.2016.1.
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Допустимый процесс называется оптимальным, если значение минимизируемого
функционала является наименьшим возможным на множестве всех допустимых
процессов.

Относительно функций, вовлечённых в постановку задачи, предположим сле-
дующее: функции 𝐾0,𝐾1,𝐾2, 𝑓0, 𝑓, 𝑅, 𝜙 непрерывно дифференцируемы, функция
𝜙 дважды непрерывно дифференцируема, а функции 𝑓, 𝑓0, 𝑅 дважды непрерывно
дифференцируемы по 𝑢 для всех 𝑥, 𝑡.

Введём необходимые определения.

Определение 1. Концевые ограничения называются регулярными
в 𝑝 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑡1, 𝑡2): 𝐾1(𝑝) = 0, 𝐾2(𝑝) 6 0, если

dim
𝜕𝐾1

𝜕𝑝
(𝑝) = 𝑑(𝐾1), ∃ 𝑑 ∈ ker

𝜕𝐾1

𝜕𝑝
(𝑝) :

⟨
𝜕𝐾𝑗

2

𝜕𝑝
(𝑝), 𝑑

⟩
> 0 ∀ 𝑗 : 𝐾𝑗

2(𝑝) = 0.

Определение 2. Смешанные ограничения называются регулярными, если для
любых (𝑥, 𝑢, 𝑡): 𝑅(𝑥, 𝑢, 𝑡) 6 0 существует вектор 𝑞 = 𝑞(𝑥, 𝑢, 𝑡) такой, что⟨

𝜕𝑅𝑗

𝜕𝑢
(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑞

⟩
> 0 ∀ 𝑗 ∈ 𝐼(𝑥, 𝑢, 𝑡) := {𝑗 : 𝑅𝑗(𝑥, 𝑢, 𝑡) = 0}. (2)

Определение 3. Фазовое ограничение называется регулярным, если для лю-
бых (𝑥, 𝑡): 𝜙(𝑥, 𝑡) = 0 имеет место 𝜕𝜙

𝜕𝑥 (𝑥, 𝑡) ̸= 0.

Определение 4. Фазовое ограничение называется согласованным с концевы-
ми ограничениями в точке 𝑝*, если существует число 𝜀 > 0 такое, что

{𝑝 ∈ 𝑅2𝑛+2 : |𝑝*−𝑝| 6 𝜀, 𝐾1(𝑝) = 0, 𝐾2(𝑝) 6 0} ⊆ {𝑝 : 𝜙(𝑥1, 𝑡1) 6 0, 𝜙(𝑥2, 𝑡2) 6 0}.

Пусть 𝜉(𝑡) : 𝑅→ 𝑅𝑚 заданная измеримая ограниченная функция.

Определение 5. Замыканием справа по мере функции 𝜉(𝑡) в точке 𝜏 назы-
вается множество Ξ+(𝜏) таких векторов 𝑢 ∈ 𝑅𝑚, что

ℓ
(︁
{𝑡 ∈ [𝜏, 𝜏 + 𝜀] : 𝜉(𝑡) ∈ 𝐵𝜀(𝑢)}

)︁
> 0 ∀ 𝜀 > 0.

Здесь, 𝐵𝜀(𝑢) = {𝑣 ∈ 𝑅𝑚 : |𝑣−𝑢| 6 𝜀}, и ℓ – мера Лебега на 𝑅. Соответственно,
замыкание слева – это множество Ξ−(𝜏) таких векторов 𝑢 ∈ 𝑅𝑚, что

ℓ
(︁
{𝑡 ∈ [𝜏 − 𝜀, 𝜏 ] : 𝜉(𝑡) ∈ 𝐵𝜀(𝑢)}

)︁
> 0 ∀ 𝜀 > 0.

Многозначное отображение Ξ(𝑡) := Ξ−(𝑡)∪Ξ+(𝑡), где 𝑡 ∈ 𝑅, называется замы-
канием 𝜉(𝑡) по мере Лебега.

О некоторых свойствах замыкания по мере можно прочитать в [1]. Ниже будем
рассматривать оптимальный в задаче (1) процесс (𝑝*, 𝑥*, 𝑢*). Замыкание по мере
оптимального управления 𝑢*(𝑡) обозначим через 𝑈(𝑡).

Определение 6. Процесс (𝑝*, 𝑥*, 𝑢*) называется регулярным, если для всех
𝑡 ∈ 𝑇 , 𝑢 ∈ 𝑈(𝑡), векторы 𝜕𝑅𝑗

𝜕𝑢 (𝑢, 𝑡), 𝑗 ∈ 𝐼(𝑢, 𝑡), линейно независимы, и существует
вектор 𝑑 = 𝑑(𝑢, 𝑡) ∈ 𝑅𝑚 такой, что 𝑑 ∈ ker 𝜕𝑅𝑗

𝜕𝑢 (𝑢, 𝑡) ∀ 𝑗 ∈ 𝐼(𝑢, 𝑡),⟨
𝜕Γ

𝜕𝑢
(𝑢, 𝑡), 𝑑

⟩
̸= 0 (3)
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как только 𝜙(𝑥*(𝑡), 𝑡) = Γ(𝑢, 𝑡) = 0, где

Γ(𝑥, 𝑢, 𝑡) =

⟨
𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)

⟩
+
𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡).

В общем случае, когда множество 𝑈(𝑡) сложно вычислить, достаточно прове-
рить условие (3) для всех 𝑢 ∈ 𝑈(𝑡). Более того, из условия b) предложения 3.2
из [1] вытекает следующее простое утверждение.

Замечание 1. Любой допустимый процесс в задаче (1) регулярен, как только
при всех 𝑥, 𝑡 и всех 𝑢 ∈ 𝑈(𝑥, 𝑡), векторы 𝜕𝑅𝑗

𝜕𝑢 (𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑗 ∈ 𝐼(𝑥, 𝑢, 𝑡), линейно неза-
висимы, и существует вектор 𝑑 = 𝑑(𝑥, 𝑢, 𝑡) ∈ 𝑅𝑚, такой, что 𝑑 ∈ ker 𝜕𝑅𝑗

𝜕𝑢 (𝑥, 𝑢, 𝑡),
∀ 𝑗 ∈ 𝐼(𝑥, 𝑢, 𝑡), и ⟨

𝜕Γ

𝜕𝑢
(𝑥, 𝑢, 𝑡), 𝑑

⟩
̸= 0

как только 𝜙(𝑥, 𝑡) = Γ(𝑥, 𝑢, 𝑡) = 0.

Напомним определение из [2].

Определение 7. Говорят, что выполняются условия управляемости в конце-
вых точках относительно фазового ограничения, если для 𝑠 = 1, 2,

∃ 𝑓𝑠 ∈ 𝑓(𝑥*𝑠, 𝑈(𝑥*𝑠, 𝑡
*
𝑠), 𝑡

*
𝑠) :

(−1)𝑠
[︂⟨

𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥*𝑠, 𝑡

*
𝑠), 𝑓𝑠

⟩
+
𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝑥*𝑠, 𝑡

*
𝑠)

]︂
> 0

как только 𝜙(𝑥*𝑠, 𝑡*𝑠) = 0.

Следующее утверждение есть аналог Леммы 2.1 из [3].

Предложение 1. Пусть процесс (𝑝*, 𝑥*, 𝑢*) является регулярным. Тогда вы-
полнены условия управляемости.

2. Принцип максимума
Рассмотрим функцию

Γ(𝑥, 𝑢, 𝑡) =

⟨
𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑡), 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)

⟩
+
𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝑥, 𝑡),

расширенную функцию Гамильтона–Понтрягина

𝐻̄(𝑥, 𝑢, 𝜓, 𝜇, 𝜆0, 𝑡) = ⟨𝜓, 𝑓(𝑥, 𝑢, 𝑡)⟩ − 𝜇Γ(𝑥, 𝑢, 𝑡)− 𝜆0𝑓0(𝑥, 𝑢, 𝑡),

и малый лагранжиан

𝑙(𝑝, 𝜆) = 𝜆0𝐾0(𝑝) +
⟨︀
𝜆1,𝐾1(𝑝)

⟩︀
+
⟨︀
𝜆2,𝐾2(𝑝)

⟩︀
,

где 𝜆 = (𝜆0, 𝜆1, 𝜆2).
В работе [1] была получена следующая теорема.

Теорема 1. Пусть регулярный процесс (𝑝*, 𝑥*, 𝑢*) является оптимальным в
задаче (1). Предположим, что концевые, фазовые и смешанные ограничения ре-
гулярны, и фазовое ограничение согласовано с концевыми ограничениями в точке
𝑝*.
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Тогда процесс (𝑝*, 𝑥*, 𝑢*) удовлетворяет принципу максимума, т.е. найдутся
вектор 𝜆 = (𝜆0, 𝜆1, 𝜆2) : 𝜆0 ∈ 𝑅, 𝜆1 ∈ 𝑅𝑑(𝐾1), 𝜆2 ∈ 𝑅𝑑(𝐾2), 𝜆0 > 0, 𝜆2 > 0,⟨︀
𝜆2,𝐾2(𝑝

*)
⟩︀
= 0, абсолютно непрерывная функция 𝜓 : [𝑡*1, 𝑡

*
2] → 𝑅𝑛, функция 𝜇 :

[𝑡*1, 𝑡
*
2] → 𝑅𝑑(𝐺), и измеримая ограниченная функция 𝑟 : [𝑡*1, 𝑡

*
2] → 𝑅𝑑(𝑅), такие,

что

𝜆0 +

⃒⃒⃒⃒
𝜓(𝑡)− 𝜇(𝑡)𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
> 0 ∀ 𝑡 ∈ [𝑡*1, 𝑡

*
2], (4)

𝜓̇ = −𝜕𝐻̄
𝜕𝑥

(𝑡) + 𝑟(𝑡)
𝜕𝑅

𝜕𝑥
(𝑡) п.в. 𝑡, (5)

𝜓(𝑡*𝑠) = (−1)𝑠+1 𝜕𝑙

𝜕𝑥𝑠
(𝑝*, 𝜆) + 𝜇(𝑡*𝑠)

𝜕𝜙

𝜕𝑥
(𝑡*𝑠), 𝑠 = 1, 2, (6)

max
𝑢∈𝑈(𝑡)

𝐻̄(𝑢, 𝑡) = 𝐻̄(𝑡) п.в. 𝑡, (7)

ℎ̇ =
𝜕𝐻̄

𝜕𝑡
(𝑡)− 𝑟(𝑡)𝜕𝑅

𝜕𝑡
(𝑡) п.в. 𝑡, (8)

ℎ(𝑡*𝑠) = (−1)𝑠 𝜕𝑙
𝜕𝑡𝑠

(𝑝*, 𝜆)− 𝜇(𝑡*𝑠)
𝜕𝜙

𝜕𝑡
(𝑡*𝑠), 𝑠 = 1, 2, (9)

𝜕𝐻̄

𝜕𝑢
(𝑡) = 𝑟(𝑡)

𝜕𝑅

𝜕𝑢
(𝑡) п.в. 𝑡, (10)

⟨𝑟(𝑡), 𝑅(𝑡)⟩ = 0, 𝑟(𝑡) > 0 п.в. 𝑡, (11)

где ℎ(𝑡) := max𝑢∈𝑈(𝑡) 𝐻̄(𝑢, 𝑡).
Более того, функция ℎ(𝑡) абсолютно непрерывна на [𝑡*1, 𝑡

*
2], а функция 𝜇 удо-

влетворяет следующим свойствам:

a) 𝜇(𝑡) постоянна на каждом интервале времени 𝑆 = [𝑠1, 𝑠2], где траекто-
рия 𝑥* целиком лежит во внутренности фазового множества, т.е. когда
𝜙(𝑠) < 0 ∀ 𝑠 ∈ 𝑆;

b) 𝜇(𝑡) убывает, и 𝜇(𝑡*2) = 0;
c) 𝜇(𝑡) непрерывна всюду на [𝑡*1, 𝑡

*
2] и более того, даже является гельдеровой с

показателем 1/2, т.е.:

|𝜇(𝑡)− 𝜇(𝑠)| 6 const
√︀
|𝑡− 𝑠| ∀ 𝑡, 𝑠 ∈ [𝑡*1, 𝑡

*
2]. (12)

Выше приняты обозначения и конвенции из [2], Глава 2. Важно отметить,
что условие регулярности здесь существенно. Без него 𝜇(𝑡) может претерпевать
разрывы, что показывают соответствующие примеры из [4].

3. Несколько классов задач с фазовыми ограничениями

Нас будут интересовать такие классы задач с фазовыми ограничениями, для
которых a proiri, т.е. заранее не зная и не вычисляя оптимальный процесс, тем
не менее можно гарантировать, что мера множитель Лагранжа 𝜇(𝑡) из принципа
максимума непрерывна всюду на оптимальном отрезке времени. Ясно, что в силу
Теоремы 1 так и будет, если гарантировать, что любой допустимый процесс задачи
(1) является регулярным. Это зависит от вида ограничений и правой части. Ниже
подберём специальные классы задач так, чтобы гарантировать выполнение всех
предположений сформулированной теоремы.
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Пример 1. Пусть 𝑛 = 𝑚, 𝑟1, 𝑟2 – заданные положительные числа, 𝜑 : 𝑅2𝑛 →
𝑅1, 𝜃 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 – заданные гладкие функции. Рассмотрим задачу:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1∫︁
0

𝜑(𝑥, 𝑢)d𝑡→ min,

𝑥̇ = 𝜃(𝑥) + 𝑢,

|𝑢|2 6 𝑟1, |𝑥|2 6 𝑟2,

𝑥(0) = 𝑥𝐴, 𝑥(1) = 𝑥𝐵.

Лемма 1. Предположим, что

| ⟨𝜃(𝑥), 𝑥⟩ | <
√
𝑟1𝑟2 ∀𝑥 : |𝑥|2 = 𝑟2. (13)

Тогда любой допустимый процесс примера 1 регулярен.

Доказательство. Для доказательства воспользуемся Замечанием 1. Пока-
жем, что в примере выполнены все предположения, сформулированные в этом
замечании. Тогда в его силу любой допустимый процесс будет регулярным. Дей-
ствительно, имеем:

𝜙(𝑥) = |𝑥|2 − 𝑟2, 𝑅(𝑢) = |𝑢|2 − 𝑟1, Γ(𝑥, 𝑢) = ⟨2𝑥, 𝜃(𝑥) + 𝑢⟩ .

Покажем, что векторы 𝜕𝑅
𝜕𝑢 (𝑢) и 𝜕Γ

𝜕𝑢 (𝑥, 𝑢) линейно независимы на множестве

(𝑥, 𝑢) : 𝑅(𝑢) = 0, Γ(𝑥, 𝑢) = 0, 𝜙(𝑥) = 0.

Действительно, имеем, что

𝜕𝑅

𝜕𝑢
(𝑢) = 2𝑢,

𝜕Γ

𝜕𝑢
(𝑥, 𝑢) = 2𝑥.

Поскольку Γ(𝑥, 𝑢) = 0, то ⟨𝑥, 𝑢⟩ = −⟨𝜃(𝑥), 𝑥⟩. Из (13) имеем, что | ⟨𝑥, 𝑢⟩ | <√
𝑟1𝑟2. Но |𝑥| = √𝑟2, |𝑢| =

√
𝑟1, и поэтому последнее неравенство влечёт линейную

независимость векторов 𝜕𝑅
𝜕𝑢 (𝑢) и 𝜕Γ

𝜕𝑢 (𝑥, 𝑢).
Легко видеть, что выполнены все предположения, сформулированные в Заме-

чании 1. Поэтому любой допустимый процесс является регулярным.
Лемма доказана. �

Таким образом, в силу Теоремы 1 и Леммы 1 для любого оптимального про-
цесса найдётся гельдерова функция-множитель Лагранжа 𝜇(𝑡).

Пример 2. Пусть 𝑛 = 𝑚, 𝑟1 – заданное положительное число, 𝑔 – заданный
единичный вектор, 𝜑 : 𝑅2𝑛 → 𝑅1, 𝜃 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 – заданные гладкие функции.
Рассмотрим задачу: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1∫︁
0

𝜑(𝑥, 𝑢)d𝑡→ min,

𝑥̇ = 𝜃(𝑥) + 𝑢,

|𝑢|2 6 𝑟1, ⟨𝑔, 𝑥⟩ 6 0,

𝑥(0) = 𝑥𝐴, 𝑥(1) = 𝑥𝐵.

Лемма 2. Предположим, что

| ⟨𝜃(𝑥), 𝑔⟩ | <
√
𝑟1 ∀𝑥 : ⟨𝑔, 𝑥⟩ = 0. (14)
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Тогда любой допустимый процесс примера 2 регулярен.

Доказательство. Для доказательства воспользуемся Замечанием 1. Пока-
жем, что в примере выполнены все предположения, сформулированные в этом
замечании. Тогда в его силу любой допустимый процесс будет регулярен. Дей-
ствительно, имеем:

𝜙(𝑥) = ⟨𝑔, 𝑥⟩ , 𝑅(𝑢) = |𝑢|2 − 𝑟1, Γ(𝑥, 𝑢) = ⟨𝑔, 𝜃(𝑥) + 𝑢⟩ .

Покажем, что векторы 𝜕𝑅
𝜕𝑢 (𝑢) и 𝜕Γ

𝜕𝑢 (𝑥, 𝑢) линейно независимы на множестве

(𝑥, 𝑢) : 𝑅(𝑢) = 0, Γ(𝑥, 𝑢) = 0, 𝜙(𝑥) = 0.

Действительно, 𝜕𝑅
𝜕𝑢 (𝑢) = 2𝑢, 𝜕Γ

𝜕𝑢 (𝑥, 𝑢) = 𝑔. Поскольку Γ(𝑥, 𝑢) = 0, то ⟨𝑔, 𝑢⟩ =
−⟨𝜃(𝑥), 𝑔⟩. Из (14) имеем, что | ⟨𝑔, 𝑢⟩ | < √𝑟1, a поскольку |𝑔| = 1 и |𝑢| = √𝑟1, то
векторы 𝜕𝑅

𝜕𝑢 (𝑢) и 𝜕Γ
𝜕𝑢 (𝑥, 𝑢) неколлинеарны.

Легко видеть, что выполнены все предположения, сформулированные в Заме-
чании 1. Поэтому любой допустимый процесс является регулярным.

Лемма доказана. �

Таким образом, в силу Теоремы 1 и Леммы 2, для любого оптимального про-
цесса найдётся гельдерова функция-множитель Лагранжа 𝜇(𝑡).

Пример 3. Пусть 𝑛 = 𝑚, 𝑘 < 𝑚, 𝑎 – заданное положительное число, 𝑔 –
заданный единичный вектор, 𝜑 : 𝑅2𝑛 → 𝑅1, 𝜃 : 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 – заданные гладкие
функции. Рассмотрим задачу:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1∫︁
0

𝜑(𝑥, 𝑢)d𝑡→ min,

𝑥̇ = 𝜃(𝑥) + 𝑢,

|𝑢𝑗 | 6 𝑎, 𝑗 = 1, ..., 𝑘,

⟨𝑔, 𝑥⟩ 6 0,

𝑥(0) = 𝑥𝐴, 𝑥(1) = 𝑥𝐵.

Лемма 3. Предположим, что

∃ 𝑗* > 𝑘 : 𝑔𝑗* ̸= 0. (15)

Тогда любой допустимый процесс примера 3 регулярен.

Доказательство. Для доказательства воспользуемся Замечанием 1. Пока-
жем, что в примере выполнены все предположения, сформулированные в этом
замечании. Тогда в его силу любой допустимый процесс будет регулярным. Дей-
ствительно, имеем:

𝜙(𝑥) = ⟨𝑔, 𝑥⟩, 𝑅𝑗(𝑢) = 𝑢𝑗 − 𝑎, 𝑗 = 1, ..., 𝑘,

𝑅𝑗(𝑢) = −𝑢𝑗−𝑘 − 𝑎, 𝑗 = 𝑘 + 1, ..., 2𝑘,

Γ(𝑥, 𝑢) = ⟨𝑔, 𝜃(𝑥) + 𝑢⟩.

Легко видеть, что векторы 𝜕𝑅𝑗

𝜕𝑢 (𝑢), 𝑗 ∈ 𝐼(𝑢), и 𝜕Γ
𝜕𝑢 (𝑥, 𝑢) линейно независимы на

множестве
(𝑥, 𝑢) : Γ(𝑥, 𝑢) = 0, 𝜙(𝑥) = 0.



Горбачева А.В., Карамзин Д.Ю. О некоторых классах задач управления . . . 17

Действительно, 𝜕𝑅𝑗

𝜕𝑢 (𝑢) есть соответствующий единичный вектор (взятый с
плюсом или минусом), у которого все координаты с номером выше, чем 𝑘, равны
нулю, а 𝜕Γ

𝜕𝑢 (𝑥, 𝑢) = 𝑔. Поэтому условие (15) сразу влечёт, что векторы некол-
линеарны. Значит, выполнены все предположения Замечания 1. Поэтому любой
допустимый процесс является регулярным.

Лемма доказана. �

4. Заключение
В работе были рассмотрены некоторые классы задач управления с фазовыми

ограничениями, для которых можно гарантировать непрерывность меры-множи-
теля Лагранжа 𝜇(𝑡) из принципа максимума. Непрерывность меры является важ-
ным фактором, который может быть полезен при отыскании решения задачи с
помощью принципа максимума.
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A Borel measure Lagrange multiplier appears in the maximum principle for state con-
strained problems. The question of continuity or absolute continuity of the measure-multiplier
is highly relevant for various applications in particular for some problems of kinematic control.
The velocity in such problems is considered as a state variable. As soon as the magnitude
of the velocity is bounded, for instance above, (which is quite natural in problems of kine-
matic control), this leads to the state constraints and to a measure Lagrange multiplier in
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examples of optimal control problems with state constraints for which one can ensure that
this measure is continuous, without a calculation of extremal process.
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Численное и имитационное моделирование дисциплин
обслуживания очередей типа RED на маршрутизаторе
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Целью данной работы является обобщение стохастической модели RED (Random Early
Detection) на случай дисциплин обслуживания AURED, SARED и GRED, а также вери-
фикация результатов численного моделирования с помощью имитационного моделиро-
вания. Стохастическая модель строится на основе системы из трёх стохастических урав-
нений Ито. Численное решение проводится с помощью стохастических методов Рунге–
Кутты со слабой сходимостью второго порядка. Комплекс программ для численного
моделирования написан авторами статьи на языке Python версии 3 с использовани-
ем библиотек NumPy и SciPy. В статье достаточно подробно описываются компоненты
программного комплекса. Для имитационного моделирования авторы использовали от-
крытый пакет программного обеспечения для моделирования компьютерных сетей NS2.
В данной статье авторы лишь кратко описывают те моменты, которые касаются дисци-
плин обслуживания очередей, не останавливаясь на общем описании NS2. Результаты
моделирования представлены в виде графиков зависимостей средней и текущей длин
очереди от времени. На основе анализа полученных графиков показано, что имитацион-
ное и численное моделирование дало качественно соответствующие друг другу резуль-
таты.

Ключевые слова: RED, маршрутизация, стохастические дифференциальные урав-
нения, стохастические численные методы, ns2.

1. Введение
В современных компьютерных сетях большую роль играют системы маршру-

тизации. Часто именно неэффективная работа маршрутизатора является причи-
ной низкой производительности сети. К современным маршрутизаторам предъ-
являются строгие требования по обеспечению стабильной работы и должного ка-
чества обслуживания сетевого трафика.

Одним из инструментов по управлению трафиком на маршрутизаторе яв-
ляется протокол обслуживания очереди (буфера). В настоящий момент наибо-
лее широко используются дисциплины обслуживания типа RED (Random Early
Detection). RED был впервые представлен в статье [1] и в дальнейшем появи-
лось множество усовершенствований исходного алгоритма, в частности алгорит-
мы ARED, AURED, GRED и SARED [2–4]. Базовые принципы работы всех мо-
дификаций алгоритма RED весьма сходны, поэтому имеет смысл говорить о се-
мействе алгоритмов типа RED.

В данной статье представлен комплексный анализ нескольких дисциплин об-
служивания типа RED, а именно: ARED [5], AURED [2], GRED [6] и SARED [4].
Для анализа используются методы численного и имитационного моделирования.
В первой части статьи изложены основные сведения по изучаемым дисциплинам
обслуживания очередей, описываются алгоритмы их функционирования. Далее
кратко излагаются стохастическая и детерминированная модели RED, представ-
ленные в статьях [7, 8]. Данные модели распространены авторами на изучаемые
алгоритмы.

Статья поступила в редакцию 21 февраля 2016 г.
Работа частично поддержана грантами РФФИ № 14-01-00628, 15-07-08795 и 16-07-00556.



20 Вестник РУДН. СерияМатематика. Информатика. Физика. № 1, 2016. С. 19–31

Во второй части статьи описывается созданный авторами программный ком-
плекс для численного моделирования дисциплин обслуживания типа RED [9,10],
даётся описание его архитектуры и вычислительных возможностей. Также кратко
изложены основные моменты, касающиеся имитационного моделирования дисци-
плин RED, ARED и GRED в NS2.

В третьей части описываются численный и имитационный эксперименты. Чис-
ленное моделирование проводится с помощью комплекса программ, описанных во
второй части. Имитационное моделирование проводится с помощью пакета про-
грамм NS2 (Network Simulator) [11]. На основании проведённых численного и ими-
тационного эксперимента делается вывод о качественном соответствии численной
и имитационной моделей.

2. Дисциплины обслуживания очередей
2.1. Алгоритм RED

Рассмотрим алгоритм работы дисциплины Random Early Detection (RED) [1].

Алгоритм 1 Алгоритм RED
𝑞𝑎𝑣𝑔 ← 0
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡← −1

while 𝑝𝑎𝑐𝑘𝑒𝑡 do ◁ Пока приходят пакеты
𝑞𝑎𝑣𝑔 ← 𝑄𝑢𝑒𝑢𝑒𝐴𝑣𝑔( ) ◁ Вычисляем средний размер очереди
if 𝑞 > 0 then

𝑞𝑎𝑣𝑔 ← (1− 𝑤𝑞)𝑞𝑎𝑣𝑔 + 𝑤𝑞𝑞
else

𝑚← 𝑓(𝑡𝑖𝑚𝑒− 𝑞𝑡𝑖𝑚𝑒)
𝑞𝑎𝑣𝑔 ← (1− 𝑤𝑞)

𝑚𝑞𝑎𝑣𝑔
end if

if 𝑞𝑚𝑖𝑛 < 𝑞𝑎𝑣𝑔 < 𝑞𝑚𝑎𝑥 then
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡+ 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡+ 1
𝑝← 𝑝𝑚𝑎𝑥(𝑞𝑎𝑣𝑔 − 𝑞𝑚𝑖𝑛)/(𝑞𝑚𝑎𝑥 − 𝑞𝑚𝑖𝑛)
𝑝← 𝑝/(1− 𝑝 · 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡)

𝑀𝑎𝑟𝑘(𝑝𝑎𝑐𝑘𝑒𝑡, 𝑝) ◁ Маркируем пакет в вероятностью 𝑝
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡← 0

else if 𝑞𝑎𝑣𝑔 > 𝑞𝑚𝑎𝑥 then
𝑀𝑎𝑟𝑘(𝑝𝑎𝑐𝑘𝑒𝑡, 1)
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡← 0

else
𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡← −1

end if

if 𝑞 = 𝑂 then 𝑞𝑡𝑖𝑚𝑒 ← 𝑡𝑖𝑚𝑒
end if

end while

Переменные:
– 𝑄 и 𝑞 — максимальная вместительность очереди и текущая длина очереди;
– 𝑄̂ или 𝑞𝑎𝑣𝑔 –– средняя длина очереди (avg — average queue size);
– 𝑞𝑡𝑖𝑚𝑒 — время, с которого очередь находится в пустом состоянии;
– 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡 — число пакетов, начиная с первого помеченного;
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Константы:
– 𝑤𝑞 — вес очереди;
– 𝑞𝑚𝑖𝑛 — минимальный порог заполнения очереди;
– 𝑞𝑚𝑎𝑥 — максимальная порог заполнения очереди;
– 𝑝𝑚𝑎𝑥 — максимальное значение вероятности сброса 𝑝;
Остальные параметры:

– 𝑝 — текущая вероятность того, что пакет будет помечен;
– 𝑡𝑖𝑚𝑒 — текущее время;
– 𝑓(𝑡) — линейная функция от времени 𝑡.

При использовании RED маршрутизатор вычисляет средний размер очереди,
используя низкоуровневый фильтр с экспоненциальным весовым коэффициен-
том (экспоненциально взвешенное скользящее среднее). Средний размер очереди
сравнивается с двумя пороговыми значениями — минимальным и максимальным
порогами. Если средний размер очереди меньше, чем минимальный порог, то па-
кеты не маркируются для сброса. Если средний размер очереди превышает мак-
симальный порог, то все прибывающие пакеты маркируются для последующего
сброса. При этом гарантируется, что при увеличении числа сброшенных пакетов,
средний размер очереди не превысит максимального порога.

Когда средний размер очереди находится в пределах минимального и мак-
симального порогов, то каждый пакет помечается для последующего сброса с
вероятностью 𝑝𝑎, где 𝑝𝑎 — функция от среднего размера очереди 𝑎𝑣𝑔. Каждый
раз, когда пакет помечается, вероятность того, что он пришёл от конкретного
соединения, прямо пропорциональна полосе пропускания этого соединения.

2.2. Алгоритм AURED

Алгоритм AURED (Autonomus RED) [2] вместо фиксированного значения 𝑝𝑚𝑎𝑥
изменяет 𝑝𝑚𝑎𝑥 периодически, основываясь на оценке уровня производительности.

Алгоритм 2 Алгоритм AURED
𝑃𝑘 ← 𝑞𝑘/𝑄
if 𝑃𝑘 6 𝑃𝑘−1 then

𝑜𝑝𝑘 ← −𝑜𝑝𝑘−1

else
if 𝑜𝑝𝑘 > 0 then

𝑝𝑚𝑎𝑥 ← 𝛼+ 𝑝𝑚𝑎𝑥

else
𝑝𝑚𝑎𝑥 ← 𝑝𝑚𝑎𝑥 · 𝛽

end if
end if
𝑃𝑘 ← 𝑃𝑘

𝑜𝑝𝑘−1 ← 𝑜𝑝𝑘

Специфические параметры алгоритма

– 𝑃𝑘 — текущий уровень производительности, вычисляется как 𝑃𝑘 = 𝑞𝑘/𝑄;
– 𝑃𝑘−1 — уровень производительности на предыдущем шаге;
– 𝑜𝑝𝑘, 𝑜𝑝𝑘−1 — оператор настройки (adjustment operator), предлагается взять
𝑜𝑝0 = 1;

– 𝛼, 𝛽 — параметры, позволяющие настроить изменение 𝑝𝑚𝑎𝑥. Авторы алго-
ритма предлагают 𝛼 = 0.02, а 𝛽 = 0.8.
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2.3. Алгоритм SARED

Задача алгоритма SARED [10] — удерживать очередь в стабильном состоянии
и близко к заданному уровню [𝑞𝑚𝑖𝑛, 𝑞𝑚𝑎𝑥]. В SARED для вычисления экспонен-
циального взвешенного скользящего среднего используется два весовых коэффи-
циента 𝑤𝑞𝑛 (normal) и 𝑤𝑞ℎ (high). На каждом шаге алгоритма корректируется
величина 𝑞 по следующим формулам:

𝑞 =

{︂
(1− 𝑤𝑞 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙)𝑞 + 𝑤𝑞 𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙𝑞, 𝑞 ∈ 𝐼,
(1− 𝑤𝑞 ℎ𝑖𝑔ℎ)𝑞 + 𝑤𝑞 ℎ𝑖𝑔ℎ𝑞, 𝑞 /∈ 𝐼,

где 𝐼 обозначает интервал от 𝑞𝑚𝑖𝑛+0.4 · (𝑞𝑚𝑎𝑥− 𝑞𝑚𝑖𝑛) до 𝑞𝑚𝑖𝑛+0.6 · (𝑞𝑚𝑎𝑥− 𝑞𝑚𝑖𝑛).

2.4. Алгоритм GRED

В алгоритме GRED (Gentle RED) [6] заданные границы очереди разбивают-
ся на два интервала: [𝑞𝑚𝑖𝑛, 𝑞𝑚𝑎𝑥] и [𝑞𝑚𝑎𝑥, 2𝑞𝑚𝑎𝑥], а также изменяется алгоритм
вычисления вероятности сброса.

Алгоритм 3 Алгоритм GRED
if 𝑞𝑎𝑣𝑔 < 𝑞𝑚𝑖𝑛 then

𝑝 = 0
else if 𝑞𝑚𝑖𝑛 6 𝑞𝑎𝑣𝑔 < 𝑞𝑚𝑎𝑥 then

𝑝← 𝑝𝑚𝑎𝑥(𝑞𝑎𝑣𝑔 − 𝑞𝑚𝑖𝑛)/(𝑞𝑚𝑎𝑥 − 𝑞𝑚𝑖𝑛)
𝑝← 𝑝/(1− 𝑝 · 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡)

else if 𝑞𝑚𝑎𝑥 6 𝑞𝑎𝑣𝑔 < 2𝑞𝑚𝑎𝑥 then
𝑝← 𝑝𝑚𝑎𝑥 + (1− 𝑝𝑚𝑎𝑥) · (𝑞𝑎𝑣𝑔 − 𝑞𝑚𝑎𝑥)/𝑞𝑚𝑎𝑥

𝑝← 𝑝/(1− 𝑝 · 𝑐𝑜𝑢𝑛𝑡)
else if 𝑞𝑎𝑣𝑔 > then

p = 1
end if

2.5. Стохастическая и детерминированная модели модуля
управления на маршрутизаторе с дисциплиной обслуживания типа

RED

Кратко опишем стохастическую модель модуля управления на маршрутиза-
торе с дисциплиной обслуживания типа RED.

Стохастическая модель представляет собой систему из трёх стохастических
дифференциальных уравнений Ито:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

d𝑊 (𝑡) =

(︃
1

𝑇 (𝑡)
− 𝑊 2(𝑡)𝑃 (𝑄̂)

𝑇 (𝑡)

)︃
d𝑡+

√︃
1

𝑇 (𝑡)
+
𝑊 2(𝑡)𝑃 (𝑄̂)

𝑇 (𝑡)
d𝑉 1,

d𝑄(𝑡) =

(︂
𝑊 (𝑡)

𝑇 (𝑡)
− 𝐶

)︂
d𝑡+

√︃
𝑊 (𝑡)

𝑇 (𝑡)
− 𝐶d𝑉 2,

d𝑄̂(𝑡) = 𝑤𝑞𝐶(𝑄(𝑡)− 𝑄̂(𝑡)).

Здесь 𝑊 (𝑡) — размер TCP окна, 𝑄(𝑡) — мгновенная длина очереди, 𝑄̂(𝑡) —
экспоненциально взвешенное скользящее среднее длины очереди, 𝑇 (𝑡) — время
двойного оборота (за время двойного оборота приходят все подтверждения на от-
правленное окно TCP), 𝑃 (𝑄̂) — функция вычисления вероятности сброса пакета,
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𝐶 — интенсивность обслуживания, d𝑉 1,d𝑉 2 — винеровские процессы, соответ-
ствующие случайным процессам 𝑊 (𝑡) и 𝑄(𝑡). Вывод и обоснование модели см. в
работе [8].

Детерминированная модель, подробно рассмотренная в работе [7], получается
из стохастической системы путём отбрасывания стохастического члена.

3. Программное обеспечение для моделирования
алгоритмов обслуживания очереди типа RED
3.1. Численное моделирования алгоритмов типа RED

Программный комплекс для численного моделирования дисциплин обслужи-
вания очереди на маршрутизаторе типа RED был написан на языке программиро-
вания Python версии 3 с использованием следующих библиотек: numpy, matplotlib
и scipy. Весь программный код открыт и доступен по ссылке https://bitbucket.
org/mngev/red-modeling-public.

3.1.1. Структура программного комплекса

Модуль red состоит из нескольких файлов.
– red.py — основной файл, в котором находятся все классы, реализующие дис-

циплины обслуживания очереди типа RED;
– rungekutta.py — несколько методов, реализующих детерминированные чис-

ленные схемы Рунге-Кутты 2,3,4,5 и 6 порядков (используются в red.py для
решения системы обыкновенных дифференциальных уравнений);

– sde.py — набор функций, реализующих стохастические численные схемы ти-
па Рунге-Кутты (также используются в red.py для решения системы стоха-
стических дифференциальных уравнений);

– plot.py — набор функций для графического представления результатов вы-
числения;

– main.py — сценарии стандартных вычислений (вычислить и нарисовать гра-
фики стохастического и детерминированного фазового портрета, решений
уравнений и параметров автоколебаний и т.д.);

– settings.py — в данном файле несколько функций для обработки конфи-
гурационных ini файлов, на основе которых создаются словари python с на-
стройками вычислений.

3.1.2. Описание классов дисциплин обслуживания

При разработке программы использовался объектно-ориентированный под-
ход. В качестве объектов были выбраны дисциплины обслуживания очередей.
Так как все они основаны на дисциплине обслуживания RED и отличаются лишь
в деталях, то естественным способом их программной реализации было выделение
объекта RED в родительский класс и наследование его всеми остальными объек-
тами (ARED, AURED, DSRED, EFRED, POWARED, RARED, SARED, WRED,
GRED). При этом подклассы наследуют все методы и атрибуты родительского
класса и переопределяют лишь те методы, которые отличают конкретную дисци-
плину обслуживания от RED. Ни в одном подклассе не вводится новых методов,
поэтому достаточно дать описание родительского класса RED.

Метод __init__(self, q_min=0.2, q_max=0.4) — играет роль конструктора
класса RED и инициирует следующие атрибуты:

– name — имя дисциплины обслуживания,
– Tp — время прохождения пакета от источника до узла и обратно,
– wq — вес очереди,
– w_max — максимальный размер TCP-окна,
– q_min — минимальное пороговое значение пакетов для алгоритма RED,
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– q_max — максимальное пороговое значение пакетов для алгоритма RED,
– c_small — количество обслуживаемых за 1 секунду пакетов,
– R — размер буфера,
– p_max — максимальная вероятность сброса,
– N — количество узлов,
– delta — вычисляется на основе c_small,
– time_interval — временной интервал интегрирования, кортеж (𝑡0, 𝑇 ),
– with_pto — включить/выключить сброс по тайм-ауту.
Методы класса:

– C(x) — вычисление интенсивности обслуженной нагрузки;
– P(x) — функция вероятности сброса RED применяемая при решении диф-

ференциальных уравнений;
– P2(x) — функция вероятности сброса RED применяемая при решении урав-

нений автоколебания;
– Q(x) — правая часть уравнения для вычисления мгновенного размера очере-

ди;
– Qe(x) — правая часть третьего уравнения системы, вычисляющая экспонен-

циально взвешенное скользящее среднее значение мгновенной длины очере-
ди;

– Ttot(x) — время потери по тайм-ауту 𝑇𝑇𝑂;
– W(x) — правая часть первого уравнения системы ОДУ. Функции для вычис-

ления размера TCP-окна;
– W_sde(x) — правая часть первого уравнения системы СДУ. Функции для

вычисления размера TCP-окна. Отличие от W в отсутствии знака минус у
выражения x[0]/2.0;

– ode(t, x, p) — правая часть ОДУ. Три аргумента добавлены для совмести-
мости и имеют следующий смысл:

– t — время,
– x — переменная в виде массива из трёх элементов [W(t), Q(t), Qe(t)],
– p — параметры.

– p_to(x) — вероятность сброса пр тайм-ауту;
– sde_G(x) — матрица диффузии (в данном случае она диагональна);
– sde_f(x) — вектор сноса;
– self_oscillation_equation(x) — система из двух уравнений для вычисле-

ния параметров автоколебания;
– solve_ode(step=0.01, x_0=[1.0, 0.0, 0.0]) — метод решает систему ОДУ,

ассоциированную с дисциплиной обслуживания. Для решения используется
метод Рунге-Кутты из файла rungekutta.py; аргументы:

– step — шаг,
– x_0 — начальные значения в виде списка из трёх элементов;

– solve_sde(step=0.01, x_0=[1.0, 0.0, 0.0]) — метод решает систему СДУ,
ассоциированную с дисциплиной обслуживания. Для решения используется
метод из файла sde.py; аргументы те же что и у предыдущего метода;

– solve_self_oscillation_equation_2d(equation_type=’ode’) — решает си-
стему алгебраических уравнений для параметров автоколебания в случае из-
менения только q_max;

– solve_self_oscillation_equation_3d() — решает систему алгебраических
уравнений для параметров автоколебания в случае изменения и q_max и
q_min.

3.1.3. Описание конфигурационных файлов

Конфигурационные файлы позволяют задавать параметры численного моде-
лирования для различных дисциплин обслуживания очереди. Также имеется воз-
можность задать различные параметры для одной и той же дисциплины обслу-
живания в случае необходимости изучения данной дисциплины при различных
параметрах.
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Все конфигурационные файлы должны иметь формат ini и находиться в ди-
ректории settings. Файл параметры вычислений.ini обязателен, он состоит из
трёх разделов.

В разделе [Параметры метода] заданы следующие параметры:
– h — шаг сетки численного метода,
– W_0 — начальный размер TCP окна (начальное значение переменной 𝑊 ),
– Q_0 — начальный размер очереди (начальное значение переменной 𝑄),
– Qe_0 — начальный средневзвешенный размер очереди (начальное значение

переменной 𝑄̂).
В разделе [Прочие настройки] на данный момент указывается формат фай-

ла изображения графиков, который необходимо создать. Параметр формат файла
может принимать значения pdf и png.

В разделе [Типы вычислений] можно включить или отключить тот или иной
тип вычисления:

– Решение детерминированное
– Решение стохастическое
– Спектр детерминированный
– Спектр стохастический
– Автоколебания детерминированные
– Автоколебания стохастические
Также в директории settings можно создать файлы настройки параметров

дисциплин, для которых предполагается произвести расчёты. Название этого фай-
ла может быть произвольным, но его следует обязательно добавить в список
qd_settings, заданный в файле main.py. Все перечисленные в этом списке фай-
лы будут последовательно использованы для вычислений. Если файл в список не
включён, то он будет проигнорирован.

Файлы с настройками параметров дисциплин должны обязательно содержать
раздел [DEFAULT], в котором перечислены все возможные параметры и им при-
своены значения по умолчанию. Все дальнейшие разделы должны начинаться с
названия поддерживаемых расчётной программой дисциплин обслуживания (в
red.py должен присутствовать соответствующий класс). После названия дисци-
плины должен стоять пробел, а далее может идти любой поясняющий текст.

Если в том или ином разделе не указать вообще ни одного параметра, то будут
использованы значения по умолчанию. Название секции при этом убирать из
файла не следует, так как в противном случае вычислений для этой дисциплины
обслуживания проведено не будет.

Есть возможность для одной и той же дисциплины задать несколько раз-
ных наборов параметров, для этого в названии секции надо через пробел до-
бавить любое дополнительное слово или число. Например, [RED вариант 1] и
[RED вариант 2]. Оно будет использовано в названии файлов с результатами вы-
числений.

3.2. Имитационное моделирования дисциплины RED, ARED и
GRED с помощью NS2

Вся необходимая информация по работе с ns2 изложена в официальной доку-
ментации [11] и в примерах, доступных в дистрибутиве. Поэтому здесь мы лишь
кратко опишем те моменты, которые касаются дисциплин обслуживания очере-
дей.

В ns2 существуют реализации трёх разновидностей дисциплины RED: ориги-
нальный алгоритм RED, адаптивный алгоритм ARED и Gentle RED. Выбор кон-
кретного алгоритма осуществляется путём изменения параметров скрипта. Рас-
смотрим эти параметры подробнее.

– bytes_: включает (true) или выключает (false) режим «byte mode», в ко-
тором размер пакетов влияет на вероятность их пометки на сброс;

– Queue-in-bytes_: если значение параметра установлено как true, то средняя
длина очереди будет измеряться в битах. Также при этом параметры thresh_
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и maxthres_ будут измеряться по вычисленному среднему размеру пакетов—
- mean_pktsize_. По умолчанию устанавливается значение false;

– thres_: минимальный порог длины очереди 𝑞min;
– maxthres_: максимальный порог длины очереди 𝑞max;
– mean_pktsize_: приблизительная оценка размера пакета в битах. Значение

по умолчанию — 500;
– q_weight_: весовой фактор 𝑤𝑞, используемый при вычислении средней длины

очереди;
– wate_: этот параметр позволяет выдерживать интервал между отбрасывае-

мыми пакетами, если установить его значение как true;
– linterm_: обратное значение параметра 𝑝max. По умолчанию 10;
– setbit_: принимает значение false, если RED отбрасывает помеченные па-

кеты. В случае установки значения true, в помеченные пакеты добавляется
бит перегрузки (congestion bit) — некоторые реализации TCP реагируют на
этот бит;

– drop-tail_: если значение истина, то при переполнении буфера или при пре-
вышении числа пакетов в очереди значения 𝑞max переключатся на алгоритм
Drop Tail.

Значения, установленные по умолчанию для параметров q_weight_, maxthresh_
и thres_, равны соответственно 0, 002, 15 и 5. В более поздних реализациях ns2
они вычисляются автоматически.

Параметры ARED и GRED. Чтобы задействовать ARED или GRED необ-
ходимо дополнительно задать следующие параметры:

– adaptive_ — включение или отключение адаптивного алгоритма ARED;
– alpha_ и beta_ — значение параметров 𝛼 и 𝛽 дисциплины ARED;
– gentle_ — включение или отключение Gentle RED.
Мониторинг очереди
Одним из наиболее важных объектов в ns-2 является монитор очереди. Он

позволяет собирать информацию о длине очереди, о прибывших, уходящих и от-
брошенных пакетах. Для внедрения монитора между двумя узлами, необходимо
добавить следующие строки:

#Включаем монитор очереди
set qmon [$ns monitor-queue $R1 $R2 [open qm.tr w] 0.01]
[$ns link $R1 $R2] queue-sample-timeout

Объект monitor-queue имеет 4 аргумента: первые два определяют соединение,
на котором находится очередь, третий — выходной файл, куда будут записываться
данные, а четвёртый — частота занесения данных в файл.

Выходной текстовой файл с результатами мониторинга состоит из 11 коло-
нок: время, узел источник, узел приёмник (2 и 3 соответственно узлы, которые
определяют очередь), размер очереди в битах, размер очереди в пакетах, число
прибывших пакетов, число пакетов, покинувших очередь, число пакетов, отбро-
шенных очередью, число прибывших битов, число битов вышедших из очереди,
число отброшенных битов.

Мониторинг очереди RED
Для мониторинга параметров очереди RED (например, между узлами 𝑛2 и

𝑛3) необходимо добавить следующие строки кода:
set redq [[$ns link $n2 $n3] queue]
set traceq [open red-queue.tr w]
$redq trace curq_
$redq trace ave_
$redq attach $traceq

Здесь curq_ — текущий размер очереди, а ave_ — средний размер очереди. В
результате получим выходной файл, состоящий из трёх колонок. Первая колонка
содержит флаг Q (текущий размер очереди) или a (средний размер очереди).
Далее следуют время и значение наблюдаемого параметра.

Мониторинг потоков
Файл «монитор потоков» включает более детальную информацию о типе от-

брасывания. Он учитывает разницу между ранними отбрасываниями (Early Drops,
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ED), т.е. такими, которые произошли благодаря работе алгоритма RED, и от-
брасываниями, произошедшими в результате переполнения буфера. Файл имеет
следующий формат.

– Колонка 1: время записи информации (данной строки) в файл.
– Колонка 2 и 5: обе колонки дают id потока.
– Колонка 3: null (нулевой показатель).
– Колонка 4: вид потока.
– Колонка 6 и 7: источник и пункт назначение потока.
– Колонка 8 и 9: полное число прибывших данных в конкретном потоке в па-

кетах и в битах.
– Колонка 10 и 11: число ранних отбрасываний из конкретного потока в паке-

тах и битах.
– Колонка 12 и 13: полное число прибывших данных во всех потоках в пакетах

и битах.
– колонка 14 и 15: число ранних отбрасываний во всех потоках в пакетах и

байтах.
– Колонки 16 и 17: число отбрасываний обоих типов во всех потоках в пакетах

и в битах.
– Колонки 18 и 19: число отбрасываний обоих типов в конкретном потоке в

пакетах и битах.
Добавление модулей AURED и SARED
В ns2 отсутствует реализация как AURED, так и SARED. Соответствующие

модули были добавлены авторами путём модификации модуля red.c. Процесс
добавления собственного модуля в ns2 сравнительно прост. Опишем его по шагам
(используется дистрибутив ns-allinone-2.35):

– в каталоге ns-allinone-2.35/ns-2.35/queue создаём файлы с описанием ал-
горитмов: aured.cc, aured.h, sared.cc, sared.h (в нашем случае это были
модифицированные копии файлов red.cc и red.h);

– после этого добавленные модули вносим в соответствующий список в файле
Makefile.in, находящемся в каталоге ns-allinone-2.35/ns-2.35;

– запускаем компиляцию ns путём последовательного запуска двух скриптов
./configure и make из директории ns-allinone-2.35/ns-2.35.

4. Численное и имитационное моделирование алгоритмов
RED, AURED, SARED и GRED

Для численного моделирования алгоритмов AURED, SARED и GRED был ис-
пользован вышеописанный программный комплекс. Стохастическая и детермини-
рованная численные модели были распространены на случай алгоритмов AURED,
SARED и GRED. Был написан модуль (подкласс), расширяющий программный
комплекс и вводящий в него модели вышеперечисленных алгоритмов [9,10].

Был проведён численный эксперимент с помощью этого комплекса программ,
реализующих решение системы стохастических дифференциальных уравнений
стохастическим методом Рунге-Кутты слабого порядка 2.0 и сильного порядка
1.0. Полученные результаты были представлены в графическом виде (см. рис. 1,
3, 5, 7, 9).

Также было проведено имитационное моделирование с использованием симу-
лятора NS2. Полученные результаты были представлены в виде графиков зави-
симости средней и мгновенной длины очереди от времени (см. рис. 2, 4, 6, 8, 10).

– Анализ графиков позволяет утверждать, что численная и имитационная мо-
дели дают сходный качественный результат. Средняя длина очереди в начале
работы алгоритма резко повышается, а затем убывает и стабилизируется, ос-
циллируя около фиксированного значения.

– Протоколы ARED, AURED и SARED отличаются от RED существенно мень-
шим колебанием мгновенной длины очереди, что соответствует данным из
литературы, посвящённой этим протоколам. Протокол GRED отличается от
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Рис. 1. Результаты численного
моделирования алгоритма RED
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Рис. 2. Результаты имитационного
моделирования алгоритма RED

0

20

40

60

80

100

Q
(t
) [

па
к.

]

Мгновенный размер очереди (qmin=20; qmax=40)

0 10 20 30 40 50
Время [сек.]

0

20

40

60

80

100

Q̂
(t
) [

па
к.

]

Экспоненциально взвешенное скользящее 
среднее от Q(t) (qmin=20; qmax=40)

Рис. 3. Результаты численного
моделирования алгоритма ARED
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Рис. 4. Результаты имитационного
моделирования алгоритма ARED
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Рис. 5. Результаты численного
моделирования алгоритма GRED
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Рис. 6. Результаты имитационного
моделирования алгоритма GRED
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Рис. 7. Результаты численного
моделирования алгоритма AURED
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Рис. 8. Результаты имитационного
моделирования алгоритма AURED
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Рис. 9. Результаты численного
моделирования алгоритма SARED
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Рис. 10. Результаты имитационного
моделирования алгоритма SARED

RED меньшей амплитудой колебания текущей длины очереди в начале сво-
ей работы. Меньшие колебания мгновенной длины очереди положительно
сказываются на производительности маршрутизатора, так как уменьшается
вероятность спонтанного переполнения буфера и переключения маршрути-
затора в режим Drop Tail.
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Numerical Modeling and Simulation of RED Active Queue

Management Algorithms
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The aim of this paper is to expand the stochastic model of RED (Random Early Detec-
tion) for the case of AURED, SARED and GRED queue service disciplines, as well as the
verification of numerical simulation results with NS2 software. A stochastic model is based
on the a system of three Ito stochastic equations. The numerical solution is carried out us-
ing stochastic Runge–Kutta methods with weak convergence of the second order. Software
package for the numerical simulation written by authors in Python version 3 using libraries
NumPy and SciPy. The article describes in detail the components of software package. For
simulation we use open source software package for modeling Computer Networks NS2. In
this article, the authors briefly describe those moments that touch queuing disciplines, not
dwelling on the general description of NS2. The simulation results are presented as a plot
of the average queue length and the current queue length as functions of time. Based on
the analysis of the graphs, it is shown that the simulation and Numerical simulation gave
qualitatively related to each other results.

Key words and phrases: RED, routing, stochastic differential equations, stochastic
numerical methods, ns2.
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Моделирование распространения электромагнитных волн

методом конечных разностей с помощью openEMS
А. А. Шарапова, Д. С. Кулябов
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Существующие методы численного моделирования электромагнитного поля в среде
обладают, к сожалению, каждый своими недостатками. Авторы поставили себе задачу
проанализировать наиболее популярные методы. В качестве модельной задачи авторами
рассматривается линза Люнеберга.

В данной работе авторы рассматривают метод конечных разностей во временной об-
ласти, программное средство openEMS и его применимость к задачам численного мо-
делирования распространения электромагнитных волн в среде на примере сферической
линзы Люнеберга.

Благодаря своей простоте и широким возможностям метод конечных разностей во
временной области (Finite-Difference Time-Domain method, FDTD) применяется для ре-
шения широкого спектра задач. Существует достаточно большое количество программ-
ных инструментов, как с открытым исходным кодом, так и проприетарных, позволя-
ющих производить расчёт этим методом. Программный комплекс openEMS является
набором функций для MATLAB или Octave, с помощью которых можно произвести
расчёт характеристик электромагнитного поля методом EC-FDTD в декартовых или
цилиндрических координатах. Программный комплекс openEMS является бесплатным
и имеет открытый исходный код. Поддерживаются параллельные технологии вычисле-
ния (MPI).

В данной работе на примере моделирования прохождения электромагнитных волн
сквозь сферическую линзу Люнеберга показан процесс работы с openEMS, его установ-
ка и настройка, а также даны общие сведения о работе метода FDTD и алгоритма Йи.
Приведён пример работы алгоритма Йи. Показан способ анализа и визуализации резуль-
татов моделирования с помощью программы ParaView. Приведён исходный код скрипта
для моделирования.

Исследованы возможности openEMS и метода FDTD при моделировании распростра-
нения электромагнитных волн в среде.

Ключевые слова: Метод конечных разностей во временной области, openEMS,
линза Люнеберга.

1. Введение
Метод конечных разностей во временной области (далее FDTD) является, воз-

можно, самым простым и популярным методом численной электродинамики. Как
и всякий численный метод, он имеет свои достоинства и недостатки. К его досто-
инствам помимо простоты относится возможность получить результат для широ-
кого спектра длин волн за один расчёт, возможность задать свойства материала в
любой точке расчётной сетки, что позволяет задавать анизотропные, дисперсные
и нелинейные среды, возможность наблюдать реальное поведение полей во вре-
мени и высокая параллельная эффективность. В тоже время FDTD может быть
очень ресурсозатратным методом, особенно при моделировании длинных предме-
тов, таких как, например, провода.

В узком смысле под FDTD понимается использование базового алгоритма Йи
для численного решения уравнений Максвелла. Разумеется, с момента выхода
статьи Йи он был значительно расширен. Сейчас FDTD включает в себя множе-
ство возможностей: моделирование сред с дисперсными и нелинейными свойства-
ми, применение различных типов сеток, постропроцессорная обработка результа-
тов и так далее [1, 2].

Статья поступила в редакцию 1 января 2016 г.
Работа частично поддержана грантами РФФИ № 14-01-00628, 15-07-08795 и 16-07-00556.
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Существует достаточно много программных средств, позволяющих произво-
дить расчёт методом FDTD. Одним из них является симулятор openEMS [3].
openEMS не является отдельной программой, а представляет набор функций, ко-
торые можно использовать в MATLAB или Octave скриптах. В данной работе
будет рассмотрен расчёт электромагнитного поля методом EC-FDTD (Equivalent
Circuit FDTD) при помощи openEMS.

Работа имеет следующую структуру. В разделе 2 рассматривается класси-
ческий алгоритм Йи и его применение для расчёта электромагнитного поля в
трёхмерном пространстве, а также приведён стандартный алгоритм расчёта ме-
тодом FDTD. В разделе 3 описываются некоторые особенности работы с пакетом
openEMS. В разделе 4 описывается собственно процесс моделирования сфериче-
ской линзы Люнеберга с помощью электромагнитного симулятора openEMS.

2. Алгоритм Йи

Алгоритм Йи представляет собой схему дискретизации уравнений Максвелла,
записанных в дифференциальной форме. Сетки для электрического и магнитного
полей смещены по отношению друг к другу на половину шага дискретизации
по каждой из пространственных переменных и по времени. В результате узлы,
соответствующие компонентам E, расположены таким образом, что каждый из
них окружён четырьмя компонентами H, и наоборот. Для расчёта значений E
на временном шаге 𝑛 + 1/2 используются значения H на шаге 𝑛. Аналогичным
образом значения H на шаге 𝑛+1 рассчитываются с использованием значений E
на шаге 𝑛+ 1/2. Так последовательно рассчитываются все значения полей.

Таким образом, конечно-разностные уравнения позволяют определить элек-
трические и магнитные поля на данном временном шаге на основании известных
значений полей на предыдущем, и при заданных начальных условиях вычисли-
тельная процедура даёт решение во времени от начала отсчёта с заданным вре-
менным шагом.

Ниже описан алгоритм Йи по шагам:
1. Заменить производные в законе Ампера и законе Фарадея конечными разно-

стями.
2. Выразить из полученных дифференциальных уравнений неизвестные значе-

ния полей текущего временного шага через уже известные значения полей
предыдущего временного шага.

3. Найти значения напряжённости магнитного поля для текущего временного
шага.

4. Найти значения напряжённости электрического поля для текущего времен-
ного шага.

5. Повторять последние два пункта до тех пор, пока не будут получены значе-
ния полей на всём искомом временном промежутке.

2.1. Пример работы алгоритма Йи

Рассмотрим работу метода FDTD поэтапно.
Как уже говорилось, на первом шаге необходимо заменить производные в за-

конах Ампера и Фaрадея конечными разностями. Пусть эти уравнения записаны
в следующем виде:

−𝜎𝑚H− 𝜇𝜕H
𝜕𝑡

= ∇×E, (1)

𝜎E+ 𝜀
𝜕E

𝜕𝑡
= ∇×H. (2)

Здесь H и E – напряжённости электрического и магнитного полей, 𝜇 и 𝜀 —
диэлектрическая и магнитная проницаемости среды, 𝜎𝑚H и 𝜎E — плотности элек-
трического тока и её магнитный аналог.
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Обозначим компоненты векторов H и E следующим образом:

𝐻𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝐻𝑥(𝑚Δ𝑥, 𝑛Δ𝑦, 𝑝Δ𝑧, 𝑞Δ𝑡) = 𝐻𝑞
𝑥[𝑚,𝑛, 𝑝], (3)

𝐻𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝐻𝑦(𝑚Δ𝑥, 𝑛Δ𝑦, 𝑝Δ𝑧, 𝑞Δ𝑡) = 𝐻𝑞
𝑦 [𝑚,𝑛, 𝑝], (4)

𝐻𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝐻𝑧(𝑚Δ𝑥, 𝑛Δ𝑦, 𝑝Δ𝑧, 𝑞Δ𝑡) = 𝐻𝑞
𝑧 [𝑚,𝑛, 𝑝], (5)

𝐸𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝐻𝑥(𝑚Δ𝑥, 𝑛Δ𝑦, 𝑝Δ𝑧, 𝑞Δ𝑡) = 𝐸𝑞
𝑥[𝑚,𝑛, 𝑝], (6)

𝐸𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝐻𝑦(𝑚Δ𝑥, 𝑛Δ𝑦, 𝑝Δ𝑧, 𝑞Δ𝑡) = 𝐸𝑞
𝑦 [𝑚,𝑛, 𝑝], (7)

𝐸𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) = 𝐻𝑧(𝑚Δ𝑥, 𝑛Δ𝑦, 𝑝Δ𝑧, 𝑞Δ𝑡) = 𝐸𝑞
𝑧 [𝑚,𝑛, 𝑝]. (8)

Здесь 𝑥, 𝑦, 𝑧 — координаты узлов в пространстве, а 𝑡 — координата по вре-
мени. Соответственно Δ𝑥, Δ𝑦, Δ𝑧 и Δ𝑡 — сеточные шаги по соответствующим
направлениям.

Как уже было сказано выше, существуют различные типы расчётных сеток,
но мы будем пользоваться сеткой Йи как самой распространённой. Расположение
узлов в сетке Йи показано на рис. 1.
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Рис. 1. Расположение узлов в трёхмерной сетке Йи

Распишем теперь уравнения (1) и (2) покомпонентно:

−𝜎𝑚𝐻𝑥 − 𝜇
𝜕𝐻𝑥

𝜕𝑡
=
𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑦
− 𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑧
, (9)

−𝜎𝑚𝐻𝑦 − 𝜇
𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑡
=
𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑧
− 𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑥
, (10)

−𝜎𝑚𝐻𝑧 − 𝜇
𝜕𝐻𝑧

𝜕𝑡
=
𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑦
, (11)

𝜎𝐸𝑥 + 𝜀
𝜕𝐸𝑥

𝜕𝑡
=
𝜕𝐻𝑧

𝜕𝑦
− 𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑧
, (12)

𝜎𝐸𝑦 + 𝜀
𝜕𝐸𝑦

𝜕𝑡
=
𝜕𝐻𝑥

𝜕𝑧
− 𝜕𝐻𝑧

𝜕𝑥
, (13)

𝜎𝐸𝑧 + 𝜀
𝜕𝐸𝑧

𝜕𝑡
=
𝜕𝐻𝑦

𝜕𝑥
− 𝜕𝐻𝑥

𝜕𝑦
. (14)
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Как можно видеть из этих уравнений, производная по времени каждого ком-
понента выражена через производные по направлениям другого поля.

Теперь можно заменить частные производные конечными разностями. Рас-
смотрим уравнение (9):

− 𝜎𝑚
𝐻

𝑞+ 1
2

𝑥

[︂
𝑚,𝑛+

1

2
, 𝑝+

1

2

]︂
+𝐻

𝑞− 1
2

𝑥

[︂
𝑚,𝑛+

1

2
, 𝑝+

1

2

]︂
2

−

− 𝜇
𝐻

𝑞+ 1
2

𝑥

[︂
𝑚,𝑛+

1

2
, 𝑝+

1

2

]︂
−𝐻𝑞− 1

2
𝑥

[︂
𝑚,𝑛+

1

2
, 𝑝+

1

2

]︂
Δ𝑡

=

=

𝐸𝑞
𝑧

[︂
𝑚,𝑛+ 1, 𝑝+

1

2

]︂
− 𝐸𝑞

𝑧

[︂
𝑚,𝑛, 𝑝+

1

2

]︂
Δ𝑦

−

−
𝐸𝑞

𝑦

[︂
𝑚,𝑛+

1

2
, 𝑝+ 1

]︂
− 𝐸𝑞

𝑦

[︂
𝑚,𝑛+

1

2
, 𝑝

]︂
Δ𝑧

. (15)

Отсюда выразим искомое значение 𝐻𝑞+ 1
2

𝑥

[︂
𝑚,𝑛+

1

2
, 𝑝+

1

2

]︂
:

𝐻
𝑞+ 1

2
𝑥

[︂
𝑚,𝑛+

1

2
, 𝑝+

1

2

]︂
=

1− 𝜎𝑚Δ𝑡

2𝜇

1 + 𝜎𝑚Δ𝑡

2𝜇

𝐻
𝑞− 1

2
𝑥

[︂
𝑚,𝑛+

1

2
, 𝑝+

1

2

]︂
+

+
Δ𝑡

𝜇Δ𝑦

(︂
𝐸𝑞

𝑦

[︂
𝑚,𝑛+

1

2
, 𝑝+ 1

]︂
− 𝐸𝑞

𝑦

[︂
𝑚,𝑛+

1

2
, 𝑝

]︂)︂
−

− 1

1 + 𝜎𝑚Δ𝑡

2𝜇

Δ𝑡

𝜇Δ𝑧

(︂
𝐸𝑞

𝑧

[︂
𝑚,𝑛+ 1, 𝑝+

1

2

]︂
− 𝐸𝑞

𝑧

[︂
𝑚,𝑛, 𝑝+

1

2

]︂)︂
. (16)

Точно также следует поступить с уравнениями (10) и (11). После того, как
новые значения напряжённости магнитного поля будут найдены, их можно бу-
дет использовать для нахождения следующих значений напряжённости электри-
ческого поля (уравнения (12)–(14)). Процесс продолжается до тех пор, пока не
будут найдены значения H и E на всем искомом временном промежутке.

2.2. Порядок расчёта методом FDTD

Порядок расчёта методом FDTD следующий:

1. Задание расчётной области, сетки и граничных условий.
2. В расчётной области задаются материальные тела, составляющие интересу-

ющую нас структуру и их свойства.
3. Задание источника излучения.
4. Задание «детектора», отслеживающего изменения полей в нужных точках.

Детектор — это не обязательно материальное тело, им может служить просто
набор точек.

5. Источник генерирует электромагнитную волну нужного диапазона. Волна
падает на тела и рассеивается на них. История распространения волны фик-
сируется детекторами.



36 Вестник РУДН. СерияМатематика. Информатика. Физика. № 1, 2016. С. 32–40

3. Программный пакет моделирования распространения
электромагнитных волн openEMS

Программный комплекс openEMS — это электромагнитный симулятор с от-
крытым исходным кодом, использующий для расчёта электромагнитного поля
метод EC-FDTD. В отличие от многих других средств оптического моделирова-
ния, например, рассмотренных нами в [4], openEMS не является отдельной про-
граммой, но набором функций для MATLAB или Octave, написанных на C++.

Рассмотрим примеры использования openEMS для решения задачи моделиро-
вания распространения электромагнитных волн в различных структурах.

3.1. Конфигурирование openEMS

Поскольку для вычислений пакет openEMS использует программные комплек-
сы MATLAB или Octave, необходимо сконфигурировать эти комплексы так, что-
бы они могли использовать ресурсы openEMS. Для этого надо добавить путь к
библиотекам openEMS (см. [5]):

addpath(’~/opt/openEMS/share/openEMS/matlab’);
addpath(’~/opt/openEMS/share/CSXCAD/matlab’);
В случае MATLAB следует добавить строчки в файл startup.m, а в случае

Octave — в файл .octaverc.

3.2. Визуализация с помощью ParaView

Визуализировать результаты симуляции можно с помощью программы
ParaView. Её можно установить из стандартных репозиториев. В ParaView необ-
ходимо открыть папку, в которой сохранен результат работы скрипта, и выбрать
.vtr файл (на самом деле их несколько, но в обозревателе они представлены
как дерево). Затем нажать кнопку Apply под списком Properties. Чтобы визу-
ализировать амплитуду электромагнитной волны (далее для краткости ЭМВ),
нужно в выпадающем списке Coloring выбрать E-field (по умолчанию там стоит
SolidColor). Чтобы просмотреть анимацию, нужно нажать кнопку Play на панели
инструментов. Также ParaView позволяет анализировать результаты при помощи
графиков. Например, зависимость амплитуды ЭМВ от времени в определённой
точке расчётной сетки или в зависимости от расстояния [6].

4. Моделирование распространения электромагнитных
волн через сферическую линзу Люнеберга

4.1. Постановка задачи

Теперь рассмотрим задачу моделирования сферической линзы Люнеберга в
openEMS. Ранее мы уже рассматривали некоторые теоретические аспекты проек-
тирования сферической линзы Люнеберга [7], а также моделирование такой линзы
из кубиков, но в рамках геометрической оптики [8, 9]. Как известно, относитель-
ная диэлектрическая проницаемость в линзе Люнеберга зависит от расстояния до
центра линзы и имеет вид

𝜀𝑟(𝑟) = 2−
(︁ 𝑟
𝑅

)︁2
(0 6 𝑟 6 𝑅). (17)

Свойство линзы таково, что она преобразовывает сферический фронт волны,
расходящийся из точки на её поверхности, в плоский фронт [10–12].

Пусть линза имеет диаметр 10𝜆, где 𝜆 — длина волны. Таким образом, что-
бы рассчитать диаметр, нужно знать длину волны, но в openEMS можно задать



Шарапова А.А., Кулябов Д.С. Моделирование распространения . . . 37

только частоту излучения. Для нахождения оставшегося параметра воспользуем-
ся формулой

𝜆 =
𝑐

𝑣
. (18)

При задании параметров излучения в openEMS необходимо иметь ввиду сле-
дующее ограничение:

max (Δ𝑥,𝑦,𝑧) <
𝜆min

15
. (19)

Зададим точечный источник излучения на поверхности линзы. Пусть излуче-
ние имеет частоту 10 МГц и длина волны равна 30 м (радиоволны).

Значения электрического поля зафиксированы в плоскости 𝑋𝑍.

4.2. Анализ скрипта openEMS

Ранее мы уже рассматривали синтаксис openEMS на примере более простой
модели, волновода с двумя металлическими стенками [13]. Несмотря на то, что
линза Люнеберга является более сложной структурой, схема описания модели
остаётся той же. Рассмотрим скрипт построчно. Задание пространства FDTD c
300 временными шагами:

FDTD = InitFDTD(’NrTS’,300, ’EndCriteria’,0,’OverSampling’,50);
Задание частоты излучения (10 МГц):
freq = 10e6;
Задание скорости света (м/с) для расчёта длины волны:
c0 = 299792458;
Расчёт длины волны (м):
lambda = c0/freq;
Задание излучения:
FDTD = SetSinusExcite(FDTD,freq);
Задание граничных условий (идеально согласованные слои — Perfectly Matched

Layer, PML):
BC = {’PML_8’ ’PML_8’ ’PML_8’ ’PML_8’ ’PML_8’ ’PML_8’};
FDTD = SetBoundaryCond(FDTD,BC);
CSX = InitCSX();
Задание размеров расчётной сетки. В данном случае используется прямо-

угольная система координат:
start_mesh=-200;
end_mesh=200;
unit = 5;
mesh.x = SmoothMeshLines([start_mesh end_mesh], unit);
mesh.y = SmoothMeshLines([start_mesh end_mesh], unit);
mesh.z = SmoothMeshLines([start_mesh end_mesh], unit);
CSX = DefineRectGrid(CSX, 5, mesh);
Задание параметров линзы:
CSX = AddMaterial( CSX, ’sphere_material’);
Сначала диэлектрическая проницаемость материала линзы устанавливается

равной единице:
CSX = SetMaterialProperty(CSX,’sphere_material’, ’Epsilon’, 1);

Здесь устанавливается настоящее распределение диэлектрической проницаемости
в линзе. К сожалению, радиус линзы нужно задавать в твёрдых числах. Здесь rho
— расстояние до оси 𝑧:

CSX = SetMaterialWeight(CSX, ’sphere_material’, ’Epsilon’,
[’2-(rho*rho)/22470’]);
Расчёт радиуса сферы:
sphere_radius = lambda/2*10;
Добавление примитива сферы с заданным ранее материалом и найденным

радиусом:
CSX = AddSphere(CSX,’sphere_material’,2,[0 0 0],sphere_radius);
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Добавление «точечного источника», т.е. очень маленькой площадки, с которой
распространяется электромагнитная волна:

CSX = AddExcitation(CSX,’excitation’,1,[0 20 0]);
CSX = AddBox(CSX,’excitation’,0,[-unit*2 -unit*2 -sphere_radius-unit],
[unit*2 unit*2 -sphere_radius]);
Задание плоскости, в которой наблюдается распространение электромагнит-

ной волны:
CSX = AddDump(CSX,’Et’,’DumpType’,0,’DumpMode’,0);
CSX = AddBox(CSX,’Et’,0,[start_mesh 0 start_mesh],[end_mesh 0 end_mesh]);

Запись результатов в xml-файл:
Sim_Path = ’point_source’;
Sim_CSX = ’point_source.xml’;
[status, message, messageid] = rmdir(Sim_Path,’s’);
[status, message, messageid] = mkdir(Sim_Path);
WriteOpenEMS([Sim_Path ’/’ Sim_CSX],FDTD,CSX);
CSXGeomPlot([Sim_Path ’/’ Sim_CSX],’--RenderDiscMaterial’ );

RunOpenEMS(Sim_Path, Sim_CSX);
Результатом расчётов, кроме численных значений, является также визуализа-

ция исследуемого процесса, фрагмент которой можно видеть на рис. 2.

Рис. 2. Прохождение электромагнитной волны через сферическую линзу
Люнеберга

5. Заключение
В данной работе даны сведения о работе метода FDTD: описание классическо-

го алгоритма Йи, а также общий порядок расчёта методом FDTD. Осуществлено
моделирование прохождения электромагнитной волны через сферическую лин-
зу Люнеберга с помощью программы openEMS. Был написан скрипт, решающий
данную задачу. Показана применимость openEMS в моделировании градиентной
оптики.
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Simulation of Wave Propagation with openEMS
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6, Miklukho-Maklaya str., Moscow, Russian Federation, 117198

Unfortunately, all the existing methods used for modeling computational electrodynamics
have their weaknesses. The authors’ goal is to analyze the most popular methods. We use
spherical Luneburg lens as an illustration.

In this paper authors review the Finite-difference time-domain (FDTD for short), elec-
tromagnetic field solver openEMS and its applicability for simulation of wave propagation
through medium with the spherical Luneburg lens as an example.

Thanks to it’s simplicity and broad capabilities, the FDTD method is widely used in
various fields. There are quite a lot of simulation tools that implement FDTD, both open-
source and proprietary. OpenEMS is an extension for MATLAB and Octave for solving
electromagnetic field using the EC-FDTD method. It supports Cartesian and cylindrical
coordinates. OpenEMS is free and open-source. It also supports multi-threading, SIMD
(SSE) and MPI.

In this paper we simulate wave propagation through spherical Luneburg lens via openEMS
thus showing the capabilities of the tool, such as a method to simulate GRIN-optics. We
also show how to install and configure it, and how to visualize and analyze the results using
ParaView, the application for scientific visualization. Source code of the simulation is pre-
sented with appropriate commentaries. In this paper we also briefly review the classic FDTD
method and Yee algorithm.

We examined the capabilities of openEMS and FDTDmethod to simulate wave propagation
in a medium.

Key words and phrases: Finite difference time domain method, openEMS, Luneburg
lens.
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Применяемые в настоящее время схемы численного решения систем уравнений дина-
мики многих частиц могут иметь ограничения по шагу и интервалу интегрирования,
поскольку при их увеличении численные схемы становятся неустойчивыми и не сохра-
няют существующие интегралы движения.

В результате при моделировании поведения системы частиц на достаточно больших
интервалах времени приходится уменьшать шаг интегрирования, что приводит к су-
щественному увеличению объёма вычислений. В работе предложена новая процедура
построения симплектических численных схем для решения гамильтоновых систем урав-
нений. Предложен подход к симметризации полученных симплектических разностных
схем. Численные схемы, построенные при помощи предложенной в работе процедуры,
сохраняют энергию системы на большом интервале численного интегрирования при от-
носительно больших величинах шага интегрирования по сравнению с методом Верле,
который обычно используется при решении уравнений движения молекулярной дина-
мики. Приведены результаты численных экспериментов, демонстрирующие основные
преимущества полученных в работе симметричных симплектических численных схем
третьего порядка точности по шагу интегрирования гамильтоновых систем уравнений
по сравнению с численными схемами метода Верле второго порядка.

Ключевые слова: гамильтоновы системы уравнений, симплектические разност-
ные схемы, производящие функции, молекулярная динамика.

1. Введение
В классической молекулярной динамике для описания движения частиц ис-

пользуются уравнения Ньютона. При этом для получения координат и скоро-
стей системы, состоящей из 𝑁 частиц, требуется на каждом временном шаге в
трёхмерном случае решить 6𝑁 уравнений. С практической точки зрения для мо-
делирования поведения системы из 𝑁 частиц при решении прикладных задач
исследования эволюции физических систем необходимо использовать достаточ-
но большой интервал интегрирования по времени. С учётом того, что традици-
онно используемые для решения уравнений движения молекулярной динамики
численные схемы Верле [1] устойчивы лишь при достаточно малых значениях
шага интегрирования по времени, на большом интервале интегрирование приво-
дит к большому количеству временных шагов. В этом случае, чтобы увеличить
значение шага интегрирования для уменьшения количества шагов при заданном
интервале интегрирования, необходимо обеспечить устойчивость схемы по ша-
гу интегрирования. Кроме того, численные методы должны сохранять основные
свойства точных решений, в частности должны сохранять первые интегралы, та-
кие как энергия системы и суммарный момент импульса.

Существующие пакеты программ молекулярной динамики для численного ин-
тегрирования уравнений движения используют схемы метода Верле. В них инте-
грирование ведётся с достаточно малым шагом по времени и контролем сохра-
нения гамильтониана (энергии системы), поскольку уже при значении приведён-
ной величины шага порядка 0.1 и количестве шагов порядка 103 накопленная
вычислительная ошибка приводит к неустойчивости численной схемы и потере
сохранения гамильтониана.

Статья поступила в редакцию 20 февраля 2016 г.
Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ 15-01-06055а.
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Для решения возникающих при молекулярно-динамических расчётах проблем
размерности и быстродействия используются следующие пути:

– усовершенствования существующих пакетов:
– векторизация, как например, в пакете DL-POLY [2];
– распараллеливание и ускорение межпроцессорных обменов на много-

процессорных системах;
– разработка спецпроцессоров [3];

– разработка эффективных новых и оптимизация существующих методов чис-
ленного интегрирования уравнений движения.

Авторами предлагается новый подход к построению численных схем для реше-
ния уравнений движения молекулярной динамики. Будет показано, что постро-
енные численные схемы сохраняют в приближенном решении основные свойства
точного решения и обладают более высоким порядком аппроксимации, чем схемы
метода Верле, а также являются устойчивыми по отношению к шагу аппрокси-
мации.

Предложенный подход состоит в следующем:
– использование гамильтоновой формулировки уравнений движения молеку-

лярной динамики;
– разложение точного решения в ряд Тейлора [4]. При этом возможно приме-

нение аппарата компьютерного алгебры для получения аналитических вы-
ражений для производных ряда Тейлора;

– использование для вывода численных схем аппарата производящих функций
для сохранения геометрических свойств точного решения [1].

В данной работе решаются следующие задачи:
– построить симметричные симплектические численные схемы интегрирования

гамильтоновых систем уравнений более высокого порядка точности, чем схе-
мы метода Верле, что позволит увеличить шаг при фиксированном интервале
интегрирования и, соответственно, уменьшить общий объем вычислений;

– выполнить численные эксперименты для сравнительного анализа свойств
схем метода Верле и построенных численных схем;

– оценить перспективы применения построенных численных схем в существу-
ющих пакетах, например в LPMD [5].

2. Постановка задачи
Движение системы 𝑁 материальных точек в поле с потенциалом 𝑉 (q), где

q = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑑)
𝑇 — координата частицы, 𝑑 = 3𝑁 — размерность пространства

координат, может быть описано с использованием системы гамильтоновых урав-
нений

ṗ = −𝜕𝐻(p,q)

𝜕q
, (1)

q̇ =
𝜕𝐻(p,q)

𝜕p
(2)

с начальными условиями

p(0) = p0, q(0) = q0. (3)

Здесь p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑑)
𝑇 — импульс частицы, 𝐻(p,q) — гамильтониан системы:

𝐻(p,q) =
1

2
p𝑇𝑀(q) p+ 𝑉 (q), (4)

𝑀(q) — симметричная и положительно определённая матрица масс.
Гамильтонова система уравнений движения эквивалентна уравнениям, полу-

ченным в рамках ньютоновского формализма, если силы, действующие на ма-
териальные точки, представить в виде f(q) = ∇𝑉 (q) и стандартным образом
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перейти от дифференциального уравнения Ньютона второго порядка заменой пе-
ременных к системе уравнений первого порядка

ṗ = −f(q),
q̇ = p.

(5)

3. Численные методы

3.1. Геометрические методы

Геометрическим называют такой метод, который сохраняет некоторые геомет-
рические свойства точного решения системы (1)–(3) [1].

Можно выделить следующие геометрические свойства решений:
– отображение 𝜙 : (𝑝(𝑡0), 𝑞(𝑡0)) ↦→ (𝑝(𝑡), 𝑞(𝑡)), реализующее решение гамильто-

новой системы уравнений (1)–(3), является симплектическим;
– решение обратимо во времени;
– решение сохраняет значение гамильтониана (4) для любого момента времени.

3.2. Симплектические методы

Дифференцируемое отображение

𝜙 : 𝑈 → R2𝑑 (𝑈 ∈ R2𝑑)

называется симплектическим [1], если якобиан 𝜙′(p,q) удовлетворяет тождеству

𝜙′(p,q)𝑇 𝐽 𝜙′(p,q) = 𝐽, (6)

где

𝐽 =

(︂
0𝑑 I𝑑
−I𝑑 0𝑑

)︂
,

0𝑑, I𝑑 – нулевая и единичная матрица размерности 𝑑.

3.3. Симплектические численные методы

На дискретном множестве {𝑡𝑘 : 𝑘 = 0, 1, . . . ; 𝑡𝑘+1 − 𝑡𝑘 = ℎ} одношаговый ме-
тод решения системы (1)-(3), при постоянном шаге по времени ℎ, можно предста-
вить в виде

(p𝑘+1,q𝑘+1) = Φℎ(p
𝑘,q𝑘), (7)

где Φℎ(p,q) – преобразование приближенного решения (p𝑘,q𝑘) при 𝑡 = 𝑡𝑘 в при-
ближенное решение (p𝑘+1,q𝑘+1) при 𝑡 = 𝑡𝑘+1.

Одношаговый метод (7) называется симплектическим, если преобразование
(7), реализующее приближенное решение гамильтоновой системы (1)–(2), являет-
ся симплектическим. В качестве примеров симплектических численных методов
1-го и 2-го порядка аппроксимации можно привести явный и неявный методы
Эйлера и метод Верле.

Метод Верле:

q𝑘+1 = q𝑘 + ℎp𝑘 − ℎ2

2
f(q𝑘), (8)

p𝑘+1 = p𝑘 − ℎ

2

[︀
f(q𝑘) + f(q𝑘+1)

]︀
. (9)
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Алгоритм вычисления метода Верле:

p𝑘+1/2 = p𝑘 − ℎ

2
f(q𝑘), (10)

q𝑘+1 = q𝑘 + ℎp𝑘+1/2, (11)

p𝑘+1 = p𝑘+1/2 − ℎ

2
f(q𝑘+1). (12)

Как уже упоминалось, метод Верле является основным методом численного ин-
тегрирования уравнений движения в молекулярной динамике.

Если переписать систему уравнений (5) в виде обыкновенного дифференци-
ального уравнения

q̈ = −f(q), (13)

то метод Верле может быть записан в форме стандартной разностной схемы вто-
рого порядка

q𝑘+1 − 2q𝑘 + q𝑘−1

ℎ2
= −f(q𝑘), 𝑘 = 0, 1, . . . . (14)

Большинство стандартных численных методов изначально не являются сим-
плектическими, в частности методы Рунге–Кутты. Для того, чтобы метод стал
симплектическим, необходимо проделать ряд нетривиальных шагов для модифи-
кации метода в сторону симплектичности.

3.4. Симметричные численные методы

Одношаговый метод (7) называется симметричным, если удовлетворяет усло-
вию

Φℎ = Φ−1
−ℎ. (15)

В качестве примера симметричного симплектического метода можно привести
метод средних точек, который для гамильтоновых систем вида (1), (2) может быть
записан следующим образом

p𝑘+1 = p𝑘 − ℎ𝜕𝐻
𝜕q

(︂
p𝑘 + p𝑘+1

2
,
q𝑘 + q𝑘+1

2

)︂
, (16)

q𝑘+1 = q𝑘 + ℎ
𝜕𝐻

𝜕p

(︂
p𝑘 + p𝑘+1

2
,
q𝑘 + q𝑘+1

2

)︂
. (17)

4. Симплектические преобразования и производящие
функции

4.1. Канонические преобразования

В гамильтоновой механике каноническое преобразование – это преобразование
канонических переменных и гамильтониана

𝜙 : (p,q) ↦→ (P,Q) (18)

не меняющее общий вид уравнений Гамильтона [6].
Канонические преобразования взаимнооднозначно определяются производя-

щей функцией 𝑆(p,q), которая является решением уравнения Гамилтона–Якоби
и полный дифференциал которой равен

𝑑𝑆 = P⊤𝑑Q− p⊤𝑑q. (19)
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4.2. Производящие функции

Производящая функция может быть выражена через любую пару из четырёх
переменных p, q, P, Q. Возможны четыре варианта выбора пар переменных.
Получаемые при этом функции принято называть производящими функциями
1-го, 2-го, 3-го или 4-го типа соответственно.

Производящие функции Производные

𝑆 = 𝑆1(q,Q, 𝑡) p = −𝜕𝑆1

𝜕q P = 𝜕𝑆1

𝜕Q

𝑆 = 𝑆2(q,P, 𝑡) p = 𝜕𝑆2

𝜕q Q = 𝜕𝑆2

𝜕P

𝑆 = 𝑆3(p,Q, 𝑡) q = −𝜕𝑆3

𝜕p P = −𝜕𝑆3

𝜕Q

𝑆 = 𝑆4(p,P, 𝑡) q = 𝜕𝑆4

𝜕q Q = −𝜕𝑆4

𝜕P

4.3. Связь симплектических преобразований и производящих
функций

В соответствии с известной теоремой Пуанкарэ [1] для любого симплектиче-
ского преобразования 𝜙 существует производящая функция 𝑆(q,Q), и наоборот,
для конкретной производящей функции 𝑆(q,Q) существует симплектическое пре-
образование 𝜙, которое может быть реконструировано при помощи следующих
формул

p = −𝜕𝑆
𝜕q

(q,Q), P =
𝜕𝑆

𝜕Q
(q,Q). (20)

5. Процедура построения симплектических разностных
схем на основе производящей функции первого типа

Для получения процедуры построения симплектических разностных схем бы-
ла выбрана производящая функция первого типа 𝑆 = 𝑆1(q,Q, 𝑡). При этом могут
быть получены два варианта симплектических численных схем. Первый вариант
получается при разложении канонической переменной q при 𝑡 = 𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 + ℎ
в ряд Тейлора по переменным q и p при 𝑡 = 𝑡𝑘, так называемом разложении
в ряд Тейлора “вперёд”. Второй вариант получается при разложении канониче-
ской переменной q при 𝑡 = 𝑡𝑘 в ряд Тейлора по переменным q и p при 𝑡 = 𝑡𝑘+1,
так называемом разложении в ряд Тейлора «назад». При этом получаются соот-
ветственно явная и неявная схема до 3-го порядка включительно. Явно-неявная
схема получается при 𝑚 = 3 только в случае разложения в ряд Тейлора «на-
зад». Причём все эти схемы изначально симплектические. В случае же 𝑚 > 3
при использовании разложения в ряд Тейлора и «вперёд» и «назад» получаются
явно-неявные симплектические разностные схемы.

В дальнейшем при построении численных схем использованы обозначения:

𝑡 = 𝑡𝑘, p = p𝑘, q = q𝑘,

𝑡 = 𝑡𝑘+1 = 𝑡𝑘 + ℎ, P = p𝑘+1, Q = q𝑘+1.

Для производящей функции используются следующие обозначения: 𝑆𝑚,1 — в
случае разложения в ряд Тейлора «вперёд» и 𝑆𝑚,2 — в случае разложения в ряд
Тейлора «назад». Здесь 𝑚 — порядок аппроксимации точного решения.

5.1. Схема с разложением в ряд Тейлора «вперёд»

1. Представить q𝑘+1 в виде разложения в ряд Тейлора в точке 𝑡𝑘 с точностью
до 𝒪(ℎ𝑚+1).
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2. Заменить p𝑘 в разложении разностной производной от q, кроме второго чле-
на разложения. Получим уравнение относительно q𝑘+1.

3. Решить полученное в предыдущем пункте, вообще говоря, нелинейное, для
схем выше 3-го порядка аппроксимации, уравнение относительно q𝑘+1. В слу-
чае нелинейного уравнения можно использовать метод Ньютона.

4. Выразить p𝑘 через q𝑘 и q𝑘+1 с помощью полученного в первом пункте раз-
ложения в ряд Тейлора.

5. Найти производящую функцию 𝑆𝑚,1 = 𝑆(q𝑘,q𝑘+1) путём интегрирования
полученного в предыдущем пункте выражения по q𝑘.

6. Найти p𝑘+1 с помощью равенства

p𝑘+1 =
𝜕𝑆𝑚,1

𝜕q𝑘+1
(21)

путём дифференцирования.

5.2. Схема с разложением в ряд Тейлора «назад»

1. Представить q𝑘 в виде разложения в ряд Тейлора в точке 𝑡𝑘+1 с точностью
до 𝒪(ℎ𝑚+1).

2. Заменить p𝑘+1 в разложении разностной производной от q, кроме второго
члена разложения.

3. Выразить p𝑘+1 через q𝑘 и q𝑘+1 с помощью полученного выше разложения в
ряд Тейлора.

4. Найти производящую функцию 𝑆𝑚,2 = 𝑆(q𝑘,q𝑘+1) путём интегрирования
полученного в предыдущем пункте выражения по q𝑘+1.

5. Найти p𝑘 помощью равенства

p𝑘 = −𝜕𝑆𝑚,2

𝜕q𝑘
(22)

путём дифференцирования.
6. Решить, вообще говоря, нелинейное относительно q𝑘+1 уравнение (22). Везде

в дальнейшем используется метод Ньютона.
7. Получить p𝑘+1 при помощи полученного во втором пункте выражения, ис-

пользуя известное значение q𝑘 и полученное в предыдущем пункте значение
q𝑘+1.

5.3. Симплектическая разностная схема 2-го порядка

Для вычисления величины p𝑘 используем разложение для q в ряд Тейлора
«вперёд» до второго порядка

q𝑘+1 = q𝑘 + ℎp𝑘 − ℎ2

2
f(q𝑘) +𝒪(ℎ3).

В результате получим явную симплектическую разностную схему 2-го порядка

p𝑘 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
+
ℎ

2
f(q𝑘), (23)

𝑆2 =
ℎ

2

(︂
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ

2

[︀
𝑉 (q𝑘) + 𝑉 (q𝑘+1)

]︀
, (24)
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p𝑘+1 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
− ℎ

2
f(q𝑘+1). (25)

Если для вычисления величины p𝑘+1 использовать разложение для q в ряд
Тейлора «назад» также до второго порядка

q𝑘 = q𝑘+1 − ℎp𝑘+1 − ℎ2

2
f(q𝑘+1) +𝒪(ℎ3),

то получим ту же самую схему (23),(25).
Если же ввести обозначение

q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
= p𝑘+1/2,

то получим известную схему Верле (10)–(12), которая является симплектической
и симметричной.

5.4. Явная и неявная симплектические разностные схемы 3-го
порядка

Для построения явных и неявных схем третьего порядка, с использованием
производящей функции первого типа, для нахождения величин p𝑘 и p𝑘+1, ис-
пользуем разложения точного решения для канонической переменной q в ряд
Тейлора для явной схемы «вперёд», для неявной – «назад».

Явная схема.

q𝑘+1 = q𝑘 + ℎp𝑘 − ℎ2

2
f(q𝑘)− ℎ3

6
∇f(q𝑘) · p𝑘 +𝒪(ℎ4)

Если заменить p𝑘 в последнем члене ряда разностным отношением

p𝑘 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
+𝒪(ℎ),

то получим явную схему 3-го порядка

p𝑘 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
+
ℎ

2
f(q𝑘) +

ℎ2

6
∇f(q𝑘) · q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
(26)

𝑆3,1 =
ℎ

2

(︂
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ

3

[︀
2𝑉 (q𝑘) + 𝑉 (q𝑘+1)

]︀
− ℎ2

6
f(q𝑘) · q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
, (27)

p𝑘+1 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
− ℎ

6

[︀
f(q𝑘) + 2f(q𝑘+1)

]︀
. (28)

Введя обозначение

Θ𝑘 =

[︂
I+

ℎ2

6
∇f(q𝑘)

]︂−1

,

получим формулы для вычисления p и q на следующем временном шаге

p𝑘+1/2 = p𝑘 − ℎ

2
f(q𝑘),

p̃𝑘+1/2 = Θ𝑘p𝑘+1/2,
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q𝑘+1 = q𝑘 + ℎp̃𝑘+1/2,

p𝑘+1 = p̃𝑘+1/2 − ℎ

6

[︀
f(q𝑘) + 2f(q𝑘+1)

]︀
.

Неявная схема.

Для получения неявной схемы представим значение для переменной q на 𝑘-ом
шаге в виде разложения в ряд Тейлора «назад»

q𝑘 = q𝑘+1 − ℎp𝑘+1 − ℎ2

2
f(q𝑘+1) +

ℎ3

6
∇f(q𝑘+1) · p𝑘+1 +𝒪(ℎ4).

Представим p𝑘+1 в последнем члене разложения в виде разностной производ-
ной

p𝑘+1 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
+𝒪(ℎ).

В результате получим следующее выражение для p𝑘+1:

p𝑘+1 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
− ℎ

2
f(q𝑘+1) +

ℎ2

6
∇f(q𝑘+1) · q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
. (29)

После интегрирования по q𝑘+1 получаем производящую функцию 𝑆3,2

𝑆3,2 =
ℎ

2

(︂
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ

3

[︀
𝑉 (q𝑘) + 2𝑉 (q𝑘+1)

]︀
+
ℎ2

6
f(q𝑘+1) · q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
(30)

и дифференцированием по q𝑘 с учётом знака находим выражение для p𝑘:

p𝑘 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
+
ℎ

6

[︀
2f(q𝑘) + f(q𝑘+1)

]︀
. (31)

Далее аналогично явной схеме получаем формулы для неявной схемы третьего
порядка

p𝑘+1/2 = p𝑘 − ℎ

2
f(q𝑘), (32)

q̃𝑘+1 = q𝑘 + ℎp𝑘+1/2, (33)

F(q𝑘+1) = q̃𝑘+1, (34)

𝜇𝑘+1 =
ℎ

6

[︀
f(q𝑘+1)− f(q𝑘)

]︀
, (35)

𝜃𝑘+1 = I+
ℎ2

6
∇f(q𝑘+1), (36)

p̃𝑘+1/2 = 𝜃𝑘+1(p𝑘+1/2 − 𝜇𝑘+1), (37)

p𝑘+1 = p̃𝑘+1/2 − ℎ

2
f(q𝑘+1), (38)

где функция F(q𝑘+1) определяется по формуле

F(q𝑘+1) = q𝑘+1 +
ℎ2

6

[︀
f(q𝑘+1)− f(q𝑘)

]︀
. (39)
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6. Симметричные симплектические разностные схемы
Для построения симметричных симплектических разностных схем рассмот-

рим одно параметрическое семейство производящих функций следующего вида.

𝑆𝑚(𝛼) = 𝛼𝑆𝑚,1 + (1− 𝛼)𝑆𝑚,2. (40)

Здесь 𝛼 : 0 ≤ 𝛼 ≤ 1, 𝑆𝑚,1 и 𝑆𝑚,2 – производящие функции, полученные при по-
мощи процедур (21) и (22) соответственно. Каждая из этих производящих функ-
ций 𝑆𝑚(𝛼) порождает симплектическую разностную схему 𝑚-го порядка. Если
𝛼 = 1/2, то мы получаем процедуры построения симметричных симплектических
разностных схем.

Получим процедуры построения симметричных симплектических разностных
схем 3-го и 4-го порядка, поскольку схемы 3-го и 4-го порядка представляют наи-
больший практический интерес при проведении численных расчётов. Для просто-
ты представления схема 4-го порядка приведена для одномерного случая. Схемы
более высокого порядка аппроксимации имеет смысл выводить с использованием
средств компьютерной алгебры.

6.1. Симметричная симплектическая схема для 𝑚 = 3

𝑆3,3 =
ℎ

2

(︂
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ

2

[︀
𝑉 (q𝑘) + 𝑉 (q𝑘+1)

]︀
+

+
ℎ2

12

[︀
f(q𝑘+1)− f(q𝑘)

]︀
· q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
, (41)

p𝑘 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
+

ℎ

12

[︀
5f(q𝑘) + f(q𝑘+1)

]︀
+
ℎ2

12
∇f(q𝑘) · q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
, (42)

p𝑘+1 =
q𝑘+1 − q𝑘

ℎ
− ℎ

12

[︀
f(q𝑘) + 5f(q𝑘+1)

]︀
+
ℎ2

12
∇f(q𝑘+1) · q

𝑘+1 − q𝑘

ℎ
. (43)

6.2. Симметричная симплектическая схема для 𝑚 = 4

Для построения симметричной симплектической численной схемы 4-го поряд-
ка сначала проведём вывод схемы «вперёд». Сначала представим 𝑞𝑘+1 в виде
разложения в ряд Тейлора «вперёд»

𝑞𝑘+1 = 𝑞𝑘 + ℎ𝑝𝑘 −
ℎ2

2
𝑓(𝑞𝑘)−

ℎ3

6
𝑓 ′(𝑞𝑘)𝑝𝑘 −

ℎ4

24

[︀
𝑓 ′′(𝑞𝑘)𝑝

2
𝑘 − 𝑓 ′(𝑞𝑘)𝑓(𝑞𝑘)

]︀
+𝒪(ℎ5).

После замены 𝑝𝑘 в члене разложения с ℎ3

𝑝𝑘 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+
ℎ

2
𝑓(𝑞𝑘) +𝒪(ℎ2)

и замены квадрата 𝑝𝑘 в члене разложения с ℎ4

𝑝𝑘 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+𝒪(ℎ)

получим следующее выражение для 𝑝𝑘, зависящее только от 𝑞𝑘 и 𝑞𝑘+1:

𝑝𝑘 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+
ℎ

2
𝑓(𝑞𝑘) +

ℎ2

6
𝑓 ′(𝑞𝑘)

[︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+
ℎ

2
𝑓(𝑞𝑘)

]︂
+
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+
ℎ3

24

[︃
𝑓 ′′(𝑞𝑘)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

− 𝑓 ′(𝑞𝑘)𝑓(𝑞𝑘)

]︃
.

Далее интегрированием получаем производящую функцию

𝑆4,1 =
ℎ

2

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ

4
[ 3𝑉 (𝑞𝑘) + 𝑉 (𝑞𝑘+1) ]−

− ℎ2

4
𝑓(𝑞𝑘)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
− ℎ3

24
𝑓 ′(𝑞𝑘)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ3

48

[︀
𝑓2(𝑞𝑘+1)− 𝑓2(𝑞𝑘)

]︀
,

и дифференцированием выражение для 𝑝𝑘+1

𝑝𝑘+1 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
− ℎ

4
[ 𝑓(𝑞𝑘) + 𝑓(𝑞𝑘+1) ]−

− ℎ2

12
𝑓 ′(𝑞𝑘)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
+
ℎ3

24
𝑓 ′(𝑞𝑘+1)𝑓(𝑞𝑘+1).

Аналогично, в соответствии с процедурой (22), строится схема «назад» 4-го
порядка. Сначала представим 𝑞𝑘 в виде разложения в ряд Тейлора «назад»

𝑞𝑘 = 𝑞𝑘+1 − ℎ𝑝𝑘+1 −
ℎ2

2
𝑓(𝑞𝑘+1) +

ℎ3

6
𝑓 ′(𝑞𝑘+1)𝑝𝑘+1−

− ℎ4

24

[︀
𝑓 ′′(𝑞𝑘+1)𝑝

2
𝑘+1 − 𝑓 ′(𝑞𝑘+1)𝑓(𝑞𝑘+1)

]︀
+𝒪(ℎ5).

Затем проведём замену 𝑝𝑘+1 в члене разложения с ℎ3

𝑝𝑘+1 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
− ℎ

2
𝑓(𝑞𝑘) +𝒪(ℎ2),

и замену квадрата 𝑝𝑘+1 в члене разложения с ℎ4

𝑝𝑘+1 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+𝒪(ℎ).

В результате получим выражение для 𝑝𝑘+1, зависящее только от 𝑞𝑘 и 𝑞𝑘+1

𝑝𝑘+1 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
− ℎ

2
𝑓(𝑞𝑘+1) +

ℎ2

6
𝑓 ′(𝑞𝑘+1)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
+

+
ℎ3

24

[︃
𝑓 ′′(𝑞𝑘+1)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

+ 𝑓 ′(𝑞𝑘+1)𝑓(𝑞𝑘+1)

]︃
.

Далее интегрированием получаем соответствующую производящую функцию

𝑆4,2 =
ℎ

2

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ

4
[ 𝑉 (𝑞𝑘) + 3𝑉 (𝑞𝑘+1) ] +

+
ℎ2

4
𝑓(𝑞𝑘+1)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
− ℎ3

24
𝑓 ′(𝑞𝑘+1)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

+

+
ℎ3

48

[︀
𝑓2(𝑞𝑘+1)− 𝑓2(𝑞𝑘)

]︀
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и дифференцированием выражение для 𝑝𝑘:

𝑝𝑘 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+
ℎ

4
[ 𝑓(𝑞𝑘) + 𝑓(𝑞𝑘+1) ]−

ℎ2

12
𝑓 ′(𝑞𝑘+1)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
+
ℎ3

24
𝑓 ′(𝑞𝑘)𝑓(𝑞𝑘).

Далее с помощью формулы (40) при 𝛼 = 0.5

𝑆4,3 =
1

2
(𝑆4,1 + 𝑆4,2)

получаем симметричную производящую функцию 𝑆4,3

𝑆4,3 =
ℎ

2

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

−ℎ
2
[ 𝑉 (𝑞𝑘) + 𝑉 (𝑞𝑘+1) ]+

ℎ2

8
[ 𝑓(𝑞𝑘+1)− 𝑓(𝑞𝑘) ]

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
−

− ℎ3

48
[ 𝑓 ′(𝑞𝑘+1) + 𝑓 ′(𝑞𝑘) ]

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

+
ℎ3

48

[︀
𝑓2(𝑞𝑘+1)− 𝑓2(𝑞𝑘)

]︀
.

В результате после соответствующей процедуры дифференцирования получим
симметричную симплектическую схему 4-го порядка:

𝑝𝑘 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
+
ℎ

8
[ 3𝑓(𝑞𝑘) + 𝑓(𝑞𝑘+1) ]−

ℎ2

24
[ 2𝑓 ′(𝑞𝑘)− 𝑓 ′(𝑞𝑘+1) ]

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
+

+
ℎ2

48
𝑓 ′′(𝑞𝑘)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ3

24
𝑓 ′(𝑞𝑘)𝑓(𝑞𝑘),

𝑝𝑘+1 =
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ
−ℎ
8
[ 𝑓(𝑞𝑘) + 3𝑓(𝑞𝑘+1) ]−

ℎ2

24
[ 𝑓 ′(𝑞𝑘)− 2𝑓 ′(𝑞𝑘+1) ]

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂
−

− ℎ2

48
𝑓 ′′(𝑞𝑘+1)

(︂
𝑞𝑘+1 − 𝑞𝑘

ℎ

)︂2

− ℎ3

24
𝑓 ′(𝑞𝑘+1)𝑓(𝑞𝑘+1).

7. Численные эксперименты

Численные эксперименты выполнены для сравнительного анализа численной
схемы метода Верле и численных схем более высокого порядка аппроксимации
при 𝑚 = 3, полученных с использованием разработанной авторами процедуры,
на примере задачи Кеплера [1]. В ней движение двух материальных точек опи-
сывается гамильтонианом следующего вида

𝐻(p,q) =
1

2
(𝑝21 + 𝑝22)−

1√︀
𝑞21 + 𝑞22

. (44)

Численные расчёты проводились при следующих параметрах:
1) ℎ = 0, 01, 𝑇 = 1000;
2) ℎ = 0, 05, 𝑇 = 1000;
3) ℎ = 0, 10, 𝑇 = 1000;
4) ℎ = 0, 20, 𝑇 = 5000.

Здесь ℎ – шаг по времени, 𝑇 – граница интервала времени [0, 𝑇 ] эволюции
системы.

Для каждого фиксированного шага по времени ℎ сравнивались результаты
расчётов, полученные с использованием метода Верле, и результаты, полученные
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с использованием построенных в работе явной, неявной и симметричной числен-
ной схемы 3-го порядка. В качестве «точного» решения использовались резуль-
таты расчётов по методу Верле с шагом по времени, равным ℎ/10.

Результаты моделирования представлены на рис. 1–14.
Задача Кеплера. Явная схема.
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Рис. 1. Явная схема, схема Верле при ℎ = 0.01 и схема Верле при ℎ = 0.001
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Рис. 2. Явная схема, схема Верле при ℎ = 0.05 и схема Верле при ℎ = 0.005
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Рис. 3. Явная схема, схема Верле при ℎ = 0.1 и схема Верле при ℎ = 0.01
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Рис. 4. Явная схема, схема Верле при ℎ = 0.2 и схема Верле при ℎ = 0.02

Как показывают численные эксперименты, при величинах шага по времени
до ℎ = 0.1 включительно схема Верле и явная схема третьего порядка очень
близки и по расчётным фазовым траекториям и по значениям гамильтониана на
всем интервале интегрирования (рис. 1–3). Начиная с величины шага ℎ = 0.2
схема Верле оказалась более устойчивой, хотя и менее точной по сравнению c
явной схемой третьего порядка. Кроме того, начиная примерно с 500-го шага она
становится неустойчивой (рис. 4) по шагу интегрирования. Задача Кеплера.
Неявная схема.

−2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5
−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
The Kepler 2 body problem:  Time = 1000

q1

q
2

 

 

m3B      time step= 0.01

Verlet    time step= 0.01

Verlet    time step= 0.001

а) Фазовые траектории

0 200 400 600 800 1000
−0.5005

−0.5004

−0.5003

−0.5002

−0.5001

−0.5

−0.4999

−0.4998

−0.4997

−0.4996

−0.4995
The Kepler 2 body problem: Hamiltonian

time

H

 

 

m3B      time step= 0.01

Verlet    time step= 0.01

Verlet    time step= 0.001

б) Зависимость гамильтониана
от времени

Рис. 5. Неявная схема, схема Верле при ℎ = 0.01 и схема Верле при ℎ = 0.001
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Рис. 6. Неявная схема, схема Верле при ℎ = 0.05 и схема Верле при ℎ = 0.005
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Рис. 7. Неявная схема, схема Верле при ℎ = 0.1 и схема Верле при ℎ = 0.01
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Рис. 8. Неявная схема, схема Верле при ℎ = 0.2 и схема Верле при ℎ = 0.02

Аналогично численным экспериментам с явной схемой третьего порядка, в
случае неявной схемы, при величинах шага по времени до ℎ = 0.1 включительно,
схема Верле и неявная схема третьего порядка очень близки и по расчётным фазо-
вым траекториям и по значениям гамильтониана на всем интервале интегрирова-
ния (рис. 5–7). Начиная с величины шага ℎ = 0.2 схема Верле снова оказывается
более устойчивой по сравнению c неявной схемой третьего порядка, однако при-
мерно с 250-го шага становится неустойчивой по шагу интегрирования (рис. 8).

Задача Кеплера. Симметричная схема.
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Рис. 9. Симметричная схема, схема Верле при ℎ = 0.01 и схема Верле при
ℎ = 0.001
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Рис. 10. Симметричная схема, схема Верле при ℎ = 0.05 и схема Верле при
ℎ = 0.005
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Рис. 11. Симметричная схема, схема Верле при ℎ = 0.1 и схема Верле при
ℎ = 0.01
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Рис. 12. Симметричная схема, схема Верле при ℎ = 0.2 и схема Верле при
ℎ = 0.02

Совсем иная картина открывается при сравнении результатов расчётов с ис-
пользованием симметричной симплектической численной схемы третьего поряд-
ка. Вплоть до величины шага численного интегрирования по времени ℎ = 0.2
включительно симметричная симплектическая схема третьего порядка существен-
но более точна по расчётным фазовым траекториям и по отклонениям значений
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гамильтониана от начального значения на всем интервале интегрирования (рис.
9–12).

Задача Кеплера. Симметричная схема. 𝑇 = 5000.
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Рис. 13. Симметричная схема, схема Верле при ℎ = 0.2 и схема Верле при
ℎ = 0.02
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Рис. 14. Количество итераций метода
Ньютона на каждом шаге по времени

при 𝜖 = 10−10

И, наконец, в численных расчётах, которые проводились на бо́льшем интерва-
ле эволюции системы 𝑇 = 5000, симметричная симплектическая численная схема
третьего порядка продемонстрировала существенно большую точность и устойчи-
вость при величине шага ℎ = 0.2. При этом схема Верле становится неустойчивой
уже начиная с интервалов порядка 𝑇 = 4000 (рис. 13). При это вычислительные
затраты в методе Ньютона при вычислениях для неявной части симметричной
схемы не превышают 3 итераций при точности вычислений 𝜖 = 10−10 (рис. 14).
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8. Заключение
1. Предложен подход к построению симметричных симплектических численных

схем интегрирования уравнений движения метода молекулярной динамики
в гамильтоновой формулировке.

2. Описан алгоритм получения симметричных симплектических разностных
схем заданного порядка аппроксимации с использованием аппарата произ-
водящих функций.

3. Приведены симметричные симплектические разностные схемы до 4-го поряд-
ка аппроксимации включительно. Схемы более высокого порядка аппрокси-
мации требуют более сложного вывода и в дальнейшем могут быть получены
с использованием аналитических вычислений.

4. Проведены численные эксперименты, показавшие, что полученные на основе
разработанного подхода разностные схемы третьего порядка аппроксимации
сохраняют устойчивость для достаточно больших значений шага и интервала
интегрирования в отличие от метода Верле. Они с более высокой точностью
сохраняют гамильтониан системы на всем интервале интегрирования.
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Numerical schemes which is used for solving of many-particle dynamics systems of equations
can have restrictions on a step and an interval of integration because if its increase the
numerical schemes became unstable and don’t conserve existing integrals of motion. As a
result when we simulate many-particle system behavior on the sufficiently large time interval
we should decrease an integration step which leads to considerable increasing of computation
quantity. In this paper a new procedure for constructing simplectic numerical schemes for
solving of Hamiltonian systems of equations is proposed. A method for symmetrization of
received simplectics numerical schemes is proposed too. Constructed by proposed in the
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paper procedure numerical schemes conserve energy of a system on the large interval of
numerical integration for relatively large integration step in comparison with Verlet method
which is usually used for solving of equations of motion in molecular dynamics. Results of
numerical experiments are given in the paper. These results show main advantages of received
symmetric simplectic numerical schemes of third order of accuracy for the integration step
for the Hamiltonian systems of equations in comparison with numerical schemes of Verlet
method of second order of accuracy.

Key words and phrases: Hamiltonian systems of equations, simplectic difference schem-
es, generating functions, molecular dynamics.
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Оценка времени установления сессии между
пользователями при наличии межсетевого экрана
К. Е. Самуйлов, А. Ю. Ботвинко, Э. Р. Зарипова
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ул. Миклухо–Маклая, д. 6, Москва, Россия, 117198

Для эффективной разработки, дальнейшего внедрения и эксплуатации информаци-
онных систем связи необходимо предусмотреть своевременную защиту программ и баз
данных, средств хранения, обработки и передачи информации. Для анализа произво-
дительности, надёжности и безопасности телекоммуникационных систем, а также для
получения первичных оценок временных характеристик широко используются методы
теории массового обслуживания. В статье для исследования метода оценки времени
установления сессии при наличии межсетевого экрана выбрана процедура установле-
ния сессии между двумя конечными пользователями по протоколу установления сес-
сий (Session Initiation Protocol, SIP) между двумя пользователями с одним межсетевым
экраном по пути следования сигнальных сообщений. Под межсетевым экраном (firewall)
подразумевается программный или аппаратный комплекс, реализующий функции филь-
трации сетевого трафика между отправляющей и принимающей стороной по некоторо-
му набору правил, определяемых политикой безопасности. Предложенный метод оценки
основан на применении модели открытой экспоненциальной сети массового обслужива-
ния. Приведён пример расчёта среднего времени установления сессии и средней задерж-
ки запроса сессии. Расчёт проведён для технических характеристик, соответствующих
прокси-серверу CiscoASA 5500-Xс обслуживающим модулем SSP-10. Расчёт временных
характеристик показывает приемлемость применения данного оборудования в сети свя-
зи и его малое влияние на временные характеристики даже при высокой нагрузке.

Ключевые слова: Session Initiation Protocol, межсетевой экран, время установле-
ния сессии, открытая сеть массового обслуживания, качество восприятия.

Введение
Для обеспечения надёжной информационной инфраструктуры необходимо

своевременно разрабатывать и внедрять аппаратные или программные комплек-
сы, обеспечивающие фильтрацию входящего потока по некоторым правилам. При
внедрении таких комплексов, обеспечивающих контроль и безопасность, необхо-
димо учитывать временные задержки для информационных потоков, проходящих
проверку на безопасность. В данной работе исследуется время установления сес-
сии между двумя пользователями, где информационные потоки проходят через
межсетевой экран (МЭ) в прямом и обратном направлении.

В качестве примера выбрана одна из наиболее чувствительных к временным
задержкам услуг — установление сессии между двумя абонентами при наличии
двух прокси-серверов и одного межсетевого экрана по пути следования сигналь-
ных сообщений. Время установления сессии включает время передачи сигнальных
сообщений протокола установления сессий (Session Initiation Protocol, SIP) между
двумя пользователями, время фильтрации сообщений в межсетевом экране, вре-
мя ожидания и время обслуживания на каждом из прокси-серверов. Наличие МЭ
увеличивает время установления сессии, однако обеспечивает контроль и филь-
трацию проходящих через него сетевых сообщений. МЭ не избавляет от угроз
утечки информации или от загрузки пользователями вредоносных программ, на-
пример, вирусов. Использование межсетевых экранов для защиты сетей вносит

Статья поступила в редакцию 27 ноября 2015 г.
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задержку при передаче сообщений и, соответственно, вызывает необходимость
учёта дополнительных задержек при установления сессии, что, в свою очередь,
приводит к повышению требований к производительности межсетевых экранов
по сравнению с фильтрацией не мультимедийного трафика. В статье ставится
задача оценки времени установления сессии при внедрении в сеть МЭ.

Статья имеет следующую структуру. Первый раздел содержит описание про-
цедуры установления сессии между двумя пользователями при наличии двух сер-
веров SIP и одного МЭ. Приведён порядок обмена сигнальными сообщениями по
протоколу установления сессий SIP, перечислены логические и функциональные
блоки, принимающие участие в процедуре установления сессии. После детального
изучения рекомендованных международными стандартами показателей качества
восприятия было отмечено, что время установления сессии не может превышать
2 с [1].

Во втором разделе статьи исследованы временные характеристики, которые
необходимо учитывать при установлении сессии: время установления сессии и
задержка запроса установления сессии (англ, Session Request Delay, SRD), эту
характеристику в дальнейшем будем называть задержкой запроса сессии. Вре-
мя установления сессии является характеристикой качества восприятия (англ.,
Quality of Equipment, QoE). В разделе предложен метод оценки временных ха-
рактеристик.

В третьем разделе предложенный метод используется для расчета времени
установления сессии для оборудования Cisco. Оценено влияние времени филь-
трации трафика в межсетевом экране на среднее время установления сессии и
среднюю задержку запроса сессии. Заключение содержит основные выводы ис-
следования.

1. Процедура установления сессии при наличии
межсетевого экрана

В спецификациях протокола SIP, разработанных группой MMUSIC (Multiparty
Multimedia Session Control) комитета IETF (Internet Engineering Task Force) [2,3],
предусмотрены 3 основных сценария установления соединения: простое взаимо-
действие между двумя клиентами пользователей, соединение двух пользователей
с участием сервера переадресации и соединение двух пользователей с использо-
ванием прокси-сервера.

Данные сценарии отличаются способом поиска адреса и приглашения вызыва-
емого пользователя. При простом взаимодействии клиентов вызывающему поль-
зователю для установления соединения необходимо знать текущий адрес вызы-
ваемого пользователя. При использовании сервера переадресации вызывающий
пользователь передаёт серверу переадресации сообщение с известным ему адре-
сом вызываемого пользователя, а сервер переадресации обеспечивает переадре-
сацию вызова на текущий адрес этого пользователя. В этом случае сервер пере-
адресации определяет текущий адрес вызываемого пользователя у сервера опре-
деления местоположения. В сценарии с использованием прокси-сервера функции
поиска и приглашения вызываемого пользователя возлагаются на прокси-сервер.

На практике сценарии установления соединения могут состоять из более слож-
ных цепочек – например, вызов может пройти сервер переадресации и несколько
прокси-серверов. Более того, запросы могут быть размножены и переданы по раз-
ным маршрутам и т. п. В статье исследован один из возможных простых сцена-
риев – установление сессии между двумя пользователями с участием цепочки из
двух прокси-серверов и одного межсетевого экрана. Прокси-сервер Proxy-1 выпол-
няет посреднические функции для первого пользователя, а прокси-сервер Proxy-2
– для второго пользователя. Предположим, что оборудование первого пользовате-
ля расположено внутри сети, защищённой межсетевым экраном, обеспечивающим
контроль проходящих сетевых пакетов с целью выявления и предотвращения по-
пыток несанкционированного доступа или злоупотребления сетевыми ресурсами.
В этих условиях при фильтрации межсетевым экраном исходящих пакетов от
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первого пользователя и входящих пакетов от второго пользователя появляется
дополнительная задержка. Схематичное расположение пользователей и функци-
ональных элементов сети представлены на рис. 1.

Рис. 1. Взаимодействие функциональных элементов при установлении
сессии при наличии межсетевого экрана

Функциональными элементами, принимающими участие в процедуре установ-
ления сессии, являются прокси-серверы (Proxy-1 и Proxy-2), межсетевой экран
(Firewall), магистральная сеть IP/MPLS и оборудование пользователей. Заметим,
что некоторые из этих элементов могут быть реализованы на практике совместно,
например, межсетевой экран может быть объединён с прокси-сервером в одном
оборудовании. Для предварительной оценки времени установления сессии выбра-
на процедура, где каждый функциональный элемент реализован отдельно.

Сессия инициируется первым пользователем сигнальным сообщением Invite в
момент нажатия клавиши на своём оборудовании. Процедура установления сес-
сии учитывает запросы и ответы, пересылаемые от одного функционального бло-
ка к другому. Запрос Invite содержит информацию об адресате, ответом на за-
прос Invite является сообщение 100 Trying, которое высылается на предыдущий
функциональный блок при успешной обработке сообщения Invite [1, 3]. Заметим,
что в рамках данной работы исследуется случай успешного установления сес-
сии без ретрансляций сообщений. С помощью данного сценария можно оценить
среднее время установления сессии 𝑇𝑆 от отправления инициирующего сообще-
ния до начала предоставления данных и среднюю задержку запроса сессии 𝑇𝑆𝑅𝐷
от момента инициации сессии до получения первым абонентом ответа 180 Ringing,
которое указывает, что все функциональные блоки готовы к обслуживанию або-
нентов [3]. Процедура установления сессии учитывает время обслуживания в сети,
магистральная сеть IP/MPLS представлена в виде отдельного функционального
блока, время обслуживания в сети при движении в одну сторону от одного або-
нента к другому будет равно половине времени передачи в петле связи (англ.,
Round Trip Time, RTT). Сигнальное сообщение протокола установления сессий
180 Ringing передаётся от вызываемого абонента к вызывающему абоненту при
успешном получении инициирующего сообщения Invite. Далее в процедуре уста-
новления сессии предусмотрен обмен сообщениями 200 Ok и Ack, что подтвержда-
ет приём ответа на запрос Invite. После обмена этими сигнальными сообщениями
сессия считается установленной, начинается обмен данными между двумя або-
нентами.

Последовательность сигнальных сообщений в виде процедуры установления
сессии при наличии одного межсетевого экрана представлена на рис. 2. Необ-
ходимо заметить, что внедрение межсетевого экрана в процедуру установления
сессии увеличивает время установления сессии, т.к. происходит фильтрация тра-
фика, в том числе сигнального, проходящего через межсетевой экран [4].

2. Расчёт времени установления сессии при наличии
межсетевого экрана

Для оценки влияния времени фильтрации в межсетевом экране на время уста-
новления сессии между двумя абонентами предлагается математическая модель
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Рис. 2. Процедура установления сессии при наличии межсетевого экрана

в виде открытой сети массового обслуживания (СеМО), в которой время пребы-
вания в сети соответствует времени установления сессии. Подобный подход иссле-
довался в работах [5,6]. При данном подходе необходимо оценить время ожидания
и время обслуживания последовательно по каждому функциональному блоку, за-
тем, просуммировав все интервалы времени, получить время установления сессии.
Таким образом, СеМО будет состоять из шести узлов в виде систем массового об-
служивания (СМО), каждая СМО будет представлять отдельный функциональ-
ный блок, соответствующий процедуре установления сессии. Блоки, соответству-
ющие оборудованию обоих пользователей и сети IP/MPLS, будут представлены с
помощью СМО 𝑀 |𝑀 |∞, остальные блоки — в виде СМО 𝑀 |𝑀 |1|∞.

Обозначив интенсивность входящих сообщений 𝜆0, определим условие суще-
ствования стационарного режима в виде (1), где 𝜇−1

𝑖 — время обслуживания сооб-
щений прибором в СМО, соответствующей 𝑖-му блоку в процедуре установления
сессии [6]

𝜆0 < min
(︁𝜇2

5
;
𝜇3

5
;
𝜇5

4

)︁
. (1)

Данное неравенство (1) следует из того, что в узлах 2, 3 и 5 могут возникать
очереди, что нарушает стационарный режим.

Учитывая подход, предложенный в работах [5, 6], средняя задержка запроса
сессии 𝑇𝑆𝑅𝐷 и среднее время установления сессии 𝑇𝑆 определяется в виде (2) и
(3) соответственно.

𝑇𝑆𝑅𝐷 = 2𝜇−1
1 +

2

𝜇2 − 5𝜆0
+

2

𝜇3 − 5𝜆0
+ 2𝜇−1

4 +
2

𝜇5 − 4𝜆0
+ 𝜇−1

6 ; (2)

𝑇𝑆 = 2𝜇−1
1 +

3

𝜇2 − 5𝜆0
+

3

𝜇3 − 5𝜆0
+ 3𝜇−1

4 +
3

𝜇5 − 4𝜆0
+ 2𝜇−1

6 . (3)
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Время фильтрации межсетевым экраном сигнального сообщения равно време-
ни пребывания сигнального сообщения во втором функциональном блоке (Firewall).
Время фильтрации одного сообщения при установлении сессии представлено фор-
мулой (4)

𝑇𝐹 =
1

𝜇2 − 5𝜆0
. (4)

Проведём расчёт показателей влияния наличия межсетевого экрана на сред-
нюю задержку запроса сессии и на среднее время установления сессии. Эти по-
казатели отражены в формулах (5) и (6) соответственно.

𝑁𝑇𝐹 _𝑇𝑆𝑅𝐷
=

2𝑇𝐹
𝑇𝑆𝑅𝐷

; (5)

𝑁𝑇𝐹 _𝑇𝑆
=

3𝑇𝐹
𝑇𝑆

. (6)

3. Пример расчета времени установления сессии
Для предварительной оценки временных характеристик были выбраны исход-

ные данные, характерные для оборудования Cisco. Технические характеристики
прокси-сервера соответствуют прокси-серверу Cisco на платформе Sun Fire V120.
Для характеристик межсетевого экрана выбран Cisco ASA 5500-X с обслуживаю-
щим модулем (Security Service Processor - SSP) SSP-10. В таблице 1 перечислены
исходные данные и их соответствие введённым в статье обозначениям.

Таблица 1
Исходные данные

Функцио-
нальный
элемент

Пользо-
ватель-
1

Firewall Proxy-
1

IP/MPLS Proxy-
2

Пользо-
ватель-
2

Обозначение 𝜇−1
1 𝜇−1

2 𝜇−1
3 𝜇−1

4 𝜇−1
5 𝜇−1

6

Время об-
служива-
ния, мс

0,1 0,5 0,4 50 0,4 0,1

Результаты расчета средней задержки запроса сессии 𝑇𝑆𝑅𝐷 и среднего време-
ни установления сессии 𝑇𝑆 приведены в виде графиков зависимости от интенсив-
ности поступающих запросов (рис. 3).

Условие существования стационарного режима (1) позволяет провести расчёт
для значений интенсивности входящего потока вплоть до 400 запросов в секунду.
Технические характеристики соответствуют прокси-серверу Cisco на платформе
Sun Fire V120 и межсетевому экрану Cisco ASA 5500-X с обслуживающим модулем
SSP-10. Предварительная оценка временных характеристик при наличии одного
межсетевого экрана показывает приемлемые результаты, которые удовлетворяют
рекомендованным международным стандартам показателей качества восприятия,
среднее время установления сессии гораздо меньше 2 с и даже при интенсивно-
сти 380 запросов/с достигает значения 0,2 с. Средняя задержка запроса сессии
SRD всегда меньше среднего времени установления сессии и при интенсивности
входящего потока 380 запросов/с достигает 0,15 с.

Интересна оценка доли времени фильтрации сигнальных сообщений в меж-
сетевом экране при расчёте временных характеристик. На рис. 4 изображены
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показатели влияния времени фильтрации в межсетевом экране на время установ-
ления сессии. Отмечено, что время пребывания сигнальных сообщений в межсете-
вом экране не превосходит 10 процентов при интенсивности входящих сообщений
для значений равных 370 запросов/с.
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Рис. 3. Временные характеристики при установлении сессии с одним
межсетевым экраном
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Рис. 4. Оценка доли времени фильтрации в межсетевом экране при
установлении сессии

Заключение

В статье предложена математическая модель установления сессии между дву-
мя пользователями с участием двух прокси-серверов и одного межсетевого экра-
на. Проведена оценка среднего времени установления сессии и средней задержки
запроса сессии. Расчёт временных характеристик показал приемлемость исполь-
зования оборудования Cisco ASA 5500-X с обслуживающим модулем SSP-10, ис-
пользование межсетевого экрана необходимо в целях обеспечения информацион-
ной безопасности.
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Полученные результаты могут найти применение при решении задач оцени-
вания влияния МЭ на качество установления соединения протокола SIP. При
дальнейших исследованиях производительности систем связи область примене-
ния построенной математической модели и предложенного метода может быть
расширена на случай оценки показателей качества других услуг связи, чувстви-
тельных к длительности задержки передачи данных.
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In modern telecommunication networks is implemented information transmitting security
for protection programs and databases. We propose the approach of signaling messages pro-
cessing estimation in case when the network includes one firewall and two proxy servers.
Firewall is based on security rules and define security police. We choose a session setup
procedure between two users using the Session Initiation Protocol as an illustration of the
method. Signaling messages are moving from the first user to the second through IP/MPLS
network, proxy servers and firewall. The chain of signaling messages must successfully ser-
vice before media traffic starts. We get preliminary estimation of performance measures for
modern firewall Cisco ASA 5500-X with Security Service Processor SSP-10. Numerical ex-
ample shows, that firewall Cisco ASA 5500-X serves signaling messages can be implemented.
Mean waiting time and mean service time in this firewall has little effect on the session setup
time and the session request delay.
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The use of fuzzy conceptual graphs for representing knowledge in process-oriented organi-
zations is considered. Two types of knowledge, procedural and declarative, are discussed; the
difference between them is shown along with representation and usage details in knowledge
bases. A formal definition of fuzzy conceptual graphs is given, and their ability to represent
declarative and procedural domain knowledge in a simple and understandable way is shown.
The structure of the knowledge base includes three levels: an ontological layer, which con-
tains concepts and integrates declarative and procedural knowledge; a middle or interface
layer, which describes business processes based on real data; and the ground layer, the layer
of real (historical) data, which collects primary information about the current state of ob-
jects and the relationships between them. The difference between the types of information
on each of the layers of the knowledge base is shown, as well as the application method of
fuzzy conceptual graphs on the interface layer. A description of the mechanisms of inter-
action and rules for reflecting data from the ground layer to the interface layer is provided.
Mathematical methods for analysis of primary data and fuzzy knowledge indicators are de-
scribed, which aid in decision-making, optimization and refinement of procedural knowledge
systems.

Key words and phrases: Fuzzy conceptual graphs, knowledge representation, business
process, knowledge base, ontology, intelligent agent.

1. Introduction

The span of Business Intelligence (BI) tools and similar approaches is due to grow
steadily in the next years, following the current expansion of information in organiza-
tions. Many companies already consider BI as a necessity, more than a competitive
advantage. Consequently, specializations or branches of BI technologies have been
emerging during the last years. One of them is Business Process Intelligence (BPI), or
the application of BI techniques to business processes [1]. BPI relates to the emerg-
ing data inside of a company; namely, the information concerning processes and the
resources associated to them. However, BPI is prone to encounter issues that, most
likely, have been dragged through the lifecycle of the company. Some of these problems
are related to technological limitations, like absence of event logging, while others are
related to Knowledge Representation (KR), like incompatibilities in the ontological
knowledge among business units or lack of standardized process documentation.

Conceptual Graphs (CGs) are an intuitive and easily understandable means to rep-
resent knowledge [2, p. v], and they can be combined with Fuzzy Logic (FL) to create
Fuzzy Conceptual Graphs (FCG), which are focused on the approximate representa-
tion of imprecise knowledge [3, p. 1]. The aim of this work is to present FCGs as a
suitable formalism for KR and reasoning in process-oriented organizations. For this
purpose, a Knowledge Base (KB) structure is proposed based on the FCG formalism.
Mapping between declarative and procedural knowledge is discussed, and an interface
between ontological and factual knowledge is presented. Fuzzy approaches to quan-
tify the characteristics of the KB are proposed, including a pseudometric based on the
flow of information through entities.

Received 26th February, 2016.
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2. Background

Knowledge representation can be thought of as an internal representation of reality
inside an intelligent agent. It consists of symbols that represent a limited collection
of propositions about the world, and as such, is only able to approximate reality.
Choosing a specific type of KR will determine how and what to perceive from reality.

Ontologies are abstract models consisting of concepts that are relevant for describ-
ing the real world [4, p. 30]. They provide a set of terms used to represent reality,
and for this reason, they are considered the heart of every knowledge representation.
They are typically built on top of a taxonomy, which is a hierarchical structure of con-
cepts using the relation ”is a kind of” among them. However, they vary according to
which kind of knowledge they hold. Two types of knowledge can be distinguished [5].
Declarative knowledge describes facts or the understanding that something is true.
Procedural knowledge, on the other hand, refers to the ability to perform a task in an
efficient way [4, p. 48].

To establish a basis for reasoning, ontologies must be embedded into a suitable
framework, which includes a formal system of logic and an efficient computational
environment. Conceptual graphs are a logically precise formalism which can represent
knowledge in a humanly readable, and computationally manageable form [6]. Fuzzy
logic is an extension of traditional logical systems, which offers the framework for
dealing with uncertainty and imprecision. In contrast to exact KR, FL is a much
more similar way to represent the human mind [7].

A CG is composed of concept nodes representing entities and relation nodes repre-
senting relationships between these entities. A concept node refers to a specific entity
by adding an individual marker to its label. Otherwise, the concept node refers to an
unspecified entity. In fuzzy logic, an object is said to be of a type with an uncertainty
and/or truth degree. The main difference between CGs and FCGs is only that CGs
are based on basic concept types and basic relation types, whereas FCGs are based
on fuzzy concept types and fuzzy relation types [3, p. 36].

A basic CG [2, p. 26] is composed of a vocabulary 𝑉 = (𝑇𝐶, 𝑇𝑅, 𝐼) and a 4-tuple
𝐺 = (𝐶,𝑅,𝐸, 𝑙) where:

– 𝑇𝐶 is the set of concept types.
– 𝑇𝑅 is the set of relation symbols, which is partitioned into subsets 𝑇1𝑅, . . . , 𝑇𝑘𝑅

of relation symbols of arity 1, . . . , 𝑘, respectively.
– 𝐼 is the set of individual markers, * denotes the generic marker and 𝑀 = 𝐼 ∪ {*}

is the set of markers.
– (𝐶,𝑅,𝐸) is a finite, undirected and bipartite multigraph denoted 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ(𝐺).
– 𝐶 is the concept node set.
– 𝑅 is the relation node set.
– 𝐸 is the family of edges.
– 𝑙 is a labeling function that satisfies:

– A concept node 𝑐 is labeled by a pair (𝑡𝑦𝑝𝑒(𝑐),𝑚𝑎𝑟𝑘𝑒𝑟(𝑐)), where 𝑡𝑦𝑝𝑒(𝑐) ∈
𝑇𝐶 and 𝑚𝑎𝑟𝑘𝑒𝑟(𝑐) ∈ 𝐼 ∪ {*}.

– A relation node 𝑟 is labeled by 𝑙(𝑟) or 𝑡𝑦𝑝𝑒(𝑟) ∈ 𝑇𝑅.
– Edges incident to a relation node 𝑟 are totally ordered and labeled from 1

to 𝑎𝑟𝑖𝑡𝑦(𝑡𝑦𝑝𝑒(𝑟)). An edge labeled 𝑖 between a relation 𝑟 and a concept 𝑐
is denoted (𝑟, 𝑖, 𝑐).

Computer systems that make use of human knowledge are referred to as knowledge-
based systems (KBS). A typical KBS consists at least of a knowledge base contain-
ing organized knowledge represented by KR formalisms, and a reasoning engine with
mechanisms to imitate the problem solving process of a human expert [4, p. 54]. Or-
ganized knowledge in a KB refers to ontologies, facts, rules and constraints [2, p. 2].
Factual knowledge makes assertions about a concrete situation.

The simplest KR model consists of a KB with ontologies and facts [2, p. 312]. When
working with complex systems, however, other kinds of components have to be added
to the model in order to correctly describe the state of the world and its evolution in
time. Inference rules represent implicit or general knowledge about a domain, which
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helps to fully describe a world. Evolution rules transform factual knowledge: they
represent possible actions leading from one world to another.

3. A KB using the FCG formalism

The following is an approach to structuring declarative and procedural knowledge
in a KB using the FCG formalism. On this proposal, ontological and factual knowledge
are bound together by CGs structured in layers. There is a middle layer (interface)
between the ontological and factual (ground) layers. Rules and constraints are context-
dependent, and they are assumed to be developed aside from the ontological structure.

3.1. Ontological layer

Consider an enterprise 𝑋𝑌 𝑍 divided in different departments or business units.
These units are organized in a hierarchical or non-hierarchical way, or a combination
of both, with varying levels of interdependence. This interdependence between depart-
ments can be expressed in several ways, depending on the task at hand: for example,
interdependence measures could be the number of shared resources between business
units, or the distributed weight of the different channels of communication between
departments (See Figure 1).

Figure 1. Interdependent process

Basically, physical or abstract entities, together with the relations between them,
are commonly shared (up to a certain degree) among the units of a company. However,
these dependencies are often ignored or hidden for several reasons, which contributes
to problems in corporate visibility. In companies with large operations, for example,
multiple users share and manipulate information or assets, even if they do not know
about each other’s actions. This can give rise to inconsistencies or issues, which
require prompt and efficient solutions in order to resume normal operation. In the
ideal scenario of a company with full documentation of its ontologies and visibility of
its processes, finding solutions to this kind of problems is straightforward. In a real
scenario, on the contrary, there can be flaws and inconsistencies in the form or content
of the knowledge representation, which could prevent or limit problem solving.

Consider the same company 𝑋𝑌 𝑍, with a number 𝑛 of different business units.
Each one of these departments possesses a set of ontologies of type 𝑜 in the form of
CGs, where type 𝑜 could be either declarative or procedural. The set of 𝑛 departments
is part of a CG representing the hierarchical structure of the company, with the top of
the hierarchy being the company itself. If at least one of the business units possesses
an ontology and, more specifically, its set of vertices (concepts) is not empty, then the
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maximal join [2, p. 218], [8] of the ontologies of each unit, together with the taxonomy,
results in an upper or top-level ontology, denoted by 𝑇 , which is itself a CG.

Notice that process analysis relies on the existence of documented business pro-
cesses or their generation from event logs. In the proposed KB, existing business
processes have to be embedded into the ontological layer as ontologies of the proce-
dural type, maintaining the overall CG structure. Naturally, newly discovered busi-
ness processes should update the ontological knowledge. Several approaches exist to
merge declarative and procedural knowledge. For example, the Static and Dynamic
Knowledge Representation Framework (SD-KRF) [9] expresses processes, nodes, tasks,
events, transitions, actions and decisions as ontology classes. A method for creating
ontological knowledge is based on providing compatibility to a set of tools for modeling
processes and corporate infrastructure [10].

3.2. Interface layer

Factual knowledge asserts that some entities exist and that they are related by
some relationships [2, p. 22]. It is obtained after transforming raw historical (or real-
time) data into useful information for analysis and decision-making. In this KB, a
way of expressing factual knowledge is proposed. It consists in merging the obtained
information from historical data into the upper ontology T, creating a new layer on
the CG structure. The newly created layer, which is denoted interface layer, is the
boundary between ontologies and historical data and serves as the ground on which
business processes take place.

Three general rules are proposed for the generation of this interface. First, relations
on the interface layer cannot exist between any arbitrary kind of concepts or relations,
but only between instances of concepts or relations. It is important to understand the
difference between an instance (instantiated type) and a grounded instance [11, p. 92].
An instance refers to a more precise rendering of a certain concept or relation by means
of a specific configuration of its attributes, with the exception of those that express
quantification or multiplicity (quantifiers) and grounding (determiners). An instance is
an unspecified entity in a CG. However, instances cannot come into existence without
first being grounded. An example of an instance would be a concept with a special
configuration of its aspect attributes (e.g. size, color, shape). A grounded instance
would be the same instance with added attributes of unique identification, quantity
and a specific position in space and time. It corresponds to a specific entity in a CG
with an individual marker.

The second property constrains the representations on the interface layer to pro-
cedures or processes. Specifically, relations between concept instances are expected to
represent activities or events of a process execution. This property can be considered
as a qualitative projection of the observed world into an ontology, because it deter-
mines which concept instances interrelate and how. Thereby, the interface layer is the
ground on which most process analyses take place.

The third proposed rule states that the relations between instances on the interface
layer should be weighted, which means that some relations will be stronger than others
with magnitudes that range over an interval (i.e. from 0 to 1), representing a chosen
value (e.g. cost, benefit, implication or causation). Notice that this property enforces
a transformation of the layer from a normal CG into a FCG. This property can be
considered as a quantitative projection of the observed world into an ontology, because
it assigns magnitudes to the qualitative relations defined on the second property.
Hence, a structure for the interface layer is proposed as follows.

Consider a basic CG 𝐺 defined over a vocabulary 𝑉 , where 𝑔𝑟𝑎𝑝ℎ(𝐺) is constrained
to be an undirected bipartite graph and the set of individuals 𝐼 = ∅; then every
node in 𝐺 corresponds to an instance that is not grounded. Furthermore, the set 𝑅
can be generalized to contain other kinds of nodes, e.g. actors, 𝑑𝑒𝑚𝑜𝑛𝑠, constraint
overlays [12], in order to enable procedural expression on the CG. A restriction is set
so that all relations are binary (n-ary relations can be transformed polynomially into
binary ones [2, p. 360]). Edges labeled 1 correspond to arcs exiting a node heading
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to a relation, and edges labeled 2 are directed the opposite way [2, p. 114]. Thus, 𝐺
corresponds to the interface layer.

Let 𝑐 be a concept node and 𝑟 a relation node on the interface layer, 𝑖 ∈ {1, 2} and
𝐸𝑐 = {(𝑟*, 𝑖*, 𝑐*) ∈ 𝐸|𝑐* = 𝑐} the set of edges adjacent to the node 𝑐. The number of
edges incident to 𝑐 that are labeled 𝑖 is expressed as follows:

𝑞(𝑐) =
∑︁
𝑏∈𝐸𝑐

𝑛𝑏 * 𝑢(𝑏),

where 𝑛𝑏 is the number of occurrences of the grounded edge 𝑏. The function 𝑢 is then
defined as follows:

𝑢(𝑛) =

{︃
1 if 𝑙(𝑏) = 𝑖,

0 if 𝑙(𝑏) ̸= 𝑖,

where 𝑙 is the labeling function. A function 𝑝(𝑐, 𝑏) denoting the probability of entering
or exiting node 𝑐 through edge 𝑏 is defined as follows:

𝑝(𝑐, 𝑏) =
𝑛𝑏
𝑞(𝑐)

.

Thus, the probability of exiting or entering node 𝑐 is expressed as follows:

𝑃 =
∑︁
𝑏∈𝐸𝑐

𝑝(𝑐, 𝑏) * 𝑢(𝑏),

which evaluates to 0 or 1 depending on the existence of exiting or entering edges.
When 𝑖 = 1, the function 𝑝 is denoted as the node routing through 𝑏. Updating the
function with 𝑖 = 2 provides the probability of entering the node 𝑐 from 𝑏, which is
denoted as the node inflow from 𝑏. In presence of n-ary relations, the same can be
extended to a relation node 𝑐 by applying 𝑝 with 𝑖 = 1 to obtain the inflow and 𝑖 = 2
for the routing.

In the interface layer, however, relations are constrained to be binary. This means
that both edges incident to a relation will have the same value of 𝑝. Thereby, the
function 𝑝(𝑐, 𝑏), where 𝑏 is incident to a relation 𝑟, will be denoted as the fuzzy mem-
bership of 𝑟 on the interface layer. Thus, the underlying CG is transformed to a FCG,
which can be visualized by a directed graph on which relations are represented by
fuzzy edges (See Figure 2).

Figure 2. Layers on the KB
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A quantification of the relation of a node to the entire layer is also proposed.
Consider the function 𝑓(𝑐):

𝑓(𝑐) =
𝑞(𝑐)

2
∑︀

𝑟∈𝑅 𝑛𝑟
,

where 𝑛𝑟 is the cardinality of the set of grounded instances of the relation 𝑟. When
𝑖 = 1, 𝑓 represents the exit factor or 𝑒𝑥𝑡(𝑐), which is the weight of the exiting grounded
edges from 𝑐 in relation to the totality of grounded relations. When 𝑖 = 2, the
entering edges to 𝑐 are considered, and this is denoted as the entrance factor or 𝑒𝑛𝑡(𝑐).
From both exit and entrance factors a correspondent pseudometric can be obtained.
Consider the following expression:

𝑑(𝑥, 𝑦) = |𝑓(𝑦)− 𝑓(𝑥)|,

where 𝑥, 𝑦 are concept nodes. This corresponds to a percentage of the totality of
grounded relations. When 𝑖 = 1, function 𝑑 is denoted as exit distance or 𝑑𝑒𝑥𝑡. When
𝑖 = 2, the correspondent entrance distance or 𝑑𝑒𝑛𝑡 is obtained. Consider the following
relation:

ℎ(𝑐) =
𝑒𝑥𝑡(𝑐)

𝑒𝑥𝑡(𝑐) + 𝑒𝑛𝑡(𝑐)
.

The function ℎ corresponds to the flow factor. If ℎ(𝑐) > 1/2, 𝑐 is considered a
source, with a degree of truth or fuzzy membership of ℎ(𝑐). It is considered a sink
if ℎ(𝑐) < 1/2, with a degree of truth of 1 − ℎ(𝑐). The flow factor can be assigned to
nodes as the fuzzy membership value, depending on the task.

3.3. Ground layer

The proposed ground layer is composed of grounded instances of concepts and
relations between them. This layer contains the historical (or real-time) data formatted
as CG structures. However, this layer is unconstrained in relation to any ontology.
In other words, grounded instances, which have been verified not to belong to any
ontology, can be preserved on the layer. This is a crucial requirement of any process-
oriented system, because it allows process discovery by means of process mining [13,
p. 10].

4. Support for process analysis in the KB

4.1. Multiple contexts

Possible interdependence between work units and their ontologies or business pro-
cesses is not the only source of complexity for analysis: the kind of analysis that is
needed can be different every time, depending on a variety of factors. For example,
analysis approaches can be generalized for the whole company while considering only
a specific kind of resource, or they can be specific for a defined process while consid-
ering all the interrelations with adjacent processes. A multiplicity of scenarios can be
brought to mind in which a static kind of knowledge is not suitable for the analysis
of the task at hand. Therefore, it is necessary to consider the context of the analy-
sis that will take place, so that the appropriate instantiations can be performed (See
Figure 3).

A new instantiation of the interface layer can be obtained by defining a subset
of all the concepts or relations that satisfy a certain condition (a filtering operation)
and generating the interface layer in the ordinary way over the resulting node subset.
New instantiations of the layer can also be obtained by extracting all the grounded
instances that satisfy a certain condition, and thus obtaining fuzzy values for the
interface nodes by means of performing a certain operation over the resulting grounded
subsets. Combinations of these approaches can also be suitable for complex analyses.
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Figure 3. Interface instantiations

4.2. Process analysis

Graph search over the interface layer provides an interesting array of possibili-
ties for process analysis. Business metrics can be reflected on concept instances on
the layer, making it possible to visualize the correlations between them. Abnormal
behavior of a metric can be determined by critical factor analysis (CFA) over the
layer [1]. A straightforward approach to CFA is to translate a subgraph of the inter-
face layer into a decision tree, in which degrees of membership and fuzzy relations of
the graph can represent uncertainty. This creates a visual representation of every out-
come from a starting node. If a visual approach is complicated to obtain, a path to a
certain goal state (metric) from an initial state on the interface layer can be created
by means of graph search techniques. A search can further be delimited by applying
a set of constraints over the interface layer, e.g. preventing it to enter certain nodes
where a condition is valid. The probability of ending in the goal state is obtained
by the product of the fuzzy values of the edges of the path, assuming that they are
normalized.

If only a specific business metric needs to be analyzed, an approach is to com-
pare the relevant nodes with the proposed exit and entrance distances, as a measure
for impact or priority. Furthermore, if the extracted process data comprises informa-
tion about allocation of resources, it is possible to perform capacity planning. Groups
of instances can be considered as separate entities subsumed under a common con-
cept. By adding to the layer groups of instances, together with the correspondent
constraints, a normal search can provide appropriate resource allocations to achieve
the desired performance. The proposed flow factor can provide insight about existing
bottlenecks and expose possible focus points for improvement or optimization.

5. Conclusion

The present work proposes the use of Conceptual Graphs with Fuzzy Logic for
representing knowledge in process-oriented environments. Conceptual Graphs were
discussed as a suitable and straightforward approach for representing and unifying
knowledge. For this reason, a Knowledge Base structure based on Fuzzy Conceptual
Graphs was proposed, with a high-level of abstraction. The KB features three layers:
an ontological layer, merging declarative and procedural knowledge; a middle or in-
terface layer, where real business processes are projected from historical or real-time
data; a ground layer, where concrete instances and relations among them are stored
for retrieval. The following coefficients are proposed to support process analysis on
the interface layer: entrance factor, exit factor, entrance distance, exit distance, flow
factor. Possible methods to analyze processes over the KB are exposed to provide
evidence for the suitability of the proposed KB for process-oriented organizations.



74 Bulletin of PFUR. SeriesMathematics. Information Sciences. Physics. No 1, 2016. Pp. 67–75

References

1. J. Cardoso, W. Aalst, Handbook of Research on Business Process Modeling, In-
formation Science Reference, Hershey, PA, 2009.

2. M. Chein, M. Mugnier, Graph-Based Knowledge Representation, Springer, Lon-
don, 2009.

3. T. Cao, Conceptual Graphs and Fuzzy Logic, Springer-Verlag, Berlin, 2010.
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УДК 004.82:519.17
Нечеткие концептуальные графы для представления
знаний в процессно-ориентированной организации

Э. Х. Азофейфа, Г. М. Новикова
Кафедра информационных технологий

Российский университет дружбы народов
ул. Миклухо-Маклая, д. 6, Москва, Россия, 117198

Рассматривается использование нечетких концептуальных графов для представления
знаний в процессно-ориентированных организациях. Рассмотрены два типа знаний —
процедурные и декларативные, показано их различие и особенности представления и ис-
пользования в базах знаний. Дано формальное определение нечетких концептуальных
графов. Показаны их возможности для представления в простой и понятной форме как
декларативных, так и процедурных знаний предметной области. Предложена структу-
ра Базы Знаний, которая включает три уровня: онтологический слой, содержащий кон-
цепты понятий и интегрирующий декларативные и процедурные знания; средний слой,
описывающий схемы бизнес-процессов на основе исторических данных, формирующих-
ся на базовом уровне; нижний слой, слой реальных данных, где собирается первичная
информация о текущих состояниях объектов и отношений между ними. Показано отли-
чие типов информации на каждом из слоев базы знаний, а также способ использования
нечеткого концептуального графа на средне-интерфейсном слое. Рассмотрены механиз-
мы взаимодействия и правила преобразования информации между средне-интерфейс-
ным слоем и базовым слоем. Описан математический аппарат и методы анализа пер-
вичной информации для поддержки принятия решений по оптимизации и уточнению
процедурных знаний системы, а также показатели, используемые в процессе анализа
нечетких знаний.

Ключевые слова: нечёткие концептуальные графы, представления знаний, бизнес-
процесс, базы знаний, онтологии, интеллектуальный агент.
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УДК 004.931
Инварианты в задачах распознавания графических образов
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Российский университет дружбы народов
ул. Миклухо-Маклая, д. 6, Москва, Россия, 117198

Рассматривается задача анализа и выбора информативных признаков, являющихся
яркостными и геометрическими инвариантами. Предложен аналитический обзор работ,
в которых поднималась проблема построения инвариантов и решались практические
задачи. В числе инвариантов к мультипликативным и аддитивным преобразованиям
яркости рассмотрены коэффициент корреляции, нормализованная гистограмма, неко-
торые отношения особых отрезков линий и углы. Рассмотрены как простейшие геомет-
рические, так и интегральные инварианты, устойчивые к аффинным преобразовани-
ям, а также к преобразованиям растяжения. Среди всех геометрических инвариантов
выделяются инварианты Hu, интерес к которым не ослабевает и в настоящее время.
Поскольку в первоисточниках отсутствуют доказательства утверждений об инвариант-
ности, то большое внимание уделяется проверке на некоторых моментах инвариантности
к часто употребляемой операции поворота. Рассмотренные признаки можно использо-
вать для решения задач распознавания графических образов, измерения расстояний,
анализа сложных сцен. Предполагается, что в дальнейшем на основе яркостных и гео-
метрических инвариантов будут решены задачи распознавания лиц человека. Статья
предназначена для широкого круга аспирантов и инженеров, занимающихся задачами
распознавания графических образов в различных приложениях.

Ключевые слова: изображение, графический образ, распознавание, яркостные ин-
варианты, инвариантные моменты, аффинные преобразования, растяжения.

1. Введение
В задачах распознавания графических образов желательно иметь такие ха-

рактеристики изображения, которые не зависели бы от масштаба, ориентации и
качества анализируемого снимка. Такие характеристики называют инварианта-
ми. Широкое распространение получили яркостные и геометрические инвариан-
ты изображений [1,2]. Инварианты полезны тем, что способны при определённых
условиях выступать в роли существенных признаков, передающих характерные
особенности изображения. Они позволяют проводить корректное сравнение изоб-
ражений подвергнутых, преобразованиям, что увеличивает вероятность получе-
ния правильного решения. Это могут быть, например, аффинные преобразова-
ния, растяжения, изменения яркости и контрастности.

Инвариантный подход к распознаванию является одним из немногих подхо-
дов, допускающих точную математическую постановку задачи и позволяющих
вырабатывать понятия классов объектов. Инварианты обладают способностью
к обобщению, что является необходимым атрибутом искусственного интеллекта,
например искусственных нейронных сетей [3].

Разобьём множество всех изображений объектов на снимке или множестве
снимков, представляющих интерес, на непересекающиеся классы таким образом,
чтобы каждый класс состоял из всех таких изображений, которые отличаются
друг от друга лишь преобразованием указанной группы. Задача распознавания
заключается в том, чтобы для произвольного изображения объекта на снимке
определить, к какому классу он относится.

Задачу математически можно было бы решать путём построения полной систе-
мы инвариантов от изображений объектов относительно преобразований группы,
значения которых постоянны в пределах каждого класса и различны для любых
двух разных классов. Однако, следует отметить, что реальное распознавание объ-
ектов усложняется тем, что инварианты объектов, на самом деле, вследствие вли-
яния различных факторов, например помех, могут флуктуировать, они являются

Статья поступила в редакцию 18 ноября 2015 г.
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«субинвариантами». В этой связи в качестве методов распознавания приходится
привлекать вероятностные подходы и специальные метрики сравнения инвариан-
тов, например метрику Евклида-Махаланобиса [4].

В некоторых случаях авторы оригинальных работ не приводят необходимых
доказательств, подтверждающих инвариантность предложенных характерных при-
знаков. Таким образом, утверждение об инвариантности носит характер гипотезы
и требует перепроверки.

2. Яркостные инварианты изображений

Цифровое изображение обычно является результатом дискретизации непре-
рывной функции 𝑓(𝑥, 𝑦) и хранится в компьютере в виде двумерного массива
𝐼(𝑖, 𝑗), где 𝑖 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁𝑥 − 1 и 𝑗 = 0, 1, 2, . . . , 𝑁𝑦 − 1. Каждый элемент это-
го массива представляет собой пиксель с интенсивностью 𝐼(𝑖, 𝑗), изменяющейся в
диапазоне от 0 до 𝐿−1. Величина 𝐿 обычно является степенью двойки (например,
64, 256) и называется глубиной изображения [5].

Пусть исходные изображения представлены в формате JPEG и цветовой моде-
ли RGB. Для дальнейшей работы часто достаточно воспользоваться полутоновым
изображением (изображением в градациях серого) [6]. Согласно стандарту ITU-
R BT.601 яркость отдельного пикселя в таком случае определяется по формуле
𝑧 = 0.56𝐺+0.33𝑅+0.11𝐵, где 𝑅, 𝐺 и 𝐵 представляют собой компоненты вектора
в пространстве RGB.

По отношению к мультипликативным изменениям яркости инвариантами вы-
ступают следующие соотношения [1]:

𝐵𝑚𝑖𝑛

𝐵𝑚𝑎𝑥
,

𝐵𝑚𝑎𝑥

𝐵𝑐𝑝
,

𝜇(𝐵)

𝐵𝑐𝑝
,

где 𝐵𝑚𝑖𝑛, 𝐵𝑚𝑎𝑥, 𝐵𝑐𝑝 — соответственно минимальное, максимальное и среднее зна-
чения яркостей изображения, 𝜇(𝐵) =

∑︀
𝑖,𝑗

|𝐵𝑖𝑗 −𝐵𝑐𝑝|.

В случае аддитивного преобразования, инвариантами являются

𝐵𝑚𝑎𝑥 −𝐵𝑚𝑖𝑛, 𝐵𝑚𝑎𝑥 −𝐵𝑐𝑝.

Инварианты по отношению к аддитивному и мультипликативному преобразо-
ванию можно получить следующим образом:

𝐵𝑚𝑎𝑥 −𝐵𝑚𝑖𝑛, 𝐵𝑚𝑎𝑥 +𝐵𝑚𝑖𝑛 − 2𝐵𝑐𝑝.

Коэффициент корреляции, часто используемый для сравнения изображений,
имеет вид

𝛾𝑅(𝐵1, 𝐵2) =
< 𝐵1, 𝐵2 >

||𝐵1||||𝐵2||
,

где 𝐵 = |𝐵𝑖𝑗 | — матрица яркостей пикселей, (𝑖, 𝑗 = 0, 1, ...𝑛), < 𝐵1, 𝐵2 >=∑︀
𝑖

∑︀
𝑗

𝐵1(𝑖, 𝑗)𝐵2(𝑖, 𝑗) — скалярное произведение двух матриц (𝑖, 𝑗 ∈ 𝑅), ||𝐵|| —

норма матрицы 𝐵, ||𝐵|| =
√︂ ∑︀

𝑖,𝑗∈𝑅

𝐵2(𝑖, 𝑗).

Для того, чтобы корреляционный коэффициент был инвариантом к аддитив-
ным и мультипликативным преобразованиям, используют формулу

𝛾𝑅(̂︁𝐵1,̂︁𝐵2) =
< ̂︁𝐵1,̂︁𝐵2 >

||𝐵1||||𝐵2||
,
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где ̂︁𝐵𝑘(𝑖, 𝑗) = 𝐵𝑘(𝑖, 𝑗) − 𝐵𝑘, где 𝐵𝑘 — среднее арифметическое яркостей изобра-
жения.

Коэффициент корреляции вычисляют при наложении одного изображения на
другое, причём сравнение происходит по соответствующим пикселям.

3. Геометрические инварианты изображений
Как отмечалось ранее, геометрические инварианты — это такие характеристи-

ки изображения, которые не зависят от масштаба, ориентации, качества снимка.
Рассмотрим задачу получения инвариантов по отношению к аффинным преобра-
зованиям.

3.1. Простейшие геометрические инварианты

Инвариантами к операции плоского поворота изображения объекта являются
площадь 𝑆 и длина контура изображения 𝐿.

Пусть (𝑥, 𝑦) — центр изображения, 𝑑𝑚𝑎𝑥, 𝑑𝑚𝑖𝑛 — максимальное и минимальное
значения расстояний до границы изображения, как показано на рис. 1.

Рис. 1. Пояснения к задаче построения геометрических инвариантов

Тогда инвариантами к операции масштабирования и поворота являются:
𝑑min

𝑑max
;

𝛼 — угол между 𝑑min и 𝑑max;
𝐿

2𝑆
.

Опишем вокруг отдельного изображения окружность, тогда инвариантом к

повороту и масштабированию будет отношение
𝑆

𝑆𝑅
, где 𝑆 — площадь изображе-

ния, 𝑆𝑅 — площадь описанного круга.
На свойстве подобия окружностей может быть построен метод сравнения и

распознавания сложного изображения. Для этого отдельные изображения пред-
ставляются совокупностью вписанных в него кругов. Таким образом, паре (эта-
лонное и тестируемое изображение) сопоставляется вектор, компонентами кото-
рого являются радиусы и координаты центров соответствующих кругов. Исходя
из этого можно найти расстояние между изображениями.

Яркостные и геометрические характеристики могут быть связанными. Будем
рассматривать функцию яркости изображения как стационарный случайный про-
цесс [7]. В этом случае искомыми признаками для каждого снимка будут служить
числовые характеристики случайного процесса. К наиболее часто используемым
признакам относятся яркостные характеристики, такие как гистограмма распре-
деления значений яркости на изображении. Составим нормализованную гисто-
грамму для каждого исходного изображения:

𝑝(𝑧𝑖) =
𝑛𝑖
𝑛
,
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где 𝑛𝑖 — количество пикселей яркости (интенсивности) 𝑧𝑖(𝑖 = 0, ..., 𝐿 − 1), 𝑛 —
общее число пикселей в изображении, 𝐿 — количество градаций. Величина 𝑝(𝑧𝑖)
является оценкой вероятности появления пикселя с интенсивностью 𝑧𝑖. Следова-
тельно, выполняется условие нормировки:

𝐿−1∑︁
𝑘=0

𝑝(𝑧𝑖) = 1.

Нормализация гистограммы позволяет избежать зависимости результатов рас-
познавания от масштабирования.

3.2. Коэффициенты тейлоровского разложения

В работе [8] определяются и исследуются четыре дифференциальных инва-
рианта точки изображения относительно изменения масштаба и поворота. Бу-
дем предполагать, что функция яркости 𝑓(𝑥, 𝑦) дважды дифференцируема, то-
гда справедливо разложение Тейлора второго порядка с центром в произвольной
точке области (рис. 2). Предположим, что снимок подвергся преобразованию (по-
вороту и растяжению).

Рис. 2. Прямоугольная сетка дискретного изображения

Рассмотрим разложение функции 𝑓(𝑥, 𝑦) с центром в точке (2, 2). Если най-
ти значение данного разложения в узлах сети согласно рис. 2 и приравнять их
данным 𝑓𝑖,𝑗 , то в результате получим систему из 9 уравнений на 6 неизвестных
коэффициентов тейлоровского разложения. В матричной форме можно записать:
𝐴 * 𝑋 = 𝐹, где 𝑋 — столбец неизвестных коэффициентов 𝑎, 𝑝1, 𝑝2, 𝑏11, 𝑏12, 𝑏22;
𝐹 — столбец значений функции в узлах 𝑓22, 𝑓12, 𝑓21, 𝑓23, 𝑓32, 𝑓11, 𝑓13, 𝑓33, 𝑓31.

Матрица 𝐴 равна

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0 0 0 0

1 −ℎ1 0
ℎ2
1

2 0 0

1 0 −ℎ2 0
ℎ2
2

2 0

1 0 ℎ2 0
ℎ2
2

2 0

1 ℎ1 0
ℎ2
1

2 0 0

1 −ℎ1 −ℎ2 ℎ2
1

2
ℎ2
2

2 ℎ1ℎ2

1 −ℎ1 ℎ2
ℎ2
1

2
ℎ2
2

2 −ℎ1ℎ2
1 ℎ1 ℎ2

ℎ2
1

2
ℎ2
2

2 ℎ1ℎ2

1 ℎ1 −ℎ2 ℎ2
1

2
ℎ2
2

2 −ℎ1ℎ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

.
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Решая систему по методу наименьших квадратов, получим

𝑋 = 𝐴−1 * 𝐹,

где псевдообратная матрица 𝐴−1 равна

𝐴−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

5
9

2
9

2
9

2
9

2
9 −1

9 −1
9 −1

9 −1
9

0 − 1
6ℎ1

0 0 1
6ℎ1

− 1
6ℎ1

− 1
6ℎ1

1
6ℎ1

1
6ℎ1

0 0 − 1
6ℎ2

1
6ℎ2

0 − 1
6ℎ2

1
6ℎ2

1
6ℎ2

− 1
6ℎ2

− 2
3ℎ2

1

1
3ℎ2

1
− 2

3ℎ2
1
− 2

3ℎ2
1

1
3ℎ2

1

1
3ℎ2

1

1
3ℎ2

1

1
3ℎ2

1

1
3ℎ2

1

− 2
3ℎ2

2
− 2

3ℎ2
2

1
3ℎ2

2

1
3ℎ2

2
− 2

3ℎ2
2

1
3ℎ2

2

1
3ℎ2

2

1
3ℎ2

2

1
3ℎ2

2

0 0 0 0 0 1
4ℎ1ℎ2

− 1
4ℎ1ℎ2

1
4ℎ1ℎ2

− 1
4ℎ1ℎ2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Теорема. Для квадратичной функции 𝑓(𝑥, 𝑦) формула 𝑋 = 𝐴−1 * 𝐹 даёт
точные значения коэффициентов тейлоровского разложения второго порядка с
центром в данной точке.

Следствие. Для квадратичной функции 𝑓(𝑥, 𝑦) эта формула позволяет вы-
числить точные значения инвариантов. Аналогичные исследования выполнены в
работах [9–11].

3.3. Инвариантные моменты

Значительных успехов достигла теория инвариантных моментов, основанная
на поиске интегральных инвариантов. Математиком Hu в работах [2, 12] были
предложены семь моментов, инвариантных к группе аффинных преобразований.
Можно показать методом прямой подстановки соответствующих преобразований
и коэффициентов в выражения для моментов и эквивалентных преобразований,
что выражения, полученные Hu, действительно являются инвариантами к опера-
ции сдвига и масштабированию.

Доказательство инвариантности к операциям сдвига не представляет затруд-
нений. Проверка инвариантности моментов к операции масштабирования содер-
жится в работе [13].

Покажем на нескольких примерах, что моменты 𝐻𝑢(𝑚1,𝑚2, ...𝑚7) являют-
ся инвариантами к операции поворота изображения вокруг начала координат.
Для этого будем пользоваться выражением для центральных моментов бинарно-
го изображения:

𝑚𝑝𝑞 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥)𝑝(𝑦𝑖 − 𝑦)𝑞,

где 𝑝+ 𝑞 6 3, (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) — искомая точка изображения, (𝑥, 𝑦) — центр изображения,
𝑁 — число точек изображения.

a. Проверка инварианта 𝑚1:

𝑚1 = 𝑚02 +𝑚20 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

[(𝑥𝑖 − 𝑥)2(𝑦𝑖 − 𝑦)2].

Подставив соответствующее преобразование поворота точек изображения во-
круг начала координат на угол, получим

𝑚1 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

[︃(︂
(𝑥𝑖 𝑦𝑖)

(︂
cos𝛼

− sin𝛼

)︂
− (𝑥 𝑦)

(︂
cos𝛼

− sin𝛼

)︂)︂2

+
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+

(︂
(𝑥𝑖 𝑦𝑖)

(︂
sin𝛼

cos𝛼

)︂
− (𝑥 𝑦)

(︂
sin𝛼

cos𝛼

)︂)︂2
]︃
.

Достаточно воспользоваться следующим утверждением,(︂
(𝑎 𝑏)

(︂
cos𝛼

− sin𝛼

)︂)︂2

+

(︂
(𝑎 𝑏)

(︂
sin𝛼

cos𝛼

)︂)︂2

= 𝑎2 + 𝑏2

и рассмотреть выражение в квадратных скобках(︂
(𝑥𝑖 𝑦𝑖)

(︂
cos𝛼

− sin𝛼

)︂
− (𝑥 𝑦)

(︂
cos𝛼

− sin𝛼

)︂)︂2

+

+

(︂
(𝑥𝑖 𝑦𝑖)

(︂
sin𝛼

cos𝛼

)︂
− (𝑥 𝑦)

(︂
sin𝛼

cos𝛼

)︂)︂2

==

=

(︂
(𝑥𝑖 − 𝑥 𝑦𝑖 − 𝑦)

(︂
cos𝛼

− sin𝛼

)︂)︂2

+

(︂
(𝑥𝑖 − 𝑥 𝑦𝑖 − 𝑦)

(︂
sin𝛼

cos𝛼

)︂)︂2

=

= (𝑥𝑖 − 𝑥)2 + (𝑦𝑖 − 𝑦)2.

Таким образом, выражение в скобках является инвариантом, что и требова-
лось доказать.

b. Проверка инварианта 𝑚2:

𝑚2 = (𝑚20 −𝑚02)
2 + 4𝑚2

11 =

=

(︃
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

[︁
(𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2

]︁)︃2

+ 4

(︃
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

[(𝑥𝑖 − 𝑥) (𝑦𝑖 − 𝑦)]

)︃2

.

Утверждение 1.(︂
(𝑎 𝑏)

(︂
cos𝛼

− sin𝛼

)︂)︂2

−
(︂
(𝑎 𝑏)

(︂
sin𝛼

cos𝛼

)︂)︂2

= (𝑎2−𝑏2)(cos2𝛼−sin2𝛼)−4𝑎𝑏 sin𝛼 cos𝛼.

Рассмотрим выражение по частям.
Первая часть выражения:

𝑚20 −𝑚02 =
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

[︃(︂
(𝑥𝑖 𝑦𝑖)

(︂
cos𝛼

− sin𝛼

)︂
− (𝑥 𝑦)

(︂
cos𝛼

− sin𝛼

)︂)︂2

−

−
(︂
(𝑥𝑖 𝑦𝑖)

(︂
sin𝛼

cos𝛼

)︂
− (𝑥 𝑦)

(︂
sin𝛼

cos𝛼

)︂)︂2
]︃
,

𝑚20 −𝑚02 =

=
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

[︃(︂
(𝑥𝑖 − 𝑥 𝑦𝑖 − 𝑦)

(︂
cos𝛼

− sin𝛼

)︂)︂2

−
(︂
(𝑥𝑖 − 𝑥 𝑦𝑖 − 𝑦)

(︂
sin𝛼

cos𝛼

)︂)︂2
]︃
=

=
1

𝑁

[︃
𝑁∑︁
𝑖=1

[︁
((𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2)(cos2𝛼− sin2𝛼)− 4(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦) sin𝛼 cos𝛼

]︁]︃
,
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(𝑚20 −𝑚02)
2 =

=
1

𝑁2

[︃
𝑁∑︁
𝑖=1

[︁
((𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2)(cos2𝛼− sin2𝛼)− 4(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦) sin𝛼 cos𝛼

]︁]︃2
×

×
[︁
((𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2)(cos2𝛼− sin2𝛼)− 4(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦) sin𝛼 cos𝛼

]︁2
=

=
[︁
(𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2

]︁2
(cos2𝛼− sin2𝛼)2−

− 8
[︁
(𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2

]︁
(cos2𝛼− sin2𝛼)2 cos𝛼 sin𝛼(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦)+

+ 16
[︁
(𝑥𝑖 − 𝑥)2(𝑦𝑖 − 𝑦)2cos2𝛼sin2𝛼

]︁
.

Рассмотрим вторую часть:

4𝑚2
11 = 4

(︃
1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

[(𝑥𝑖 − 𝑥) (𝑦𝑖 − 𝑦)]

)︃2

=

=
4

𝑁2

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

(︂
(𝑥𝑖 𝑦𝑖)

(︂
cos𝛼

− sin𝛼

)︂
− (𝑥 𝑦)

(︂
cos𝛼

− sin𝛼

)︂)︂
×

×
(︂
(𝑥𝑖 𝑦𝑖)

(︂
sin𝛼

cos𝛼

)︂
− (𝑥 𝑦)

(︂
sin𝛼

cos𝛼

)︂)︂)︂2

=

=
4

𝑁2

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 cos𝛼− 𝑦𝑖 sin𝛼− 𝑥 cos𝛼+ 𝑦 sin𝛼) (𝑥𝑖 sin𝛼+ 𝑦𝑖 cos𝛼− 𝑥 sin𝛼− 𝑦 cos𝛼)

)︃2

=

=
4

𝑁2

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥 cos𝛼− (𝑦𝑖 − 𝑦) sin𝛼) (𝑥𝑖 − 𝑥) sin𝛼+ (𝑦𝑖 − 𝑦) cos𝛼

)︃2

=

=
4

𝑁2

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 𝑥 cos𝛼− (𝑦𝑖 − 𝑦) sin𝛼) (𝑥𝑖 − 𝑥) sin𝛼+ (𝑦𝑖 − 𝑦) cos𝛼

)︃2

=

=
4

𝑁2

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
(𝑥𝑖 − 𝑥)2 cos𝛼 sin𝛼− (𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦) sin2 𝛼 +

+ (𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦) cos2 𝛼− (𝑦𝑖 − 𝑦)2 cos𝛼 sin𝛼
)︀)︀2

=

=
4

𝑁2

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

(︀
(𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2 cos𝛼 sin𝛼+ (𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦)(cos2 𝛼− sin2 𝛼)

)︀)︃2

=

=
4

𝑁2

(︃
𝑁∑︁
𝑖=1

[︀
((𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2)2 cos2 𝛼 sin2 𝛼 +

+ 2((𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2) cos𝛼 sin𝛼(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦)(cos2 𝛼− sin2 𝛼)+

+ (𝑥𝑖 − 𝑥)2(𝑦𝑖 − 𝑦)2(cos2𝛼− sin2𝛼)2
]︀)︀
.

Собирая обе части, получим
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1

𝑁

𝑁∑︁
𝑖=1

[︂[︁
(𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2

]︁2
(cos2𝛼− sin2𝛼)2 −

8
[︁
(𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2

]︁
(cos2𝛼− sin2𝛼)2 cos𝛼 sin𝛼(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦)+

16
[︁
(𝑥𝑖 − 𝑥)2(𝑦𝑖 − 𝑦)2cos2𝛼sin2𝛼

]︁
+

4(𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2)2cos2𝛼sin2𝛼+
8((𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2) cos𝛼 sin𝛼(𝑥𝑖 − 𝑥)(𝑦𝑖 − 𝑦)(cos2𝛼− sin2𝛼)+

4(𝑥𝑖 − 𝑥)2(𝑦𝑖 − 𝑦)2(cos2𝛼− sin2𝛼)2 =[︁
(𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2

]︁2 [︁
(cos2𝛼− sin2𝛼)

2
+ 4cos2𝛼sin2𝛼

]︁
+

+
[︁
(𝑥𝑖 − 𝑥)2(𝑦𝑖 − 𝑦)2

]︁ [︁
4(cos2𝛼− sin2𝛼)

2
+ 16cos2𝛼sin2𝛼

]︁
=(︂[︁

(𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2
]︁2

+ 4
[︁
(𝑥𝑖 − 𝑥)2(𝑦𝑖 − 𝑦)2

]︁)︂
×

×
[︁
(cos2𝛼− sin2𝛼)

2
+ 4cos2𝛼sin2𝛼

]︁
=(︂[︁

(𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2
]︁2

+ 4
[︁
(𝑥𝑖 − 𝑥)2(𝑦𝑖 − 𝑦)2

]︁)︂ [︁
(cos2𝛼+ sin2𝛼)

2
]︁
=[︁

(𝑥𝑖 − 𝑥)2 − (𝑦𝑖 − 𝑦)2
]︁2

+ 4
[︁
(𝑥𝑖 − 𝑥)2(𝑦𝑖 − 𝑦)2

]︁
.

]︂
.

Что и требовалось доказать.
Аналогично проводится проверка для других моментов, что требует несколь-

ко большего объёма преобразований. Эти доказательства в настоящей работе не
приводятся ввиду их громоздкости.

4. Заключение
В статье выполнен обзор работ, который позволил выявить несколько полез-

ных инвариантов к преобразованиям яркости и аффинным преобразованиям. По-
казано, что в качестве инвариантов могут выступать как очень простые признаки,
так и сложные интегральные признаки, которые являются более устойчивыми к
различным помехам. К их числу можно отнести коэффициенты тейлоровского
разложения изображения и инварианты Hu. Для двух моментов Hu продемон-
стрирована их инвариантность к операции поворота. Работа выполнена в рамках
проекта Программы фундаментальных исследований ОНИТ 1 РАН «Интеллек-
туальные информационные технологии, системный анализ и автоматизация».
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Consider the problem analysis and selection of informative features, which are the lumi-
nance and geometric invariants. An analytical overview of the works, which raises the problem
of constructing invariants and solve practical problems. Among the invariants to the mul-
tiplicative and additive transformations brightness discussed the correlation coefficient, the
normalized histogram of some special relationship of line segments and angles. It is consid-
ered as the simplest geometric and integral invariants resistant to affine transformations, as
well as the transformation strain. Among all geometric invariants allocated invariants Hu, in
which interest is not waning and now. Since there is no evidence in the original sources of the
invariance of the allegations, the great attention is paid to checking on some points invariance
to rotation of frequently used operations. The above features can be used for solving prob-
lems of pattern recognition, distance measurement, analysis of complex scenes. It is expected
that in the future on the basis of brightness and geometric invariants will be solved the prob-
lem of recognizing individual rights. This article is intended for a wide range of post-graduate
students and engineers involved in pattern recognition tasks in various applications.

Key words and phrases: image, graphical image, recognition, brightness invariants,
invariant moments, affine transformations, stretching.
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The Skyrme’s idea (1954) for describing baryons as topological solitons was based on
the identification of baryon number 𝐵 with the topological charge of the degree type 𝐵 =
deg(𝑆3 → 𝑆3). It serves as the generator of the third homotopy group 𝜋3(𝑆

3) = Z. The
similar idea to describe leptons as topological solitons was announced by Faddeev (1972). He
identified the lepton number 𝐿 with the Hopf invariant 𝑄𝐻 .

The 8-spinor field is suggested to unify Skyrme and Faddeev models describing baryons
and leptons as topological solitons. The special 8-spinor Brioschi identity is used to include
leptons and baryons as two possible phases of the effective spinor field model, with Higgs
potential depending on the 𝑗𝜇𝑗𝜇 being added to the Lagrangian.

To this end the generalization of the Mie electrodynamics within the scope of the effective
8-spinor field model is suggested. For this field model the quadratic spinor quantities entering
the Brioschi identity are constructed. Then the symmetry groups, which generate 𝑆2- and 𝑆3-
submanifolds in general 𝑆8 biquadratic spinor manifold, are found. For unifying these phases,
common vacuum state should conserve only one component in both lepton and baryon cases.

In the present paper we try to construct Lagrange density for homotopy groups 𝜋3(𝑆
2)

and 𝜋3(𝑆
3), which describe lepton and baryon phases.

Key words and phrases: 8-spinor, topological charge, solitons, homotopy groups,
Brioschi identity, Skyrme–Faddeev model.

1. Introduction

In the Skyrme model the particles-solitons possess the topological charge of the
degree type 𝐵 = deg(𝑆3 → 𝑆3), which is interpreted as the baryon number 𝐵. In the
Faddeev model the particles are endowed with the topological invariant of the Hopf
type, which is interpreted as the Lepton number. This invariant serves as the generator
of the third homotopy group 𝜋3(𝑆

2) = Z. Prof. Yu. P. Rybakov suggested [1] to unify
these two approaches describing baryons and leptons as two possible phases of the
effective 8-spinor field model. For this goal, the special 8-spinor Brioschi identity is
used [2]:

𝑗𝜇𝑗
𝜇 − 𝑗̃𝜇𝑗̃𝜇 = 𝑠2 + 𝑝2 + 𝑣2 + 𝑎2. (1)

In this identity the following quadratic spinor quantities are introduced:

𝑠 = 𝜓𝜓,

𝑝 = 𝑖𝜓𝛾5𝜓,

𝑣 = 𝜓𝜆𝜓,

𝑎 = 𝑖𝜓𝛾5𝜆𝜓,

𝑗𝜇 = 𝜓𝛾𝜇𝜓,

𝑗̃𝜇 = 𝜓𝛾𝜇𝛾5𝜓,

Received 8th December, 2015.
The author expresses his gratitude to his scientific supervisor Prof. Yu. P. Rybakov and appre-

ciates the helpful discussions of the problem in question with I. E. Bulyzhenkov.
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with 𝜓 = 𝜓+𝛾0 and matrices 𝜆 = 𝜎𝑖⊗𝐼4 standing for the Pauli matrices in the isotopic
space. Here and below we use the Weyl representation for Dirac matrices 𝛾𝜇, 𝜇 = 0,
1, 2, 3, which may be written in the block form using the Pauli matrices 𝜎1, 𝜎2, 𝜎3:

𝛾0 =

(︂
0 𝐼2
𝐼2 0

)︂
, 𝛾𝑘 =

(︂
0 𝜎𝑘
−𝜎𝑘 0

)︂
, 𝑘 = 1, 2, 3.

Hence the matrix 𝛾5, which is the product of the four gamma matrices, is written
as follows:

𝛾5 =

(︂
𝐼2 0

0 −𝐼2

)︂
.

We use the denotation 𝐼𝑛 for the unit matrix of size 𝑛, 𝑛 ∈ N.

By analogy with [3, 4] we consider the 8-spinor space, in which 8-spinor is defined
as column:

𝜓 = 𝑐𝑜𝑙(𝜙, 𝜒, 𝜉, 𝜃), (2)

with 𝜙 = 𝑐𝑜𝑙(𝜙1, 𝜙2), 𝜒 = 𝑐𝑜𝑙(𝜒1, 𝜒2), 𝜉 = 𝑐𝑜𝑙(𝜉1, 𝜉2), 𝜃 = 𝑐𝑜𝑙(𝜃1, 𝜃2) being 2-spinors.

In this 8-spinor space 𝑆2- and 𝑆3- submanifolds, which can describe the lepton
and baryon sectors, were introduced [5]. The symmetry group 𝑆𝑈(2) was proposed to
describe leptons: (︂

𝜙

𝜒

)︂
= 𝑈𝐿

(︂
𝜉

𝜃

)︂
=

(︂
0 𝑖

𝑖 0

)︂(︂
𝜉

𝜃

)︂
, (3)

Simple calculations show that we have the homotopy group 𝜋3(𝑆
2), which generates

the topological Hopf-like charge 𝑠2 + 𝑎21 + 𝑎23 ̸= 0:

𝑠 = 2(𝜉+𝜃 + 𝜃+𝜉),

𝑎1 = 2(𝜃𝜃+ − 𝜉𝜉+),
𝑎3 = −2𝑖(𝜃+𝜉 − 𝜉+𝜃),

𝑠2 + 𝑎21 + 𝑎23 = 4
(︀
𝜃+𝜃 + 𝜉+𝜉

)︀2
.

The symmetry group 𝑆𝑈(2) was proposed for the description of baryons:(︂
𝜙

𝜒

)︂
= 𝑈𝐵

(︂
𝜉*

𝜃*

)︂
=

(︂
0 𝑖

𝑖 0

)︂(︂
𝜉*

𝜃*

)︂
, (4)

This 𝑆3-manifold is generated by the structure 𝑝2 + 𝑠2 + 𝑎21 + 𝑎22:

𝑠 = 2(𝜉+𝜃 + 𝜃+𝜉),

𝑝 = 2𝑖(𝜉+𝜃 − 𝜃+𝜉),

𝑎1 =
(︁(︀
𝜃+
)︀2

+ 𝜃2 − 𝜉2 −
(︀
𝜉+
)︀2)︁

,

𝑎2 = 𝑖
(︁(︀
𝜃+
)︀2 − 𝜃2 + 𝜉2 −

(︀
𝜉+
)︀2)︁

,

𝑠2 + 𝑝2 + 𝑎21 + 𝑎22 = 4
[︁(︀
𝜃+𝜃 + 𝜉+𝜉

)︀2 − (︀𝜉+𝜃 − 𝜃+𝜉)︀2]︁.
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To add to this, common vacuum state was found [6], which conserves only one
component 𝑠 = 2(𝜉+𝜃 + 𝜃+𝜉) in both the lepton and the baryon phases:

𝜓𝑉 =

⎛⎜⎜⎝
𝑖𝐶

𝑖𝐶

𝐶

𝐶

⎞⎟⎟⎠ , (5)

where 𝜃 = 𝜉 = 𝐶 =

(︂
𝐶1

𝐶2

)︂
, 𝐶1, 𝐶2 ∈ C.

2. Current in 8-spinor model

We can write down the components of current 𝑗𝜇 = 𝜓𝛾𝜇𝜓 = 𝜓+𝛾0𝛾𝜇𝜓 entering
the Brioschi identity (1):

𝑗0 = 𝜓+𝛾0𝛾0𝜓 = 𝜙+𝜙+ 𝜒+𝜒+ 𝜉+𝜉 + 𝜃+𝜃,

𝑗1 = 𝜓+𝛾0𝛾1𝜓 = −𝜙+𝜙+ 𝜒+𝜒− 𝜉+𝜉 + 𝜃+𝜃,

𝑗2 = 𝜓+𝛾0𝛾2𝜓 = 𝑖
[︀
𝜙+
1 𝜙2 − 𝜙+

2 𝜙1 + 𝜒+
2 𝜒1 − 𝜒+

1 𝜒2 + 𝜉+1 𝜉2 − 𝜉
+
2 𝜉1 + 𝜃+2 𝜃1 − 𝜃

+
1 𝜃2

]︀
,

𝑗3 = 𝜓+𝛾0𝛾3𝜓 = −𝜙+
1 𝜙1 + 𝜙+

2 𝜙2 + 𝜒+
1 𝜒1 − 𝜒+

2 𝜒2 − 𝜉+1 𝜉1 + 𝜉+2 𝜉2 + 𝜃+1 𝜃1 − 𝜃
+
2 𝜃2.

According to (3) and (4), only one component of the current converses in lepton
and baryon phases:

𝑗0 = 𝜓+
𝐿𝛾0𝛾0𝜓𝐿 = 𝜓+

𝐵𝛾0𝛾0𝜓𝐵 = 2
(︀
𝜉+𝜉 + 𝜃+𝜃

)︀
, 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 0. (6)

The same situation is in the vacuum state:

𝑗0 = 𝜓+
𝑉 𝛾0𝛾0𝜓𝑉 = 4 (𝜓*

1𝜓1 + 𝜓*
2𝜓2) , 𝑗1 = 𝑗2 = 𝑗3 = 0. (7)

3. Lagrangian density

By analogy with [1], let us choose the following Lagrangian density for the 8-spinor
field model:

ℒ =
1

2𝜆2
𝐷𝜇𝜓𝛾

𝛼𝑗𝛼𝐷
𝜇𝜓 +

𝜖2

4
𝑓𝜇𝜈𝑓

𝜇𝜈 − 𝑉 (𝑗𝜇𝑗
𝜇)− 1

16𝜋
𝐹 2
𝜇𝜈 (8)

with 𝐷𝜇 = 𝜕𝜇𝜓− 𝑖𝑒0𝐴𝜇Γ𝑒𝜓 — gauge covariant derivative,𝑉 (𝑗𝜇𝑗
𝜇) = 𝜎2

8

(︀
𝑗𝜇𝑗

𝜇 − 𝜅2
)︀2

—Higgs potential and 𝑓𝜇𝜈 stands for the antisymmetric tensor of the Faddeev–Skyrme
type:

𝑓𝜇𝜈 =
(︀
𝜓𝛾𝛼𝐷[𝜇𝜓

)︀ (︀
𝐷𝜈]𝜓𝛾𝛼𝜓

)︀
(9)

with 𝜆 and 𝜖 being constant parameters of the model. We use the denotation ℒ𝑖 for
terms in this Lagrangian density. Let us write the first 𝜎-model term ℒ1, which is a
product of the covariant derivatives:

ℒ1 = 𝐷𝜇𝜓𝛾
𝛼𝑗𝛼𝐷

𝜇𝜓 = 𝐷𝜇𝜓
+𝛾0𝛾

𝛼𝑗𝛼𝐷
𝜇𝜓 =

=
(︀
𝜕𝜇𝜓

+ + 𝑖𝑒0𝐴𝜇Γ𝑒𝜓
+
)︀
𝛾0𝛾

𝛼
(︀
𝜓+𝛾0𝛾𝛼𝜓

)︀
(𝜕𝜇𝜓 − 𝑖𝑒0𝐴𝜇Γ𝑒𝜓) =

= 𝜕𝜇𝜓
+𝛾0𝛾

𝛼
(︀
𝜓+𝛾0𝛾𝛼𝜓

)︀
𝜕𝜇𝜓 − 𝜕𝜇𝜓+𝛾0𝛾

𝛼
(︀
𝜓+𝛾0𝛾𝛼𝜓

)︀
𝑖𝑒0𝐴

𝜇Γ𝑒𝜓+

+ 𝑖𝑒0𝐴𝜇Γ𝑒𝜓
+𝛾0𝛾

𝛼
(︀
𝜓+𝛾0𝛾𝛼𝜓

)︀
𝜕𝜇𝜓 − |𝑖𝑒0𝐴𝜇Γ𝑒|2

(︀
𝜓+𝛾0𝛾𝛼𝜓

)︀2
.

(10)
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Our model (8) supposes that at space infinity |𝑟| → ∞ the following boundary
conditions hold:

𝜓 → 𝜓𝑉 , 𝑗𝜇𝑗
𝜇 → 𝜅2, 𝐴𝜇 → 0. (11)

To satisfy this asymptotic behaviour of localized configurations charge generator
Γ𝑒 should satisfy the following conditions:

Γ𝑒𝜓𝑉 = 0, Γ2
𝑒 = Γ𝑒. (12)

Using (5) operator Γ𝑒 has the following form:

Γ𝑒 = 𝐼4 ⊗
(︂
0 0

0 1

)︂
. (13)

We can calculate the spinor term 𝐷𝜇𝜓𝛾
𝛼𝑗𝛼𝐷

𝜇𝜓 for two phases and the vacuum.
For leptons and baryons it has the following form:

ℒ1 = 𝐷𝜇𝜓𝛾
𝛼𝑗𝛼𝐷

𝜇𝜓 = 𝐷𝜇𝜓
+𝛾0𝛾𝛼𝑗𝛼𝐷

𝜇𝜓 =

= 4
(︀
𝜉+𝜉 + 𝜃+𝜃

)︀ [︀
𝐷𝜇𝜉

+𝐷𝜇𝜉 +𝐷𝜇𝜃
+𝐷𝜇𝜃

]︀
. (14)

Similarly, for the vacuum state one gets:

ℒ𝑉 1 = 𝐷𝜇𝜓𝑉 𝛾
𝛼𝑗𝛼𝐷

𝜇𝜓𝑉 = 16 (𝐶*
1𝐶1 + 𝐶*

2𝐶2) [𝐷𝜇𝐶
*
1𝐷

𝜇𝐶1 +𝐷𝜇𝐶
*
2𝐷

𝜇𝐶2] , (15)

where 𝐶1 and 𝐶2 take complex values, which describe the vacuum state in (5). Since
𝐶1 and 𝐶2 are constant and Γ𝑒𝜓𝑉 = 0 (12), the covariant derivative is identically
zero in the vacuum state 𝐷𝜇𝜓𝑉 = 0. As a result the 𝜎-model term of the Lagrangian
density (15) is also identically zero:

ℒ𝑉 1 ≡ 0. (16)

4. Conclusion

Finally we give the summary of the results obtained:
– The effective 8-spinor field model is suggested. For this field model the compo-

nents of current quantities are constructed.
– For suggested lepton and baryon sectors 𝜎-model term of Lagrange function is

found.
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Идея Скирма (1954) состоит в том, что барион интерпретируется как частица-солитон,
которая имеет топологический заряд 𝐵 = deg(𝑆3 → 𝑆3). Этот заряд 𝐵 служит генера-
тором гомотопической группы 𝜋3(𝑆

3) = Z. Аналогичная идея для описания лептонов
используется в модели Фаддеева (1972). В ней в роли лептонного числа 𝐿 используется
инвариант типа Хопфа 𝑄𝐻 .

Для объединения двух подходов, описывающих лептоны и барионы как топологиче-
ские заряды, предлагается использовать 8-спинорное поле. Использование специального
8-спинорного тождества Бриоски позволяет рассматривать лептоны и барионы как сек-
торы в общей спинорной модели с потенциалом Хиггса, зависящего от 𝑗𝜇𝑗𝜇, входящего
в лагранжиан. С этой целью рассматривается обобщение электродинамики Ми в рам-
ках эффективной 8-спинорной полевой модели. Кроме того были обнаружены группы
симметрий, образующие 𝑆2 и 𝑆3 подмногообразия в общем биквадратном спинорном
𝑆8-многообразии. Для объединения двух секторов было построено общее вакуумное со-
стояние, сохраняющее лишь одну компоненту в каждом секторе.

В настоящей работе предлагается попытка выписать функцию Лагранжа для гомо-
топических групп 𝜋3(𝑆

2) и 𝜋3(𝑆
3), которые описывают барионы и лептоны.

Ключевые слова: 8-спинор, топологический заряд, солитоны, гомотопические груп-
пы, тождество Бриоски, модель Скирма-Фаддеева.
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УДК 621.321
Сравнительный анализ спектрально-фотометрических

характеристик бытовых источников света
И. Василеска, М. А. Корнеева, В. П. Стёпин

Кафедра прикладной физики
Российский университет дружбы народов

ул. Миклухо-Маклая, д. 6, Москва, Россия, 117198

Правильная организация искусственного освещения имеет большое значение для со-
здания комфортных бытовых условий в местах, предназначенных для выполнения ра-
бот со значительным зрительным напряжением, а также для решения задачи эффек-
тивного использования электроэнергии. Целью данной работы является проведение ком-
плексных экспериментальных исследований спектральных, фотометрических и электри-
ческих характеристик источников света бытового назначения различных типов. Были
выявлены наиболее и наименее энергоэффективные источники, показаны особенности
применения в различных условиях, а также проведена проверка соответствия характе-
ристик образцов нормам СанПиН.

Для исследования были выбраны лампы накаливания, металло-галогенные, светоди-
одные, люминесцентные и компактные люминесцентные лампы. По результатам прямых
измерений были определены диаграммы направленности, световой поток и класс энер-
гопотребления отобранных источников света.

Все экспериментальные данные были сведены в единую таблицу, что позволяет на-
глядно проследить особенности исследованных образцов. Было обнаружено, что изме-
ренные величины для некоторых образцов отличаются от заявленных производителем,
причём наибольшее расхождение отмечено у компактных люминесцентных ламп.

Анализ полученных результатов позволил определить целесообразность конкретного
применения исследованных источников света. Полученные результаты будут полезны
как для специалистов и производителей в области светотехники, так и конечных потре-
бителей.

Ключевые слова: источники света, лампы накаливания, металло-галогенные лам-
пы, светодиодные лампы, люминесцентные лампы, компактные люминесцентные лампы,
спектр излучения, цветовая температура, освещённость, диаграмма направленности.

1. Введение
Свет является одним из важнейших явлений природы, влияющих на жизнеде-

ятельность человека, так как более чем 80% информации об окружающем мире
и происходящих процессах человек получает через зрительные ощущения. Раз-
работка искусственных источников света (ИС) являлась неотъемлемой частью
развития техногенной цивилизации. Современные ИС являются электрически-
ми приборами, в которых электрическая энергия преобразуется в излучение в
различных спектральных диапазонах и с различной энергетической эффективно-
стью. Естественно, что в различных областях целевого использования (освещение
помещений, освещение рабочего места, мест кратковременной зрительной работы
в жилых помещениях и т.п.) к ИС предъявляются различные требования. В этой
связи разработка эффективных бытовых ИС по-прежнему является актуальной
задачей [1].

Для соблюдения условий оптимальной рабочей среды разработаны общие нор-
мы [2, 3], регламентирующие параметры естественного и искусственного освеще-
ния. Однако в области бытового применения ИС эти правила достаточно часто
не соблюдаются. Кроме того, в них не отражено, что освещение воспринимает-
ся естественным только в случае, если регистрируемое глазом излучение имеет
непрерывный спектр в видимой области спектра с распределением энергии, близ-
ким к распределению энергии в солнечном излучении [1]. Отмечена особенность,
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что глаза меньше всего утомляются при жёлто-зелёном либо белом освещении, а
больше всего при красном и фиолетовом [1].

Целью данной работы являлось проведение систематизированных измерений
спектральных, фотометрических и энергетических характеристик, наиболее рас-
пространённых ИС бытового назначения для сравнительного анализа и опреде-
ления их соответствия условиям наилучшего зрения, целесообразности их кон-
кретного применения в бытовых условиях, требованиям СанПиН и СНиП [2,3] и
справедливости заявленных производителем характеристик.

2. Постановка и проведение экспериментов

Для исследований были отобраны серийно выпускаемые для цепей с напря-
жением 220 В лампы бытового назначения: для ламп накаливания (ЛН) — до
100 Вт, для металло-галогенных ламп (МГЛ) — до 46 Вт, для светодиодных ламп
(LED) — до 7 Вт, для компактные люминесцентные ламп (КЛЛ) — до 32 Вт, для
люминесцентные ламп дневного света (ЛД) — до 18 Вт.

Регистрация спектров производилась с помощью монохроматора-спектрографа
MS3500I с дифракционной решёткой 1200 шт/мм, входная и выходная щели со-
ставляли 40 мкм. В качестве детектора использовался ФЭУ с фиксированным
напряжением 1000 В.

Спектрометрический тракт был откалиброван по длине волны с помощью
ртутной лампы (ДРС 50-1), а по абсолютной интенсивности с помощью лампы
СИРШ 6-40 (аттестована во ВНИИОФИ). Регистрация спектров испытуемых об-
разцов проводилась на фиксированном расстоянии от световода — 50 см. Обра-
ботка полученных спектров проводилась с помощью графического пакета Origin.

Освещённость регистрировалась при помощи люксметра ТКА-ПКМ С051 (го-
сударственный реестр средств измерений №24248-09), предназначенного для из-
мерения освещённости в видимой области спектра (380–760 нм) с диапазоном от
10 до 200000 лк (погрешность ±8.0%). Измерение распределения освещённости на
поверхности 70×70 см проводилось для каждого ИС на расстоянии 50 см.

Коэффициент пульсации определялся при помощи прецизионного фотодиода
(быстрый кремниевый фотоприёмника APDF, рабочий диапазон — 320–1000 нм,
максимальная чувствительность в диапазоне 730–830 нм). Расстояние между ИС
и диодом составляло 50 см.

Измерение электрических характеристик (напряжения питания, потребляе-
мый ток) проводилось с помощью осциллографа (TDS 2024 B). Величина тока
определялась по падению напряжения на измерительном шунте (0,47± 0,05 Ом).

Тепловые потери определялись с помощью термопары цифрового мультимет-
ра MASTECH MY-62. Измерения проводились по всей поверхности колбы ИС
через 10 мин после включения. Было выявлено, что нагрев происходит равномер-
но по всей поверхности (отклонения не более 10% от максимального значения), в
дальнейшем приводится значение лишь максимальной температуры, если это не
оговорено дополнительно.

Параметры ИС, заявленные производителями, и результаты эксперименталь-
ных измерений сведены в единую таблицу (см. ниже). Существенные отклонения
и нарушения санитарных норм выделены особо.

3. Экспериментальные результаты и их обсуждение

Основной характеристикой любого источника света является его спектр излу-
чения. Естественно, что ближе спектр ИС к солнечному, тем более он благоприя-
тен для человека. Как известно [4], солнечный спектр является спектром излуче-
ния чёрного тела, представляющим из себя непрерывные континуум. Спектраль-
ная излучательная способность в данном случае описывается формулой Планка
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и характеризуется цветовой температурой с типичным значением ∼6000 К. Ис-
точники, имеющие аналогичный тип распределения излучения (серое тело), но
меньшую яркость, так же характеризуются цветовой температурой. Важно от-
метить, что если спектральное распределение не описывается формулой Планка
(является либо линейчатым, либо сплошным, но с распределением другого типа),
то характеризовать его цветовой температурой некорректно. Все существующие
ИС бытового назначения имеют спектр, отличный от солнечного. Говорить о «сте-
пени соответствия» спектра солнечному сложно, так как нет стандартизованного
критерия, который бы его определял. Тем не менее, можно выделить одно прин-
ципиальное условие: спектр солнца является сплошным и, следовательно, срав-
нивать с ним можно только ИС со сплошным спектром. На рис. 1 представлены
спектры ЛН и МГЛ разных мощностей, на рис. 2 — LED-спектры.

Рис. 1. Спектры ЛН и МГЛ:
1 — МГЛ 42 Вт; 2 — ЛН 100 Вт;
3 — ЛН 60 Вт; 4 — МГЛ 42 Вт;

5 — ЛН 40 Вт;
6 — ЛН (матовая) 60 Вт;

7 — МГЛ (рефлекторная) 46 Вт

Рис. 2. Спектры LED:
1 — 5,5 Вт (2700 К); 2 — 7 Вт

(2700 К);
3 — 7 Вт (6400 К)

Из рис. 1 и 2 следует, что спектры ЛН, МГЛ и LED ламп имеют сплошной
спектр, но форма их существенно отличается. Лампы накаливания и металло-
галогенные лампы имеют одинаковый принцип действия: в обоих случаях излу-
чающим элементом является вольфрамовая нить накала, но колбы МГЛ заполне-
ны буферным газом (парами галогенов), увеличивающими срок службы. Спектр
излучения нагретой вольфрамовой нити является спектром серого тела, перекры-
вающим видимый диапазон и уходящим в инфракрасную область. Цветовая тем-
пература серого тела рассчитывается по положению максимума спектра. Спек-
тральные измерения цветовых температур ЛМ и МГЛ показали их соответствие
значениям, заявленным производителями. В данном случае цветовая температура
хорошо отражает степень отличия спектра ИС от солнечного: отношение темпе-
ратуры Солнца к температуре ламп ±2. В остальных случаях простое сравнение
спектров является не корректным.

Существенные отличия в спектрах светодиодных ламп и ламп накаливания
(см. рис. 1 и рис. 2) свидетельствуют о том, что светодиодные лампы не обла-
дают спектром серого тела, следовательно, говорить в данном случае о цвето-
вой температуре, несмотря на заявления производителей, нельзя. В отличие от
ламп накаливания, имеющих существенный участок спектра в инфракрасной об-
ласти, спектр светодиодных ламп лежит исключительно в области видимого све-
та, что повышает их эффективность. По принципу формирования цветопередачи
светодиодные лампы могут быть двух типов [5] — многокристальные и люмино-
форные. Спектр многокристальных светодиодов получается за счёт наложения
узких спектров каждого отдельного кристалла. Спектр люминофорных светоди-
одов формирует излучение люминофора, который в свою очередь возбуждается
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за счёт излучения светодиода в синей или ближней ультрафиолетовой области. По
форме спектра на рис. 2 можно определить, что исследованные лампы являются
люминофорными светодиодными лампами. Говорить о соответствии солнечному
спектру в данном случае сложно. Солнечный спектр имеет максимум интенсив-
ности при длине волны — 550 нм. Одна из исследованных ламп — 3 (рис. 2,
температура 6400 К) также имеет максимум на этой длине волны, но при этом у
неё есть второй пик в области синего диапазона длин волн (450 нм). Два других
исследованных образца — 1, 2 (рис. 2, температуры 2700 К) имеют иное распреде-
ление интенсивности в спектральной области излучения. У изученных образцов
1-й максимум соответствует области красного диапазона и приходится на дли-
ну волны 600 нм, а второй максимум сосредоточен в области синего диапазона:
у одной из ламп он приходится на длину волны 450 нм, а у второй вообще сла-
бо выражен. Таким образом, при покупке светодиодных ламп предсказать форму
спектра невозможно, так как указанная производителем цветовая температура
не несёт информации о качестве спектра.

На рис. 3a представлены спектры КЛЛ. Несмотря на заявленную произво-
дителем цветовую температуру, данные лампы в пределах видимого диапазона
имеют обеднённый линейчатый спектр. Видно, что все лампы имеют одинаковый
спектральный состав, а разница в качественном ощущении света (тёплый, хо-
лодный свет) достигается за счёт перераспределения энергии в спектре. Следует
отметить, данный спектр соответствует спектру ртутной газоразрядной лампы,
хотя некоторые производители заявляют об отсутствии паров ртути в изделии.
Несмотря на название, компактные люминесцентные лампы люминофора не со-
держат, в отличие от люминесцентных ламп дневного света, в спектре которых
присутствует континуум, соответствующий излучению люминофора, на фоне ко-
торого проступают линии ртути (рис. 3b). Важно отметить присутствие в спектре
излучения линий в ближнем ультрафиолете (365 нм). Говорить о соответствии
спектров КЛЛ солнечному невозможно, отличия в данном случае принципиаль-
ны.

(a) 1 — КЛЛ 13 Вт (2700 К); 2 — КЛЛ
13 Вт (6500 К); 3 — КЛЛ 32 Вт (2700 К)

(b) 1 — ЛД 18 Вт (2700 К); 2 — ЛД
18 Вт (4000 К)

Рис. 3. Спектры люминесцентных ламп

При использовании ИС важную роль играет поле допустимой освещённости.
Согласно требованиям ГОСТ [6] по освещению рабочих поверхностей для кратко-
временной работы на поверхности 0,4× 0,3 м необходимо > 200 лк, а на рабочем
столе на площади 0,3× 0,2 м необходимо > 300 лк. Как показали измерения, дан-
ным требованиям удовлетворяют практически все лампы (фиксированное рассто-
яние от ИС до рабочей поверхности — 50 см), за исключением некоторых мало-
мощных ламп (лампа накаливания 40 Вт).
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Согласно ГОСТ [7] были определены диаграммы направленности силы све-
та для каждого ИС. Вид диаграмм направленностей большинства ламп (рис. 4)
соответствует равномерно направленному типу кривой силы света. Нарушение
сферической симметрии диаграммы направленности (рис. 4) в нижней её части
обусловлено наличием цоколя ИС. У ламп накаливания, в отличие от КЛЛ и све-
тодиодных ламп, часть излучения распространяется в заднее полупространство,
т. е. в сторону цоколя.

Рис. 4. Диаграммы направленности (для фиксированного расстояния —
50 см): 1 — лампа накаливания 60 Вт, 2 — КЛЛ 12 Вт, 3 — светодиодная

лампа 7,7 Вт

Диаграммы направленности МГЛ (рис. 5a) характеризуются широким типом
кривой распределения силы света. Диаграмма имеет чёткие боковые максимумы,
что резко отличает их от ламп накаливания, КЛЛ и светодиодных ламп.

(a) диаграмма направленности МГЛ
лампы 42 Вт

(b) диаграмма направленности
рефлекторной лампы

Рис. 5. Диаграммы направленности МГЛ ламп (для фиксированного
расстояния — 50 см):



96 Вестник РУДН. СерияМатематика. Информатика. Физика. № 1, 2016. С. 91–98

Диаграмма направленности рефлекторной лампы существенно отличается от
ИС рассмотренных выше (рис. 5b). Данный случай относится к концентриро-
ванному типу кривой диаграммы направленности силы света. Эта особенность
отмечена производителем на упаковке. Подобная диаграмма обусловлена кон-
структивными особенностями и преимущественно определяется форм-фактором
данной лампы, что обеспечивает узко направленный пучок света (угол рассеяния
∼ 20∘ при указанных производителем — 30∘).

Немаловажным параметром качества освещённости, создаваемой ИС, являет-
ся коэффициент пульсации, который в соответствии с СНиП [3] не должен пре-
вышать 20%. Измерения показали превышение допустимой нормы пульсаций у
КЛЛ и люминесцентных ламп дневного света (см. табл. 1).

Таблица 1
Экспериментальные и заявленные производителями характеристики

бытовых ламп

Для определения эффективности (лм/Вт) и класса энергопотребления [8] ИС
необходимо определить световой поток и потребляемую мощность. Световой по-
ток был рассчитан по результатам измерений диаграмм направленности в соот-
ветствии с ГОСТ [9]. Потребляемая мощность для конкретного ИС была рассчи-
тана исходя из осциллографических измерений и представлена в таблице. Полу-
ченные результаты также свидетельствуют о расхождениях с данными, заявлен-
ными производителями. В частности, из таблицы видно, что МГЛ относятся к
наихудшему классу энергопотребления (E), а лампы типа КЛЛ не могут быть
отнесены к ИС с наилучшим типом энергопотребления (А++), а только к типу
А/A+.
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Тепловые потери ламп хорошо согласуются с классом энергопотребления. Как
и предполагалось, самым высоким тепловыделением обладают лампы накалива-
ния (> 150∘C), за ними идут металло-галогенные (> 100∘С), КЛЛ (> 50∘С) и
светодиодные и лампы дневного света (6 50∘С). Исключением является лампа
рефлекторного типа, имеющая очень высокую температуру в центре (≈ 200∘С),
при этом боковая поверхность имеет температуру 6 50∘С. Так же стоит отме-
тить, что матовая поверхность колбы лампы снижает температуру на 10–15% по
сравнению с лампами аналогичного типа и мощности.

4. Заключение
Полученные результаты свидетельствуют о том, что большая часть отобран-

ных ИС имеет отклонения от заявленных производителем характеристик, что
свидетельствует о низком выходном контроле изделий на предприятиях. Полу-
ченные результаты измерений можно обобщить по каждому типу ИС, выделив
основные достоинства и недостатки.

Светодиодные лампы обладают наилучшими характеристиками:
– !сплошной спектр;
– !низкий коэффициент пульсации;
– !высокая эффективность (A++);
– !низкое тепловыделение;
– × упоминание производителем цветовой температуры является некоррект-

ным.
Лампы накаливания и металло-галогенные лампы уступают светоди-

одным лампам по энергопотреблению и тепловыделению:
– !сплошной спектр;
– !низкий коэффициент пульсации;
– !соответствие заявленной цветовой температуре;
– × низкая эффективность и высокое тепловыделение.
Люминесцентные лампы дневного света имеют много недостатков, но

два существенных достоинства:
– !высокая эффективность (A++);
– !низкое тепловыделение;
– × линейчатый спектр с континуумом;
– × присутствие линии в УФ;
– × высокий коэффициент пульсации (превышает нормы [2,3]).
Компактные люминесцентные лампы имеют наихудшие характеристики,

несмотря на заявления производителей, и обладают только одним достоинством:
– !высокая эффективность (A, A +);
– × среднее тепловыделение;
– × линейчатый спектр;
– × присутствие линии в УФ;
– × высокий коэффициент пульсации (превышает нормы [2,3]).
Отдельно следует отметить лампы с колбой типа «рефлектор». Такая фор-

ма влияет только на угол раствора диаграммы направленности и тем самым на
площадь освещённости. Все остальные характеристики не отличаются от харак-
теристик ламп соответствующего типа, в нашем случае это МГЛ. Лампы с таким
цоколем хорошо использовать для освещения рабочей поверхности. Несмотря на
то, что три исследованные МГЛ имели близкую потребляемую мощность, ре-
флекторная лампа обеспечивает большую площадь поверхности с освещённостью
> 300 лк.
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Comparative Analysis of Spectral-Photometric Characteristics

of Domestics Sources of Light
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6, Miklukho-Maklaya str., Moscow, Russia, 117198

Correct organization of artificial lighting is very important for creation comfortable living
conditions in work places with significant eyestrain, as well as solving the problem of energy
efficiency. The purpose of this study is to conduct a comprehensive experimental study of
spectral, photometric and electrical characteristics of domestic light sources. Were identified
the most and least energy-efficient different light sources in specific circumstances, as well as
verification their conformity with the characteristics of the standards SanPiN.

In this work were studied incandescent lamps, metal halide, LED, fluorescent and compact
fluorescent lamps. According to the results of direct measurements were determined: the
directional patterns, the luminous fluxes and energy efficient classes of domestics light sources.

All experimental resultants have been summarized in a single table which allows comparing
the characteristics of the studied domestic light sources. It was founded that measured values
for some of the light sources differ from those stated by the manufacturer, which was noted
in compact fluorescent lamps.

Analysis of the results allowed us to determine the feasibility of the specific light sources.
The results will be useful for the specialists and manufacturers in lighting technology, as well
as ordinary users.

Key words and phrases: the light sources, incandescent lamps, metal halide lamps,
LED lamps, fluorescent lamps, compact fluorescent lamps, the emission spectrum, color tem-
perature, illumination, directional patterns.
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