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1. Введение
В работе [1] для решения задачи восстановления функции распределения по

энергии электронов предложено интегральное уравнение Фредгольма первого ро-
да связывающее искомую функцию распределения электронов плазмы по энер-
гиям 𝑓 и спектр тормозного излучения 𝑁

𝑏∫︁
𝑎

𝐻(𝐸, 𝜀)𝑓(𝜀)d𝜀 = 𝑁(𝐸), 𝐸 ∈ [𝑐, 𝑑]. (1)

Приближенное решение уравнения некорректно поставленной задачи [2] в случае,
когда правая часть уравнения известна приближённо, т.е. когда вместо функции
𝑁 известна функция 𝑁𝛿 такая, что ‖𝑁 −𝑁𝛿‖ = 𝛿, в приведённой работе предла-
гается искать в виде экстремали функционала Тихонова

𝑀𝛼[𝑢] = ‖𝐻𝑢−𝑁𝛿‖2 + 𝛼‖𝑢′‖2, 𝛼 > 0 (2)

со стабилизатором первого порядка 𝛼‖𝑢′‖2.
В работе [3] для повышения точности решения предложено в качестве при-

ближенного решения принимать экстремаль функционала Тихонова со стабили-
затором более высокого, в частности второго порядка:

𝑀𝛼[𝑢] = ‖𝐻𝑢−𝑁 𝛿‖2 + 𝛼‖𝑢′′‖2, 𝛼 > 0. (3)

Сформулируем условия вычислительного эксперимента при реализации под-
ходов к формированию приближенного решения на основе функционалов (2)
и (3).

2. Постановка задачи
В соответствие с работой [3] экстремали функционалов (2) и (3) будем рас-

сматривать как решения задач
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𝐻*𝐻𝑢− 𝛼𝑢′′ = 𝐻*𝑁 𝛿,

𝑢′(𝑎) = 0, 𝑢′(𝑏) = 0.
(4)

для функционала со стабилизатором первого порядка и

𝐻*𝐻𝑢+ 𝛼𝑢(4) = 𝐻*𝑁𝛿,

𝑢′′(𝑎) = 0, 𝑢′′(𝑏) = 0, 𝑢′′′(𝑎) = 0, 𝑢′′′(𝑏) = 0.
(5)

для функционала со стабилизатором второго порядка.

Дискретизация задач (4) [2] и (5) [3] приводит соответственно к линейной си-
стеме

𝐻*𝐻𝑦 − 𝛼

ℎ2
𝑇𝑦 = 𝐻*𝑁 𝛿 (6)

с матрицей 𝑇 ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −1 0 0 0 . . . .

1 −2 1 0 0 . . . .

0 1 −2 1 0 . . . .

. . . . . . . . .

. . . . . 1 −2 1 0

. . . . . 0 1 −2 1

. . . . . 0 0 −1 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
и линейной системе

𝐻*𝐻𝑦 +
𝛼

ℎ4
𝑇𝑦 = 𝐻*𝑁𝛿. (7)

с матрицей 𝑇⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −2 1 0 0 0 . . . . . .

−2 5 −4 1 0 0 . . . . . .

1 −4 6 −4 1 0 . . . . . .

0 1 −4 6 −4 1 . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . 0 1 −4 6 −4 1 0

. . . . . 0 0 1 −4 6 −4 1

. . . . . 0 0 0 1 −4 5 −2

. . . . . 0 0 0 0 1 −2 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
В линейных системах ℎ-шаг дискретизации, матрица 𝐻 — результат дискрети-
зации интегрального оператора в (1). Значение параметра регуляризации можно
находить из условия невязки [2] ‖𝐻𝑢𝛼 − 𝑁𝛿‖2 = 𝛿2. или из других соображений
(см. следующий раздел).

Сравнение по точности двух способов получения приближенного решения (6)
и (7) будем проводить на примере максвелловского распределения электронов по
энергиям

𝑓(𝜀) =
𝜀

2
√
𝜋𝑘𝑇𝑘𝑇

exp
(︁
− 𝜀

𝑘𝑇

)︁
(8)

Излучение 𝑁 , т.е. правая часть интегрального уравнения, получим прямым вы-
числением от точного распределения электронов по энергиям.
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𝑁(𝐸) = 𝐻𝑓 =

𝑏∫︁
𝑎

𝐻(𝐸, 𝜀)𝑓(𝜀)d𝜀 (9)

где ядро возьмём из [1].
Точность приближенного решения интегрального уравнения будем устанавли-

вать сравнением с «точным» решением (8).

3. Результаты численного эксперимента

Перейдём к описанию вычислительного эксперимента. На рис. 1 представлена
правая часть интегрального уравнения (1), полученная расчётным путём (9) по
точной функции распределения электронов (8).
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Рис. 1. Правая часть интегрального уравнения

На рис. 2 представлен график невязки, рассчитанной в зависимости от вели-
чины параметра регуляризации при стабилизаторе первого порядка.
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Рис. 2. График невязки
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График имеет характерный минимум. Слева от него при малых значениях
параметра происходит разрушение решения и рост невязки при уменьшении па-
раметра. Справа от минимума при больших значениях происходит сильное сгла-
живание решения и невязка растёт с ростом параметра. Значение параметра,
соответствующее минимуму невязки, принимается за искомое оптимальное.

На рис. 3 приведены графики точного решения интегрального уравнения -
точная функция распределения электронов по энергиям (в виде тонкой линии) и
приближенного решения (жирная линия), полученного при оптимальном значе-
нии параметра регуляризации, соответствующем регуляризации первого порядка.
На графике хорошо виден дефект приближенного решения в виде характерного
изгиба с выходом на нулевое значение производной в крайней левой точке интер-
вала, а также колебания приближенного решения около значений точной функ-
ции.
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Рис. 3. Точное и приближённое решения интегрального уравнения при
стабилизаторе первого порядка

На рис. 4 также как и на рис. 2 приведены графики точного решения инте-
грального уравнения — точная функция распределения электронов по энергиям
(в виде тонкой линии) и приближенного решения (жирная линия), полученного
при оптимальном значении параметра регуляризации, соответствующем регуля-
ризации второго порядка.

На графике видно отсутствие дефекта приближенного решения в виде ну-
левого значения производной. Видно практически полное совпадение точного и
приближенного решения

4. Заключение

Как показывают результаты численного эксперимента по восстановлению функ-
ции распределения электронов в ситуации, близкой к реальной, приближенное ре-
шение (7) даёт удовлетворительный результат. Решение интегрального уравнения
в конкретной ситуации показывает эффективность увеличения порядка стабили-
затора в функционале Тихонова для получения более точного решения и может
использоваться для изучения функции распределения электронов по энергиям в
плазме.
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Рис. 4. Точное и приближённое решения интегрального уравнения при
стабилизаторе второго порядка
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