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Пусть {𝑋 (𝑡) , 𝑡 ∈ 𝑇} — 𝑟-мерное однородное (стационарное в широком смысле)
поле со средним нуль и вещественными компонентами, то есть

𝑋(𝑡) = {𝑋𝑎(𝑡)}𝑎=1,𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑋1(𝑡)

𝑋2(𝑡)

...
𝑋𝑟(𝑡)

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐸𝑋(𝑡) = 0, 𝑋𝑎(𝑡) ∈ 𝑅1, 𝑎 = 1, 𝑟

и для любых 1 6 𝑎, 𝑏 6 𝑟 и 𝑡, 𝑡′ ∈ 𝑇 , 𝐸𝑋𝑎(𝑡)𝑋𝑏(𝑡
′) = 𝐾𝑎𝑏(𝑡, 𝑡

′) = COV(𝑋𝑎(𝑡), 𝑋𝑏(𝑡
′)) =

𝑘𝑎𝑏(𝑡 − 𝑡′) =
∫︀
𝑄𝑝

𝑒𝑖⟨𝑡−𝑡′, 𝜆⟩𝑓𝑎𝑏 (𝜆) d𝜆, где 𝐸 — оператор математического ожи-

дания; 𝑓𝑎𝑏 (𝜆) — компонента матрицы спектральных плотностей (с.п.) 𝑓 (𝜆) =

{𝑓𝑎𝑏 (𝜆)}𝑏=1,𝑟

𝑎=1,𝑟
поля {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}; 𝐾𝑎𝑏 (𝑡, 𝑡

′) = 𝑘𝑎𝑏 (𝑡− 𝑡′) — компонента матрицы

ковариационных функций 𝐾(𝑡, 𝑡′) = 𝑘 (𝑡− 𝑡′) = {𝐾𝑎𝑏 (𝑡, 𝑡
′) = 𝑘𝑎𝑏 (𝑡− 𝑡′)}𝑏=1,𝑟

𝑎=1,𝑟
поля

{𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}; ⟨𝑡− 𝑡′, 𝜆⟩ — скалярное произведение элементов (𝑡− 𝑡′) ∈ 𝑇 , 𝜆 ∈ 𝑄𝑝,
где 𝑄𝑝 =

{︀(︀
𝜆(1), 𝜆(2), . . . , 𝜆(𝑝)

)︀
: −𝜋 6 𝜆(𝑗) 6 𝜋, 𝑗 = 1, 𝑝

}︀
.

Рассмотрим случай дискретного времени. Множество 𝑇 имеет следующий вид:
𝑇 =

{︀(︀
𝑡(1), 𝑡(2), . . . , 𝑡(𝑝)

)︀
: 𝑡(𝑗) = . . . ,−1, 0, 1, . . . , 𝑗 = 1, 𝑝

}︀
. Также в силу того,

что мы рассматриваем случай дискретного времени, интегрирование в общем слу-
чае будет вестись по множеству

𝑄𝑛𝑝 =
{︁(︁
𝜆
(1)
1 , 𝜆

(2)
1 , . . . , 𝜆

(𝑝)
1 ;𝜆

(1)
2 , 𝜆

(2)
2 , . . . , 𝜆

(𝑝)
2 ; . . . ;𝜆(1)𝑛 , 𝜆(2)𝑛 , . . . , 𝜆(𝑝)𝑛

)︁
:

−𝜋 6 𝜆(𝑗)𝑘 6 𝜋, 𝑘 = 1, 𝑛 ; 𝑗 = 1, 𝑝
}︁
.

Через
𝑚𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 (𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛) = 𝐸𝑋𝑎1 (𝑡1)𝑋𝑎2 (𝑡2) . . . 𝑋𝑎𝑛 (𝑡𝑛) (1)

обозначим момент 𝑛-го порядка от поля {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}, а через 𝐶𝑎1𝑎2...𝑎𝑛
(𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛) —

семиинвариант (кумулянт) 𝑛-го порядка от поля {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇}.
В частности, справедливо следующее соотношение, связывающее момент чет-

вертого порядка 𝑚𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4) c семиинвариантом (кумулянтом) четвер-
того порядка 𝐶𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4), учитывая, что 𝐸𝑋(𝑡) = 0, а именно

Статья поступила в редакцию 2 декабря 2012 г.



46 Вестник РУДН. Серия Математика. Информатика. Физика. № 4. 2013. С. 45–55

𝑚𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4) = 𝐶𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4) +𝑚𝑎1𝑎2 (𝑠1, 𝑠3)𝑚𝑏1𝑏2 (𝑠2, 𝑠4)+

+𝑚𝑎1𝑏2 (𝑠1, 𝑠4)𝑚𝑏1𝑎2 (𝑠2, 𝑠3) +𝑚𝑎1𝑏1 (𝑠1, 𝑠2)𝑚𝑎2𝑏2 (𝑠3, 𝑠4) , (2)

где 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4 ∈ 𝑇.

Через 𝐹 (𝜆) = {𝐹𝑎𝑏 (𝜆)} 𝑏=1,𝑟

𝑎=1,𝑟
обозначим спектральную функцию (с.ф.) поля

{𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} .Компоненты 𝐹𝑎𝑏 (𝜆) , 𝑓𝑎𝑏 (𝜆) мы также будем называть соответствен-
но спектральной функцией (с.ф.) и спектральной плотностью (с.п.). Известно, что
если с.п. 𝑓𝑎𝑎 и 𝑓𝑏𝑏 существуют, то с.п. 𝑓𝑎𝑏 также существует, причем справедлива
следующая оценка, а именно |𝑓𝑎𝑏 (𝜆)|2 6 𝑓𝑎𝑎(𝜆) 𝑓𝑏𝑏(𝜆).

Условие, что для фиксированного набора (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛), 1 6 𝑎𝑘 6 𝑟, 𝑘 = 1, 𝑛,
существует спектральная плотность (с.п.) 𝑓𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 , всюду далее будет означать
следующее:

1) 𝐸 |𝑋𝑎𝑘
(𝑡)|𝑛 <∞ для всех 1 6 𝑎𝑘 6 𝑟, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑡 ∈ 𝑇 ;

2) для любых 𝑡𝑘, 𝑡 ∈ 𝑇

𝐶𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 (𝑡1 + 𝑡, 𝑡2 + 𝑡, . . . , 𝑡𝑛 + 𝑡) = 𝐶𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 (𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛) ;

3) существует комплекснозначная функция 𝑓𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 такая, что для любых 𝑡𝑘 ∈ 𝑇
имеет место равенство

𝐶𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 (𝑡1, 𝑡2, . . . , 𝑡𝑛) = 𝐶𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 (𝑡1 − 𝑡𝑛, 𝑡2 − 𝑡𝑛, . . . , 𝑡𝑛−1 − 𝑡𝑛, 0) =

=

∫︁
𝑄𝑝

. . .

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎1𝑎2...𝑎𝑛 (𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛−1) exp

{︃
𝑖

𝑛−1∑︁
𝑘=1

⟨𝑡𝑘 − 𝑡𝑛, 𝜆𝑘⟩
}︃
d𝜆1 . . . d𝜆𝑛−1. (3)

В частности, для фиксированного набора (𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2), 1 6 𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2 6 𝑟

𝐶𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4) =

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) exp {𝑖 ⟨𝑠1 − 𝑠4, 𝑦1⟩+

+𝑖⟨𝑠2 − 𝑠4, 𝑦2⟩+ 𝑖 ⟨𝑠3 − 𝑠4, 𝑦3⟩}d𝑦1d𝑦2d𝑦3, (4)

где 𝑠𝑘 ∈ 𝑇 , 𝑦𝑘 ∈ 𝑄𝑝, 𝑘 = 1, 3; 𝑠4 ∈ 𝑇 . Отметим также, что

𝐶𝑎𝑏 (𝑠− 𝑡, 0) = 𝐶𝑎𝑏 (𝑠, 𝑡) = 𝑚𝑎𝑏 (𝑠− 𝑡, 0) = 𝑚𝑎𝑏 (𝑠, 𝑡) =

=

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎𝑏 (𝑦) exp {𝑖 ⟨𝑠− 𝑡, 𝑦⟩}d𝑦 (5)

для фиксированного набора (𝑎, 𝑏) , 1 6 𝑎, 𝑏 6 𝑟.
В данной работе изучается асимптотическое поведение (устанавливается пре-

дел) при неограниченно возрастающем объеме выборки (︁
min𝑁𝑗→∞
16𝑗6𝑝

)︁ второго мо-

мента 𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁

спектральной оценки
∫︀
𝑄𝑝

𝜙 (𝜆) 𝐼
(𝑁)
𝑎𝑏 (𝜆) d𝜆, где слу-

чайная величина 𝜉(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) представлена в виде

𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) =
√︀
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

⎡⎣∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝜆1) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜆1) d𝜆1 − 𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝜆1) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜆1) d𝜆1

⎞⎠⎤⎦ ;
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случайная величина 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2) = 𝜉
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝜙2) является комплексно-сопряженной к
случайной величине

𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2) =
√︀
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

⎡⎣∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝜆2) 𝐼
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜆2) d𝜆2 − 𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝜆2) 𝐼
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜆2) d𝜆2

⎞⎠⎤⎦ ;

𝜙1 (𝜆1) , 𝜙2 (𝜆2) — некоторые комплекснозначные функции;

𝐼𝑁 (𝜆) =
{︁
𝐼
(𝑁)
𝑎𝑏 (𝜆)

}︁𝑏=1,𝑟

𝑎=1,𝑟
— матрица периодограмм второго порядка, построенных

по выборке
{︀
𝑋(𝑡), 0 < 𝑡(𝑗) 6 𝑁𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑝

}︀
объема 𝑁 = (𝑁1, 𝑁2, . . . , 𝑁𝑝) , т.е.

𝐼
(𝑁)
𝑎𝑏 (𝜆) =

1

(2𝜋)
𝑝
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

×

×
𝑁1∑︁

𝑠(1)=1

𝑁2∑︁
𝑠(2)=1

. . .

𝑁𝑝∑︁
𝑠(𝑝)=1

𝑒−𝑖⟨𝜆,𝑠⟩𝑋𝑎 (𝑠)

𝑁1∑︁
𝑡(1)=1

𝑁2∑︁
𝑡(2)=1

. . .

𝑁𝑝∑︁
𝑡(𝑝)=1

𝑒𝑖⟨𝜆,𝑡⟩𝑋𝑏(𝑡); (6)

⟨𝜆, 𝑠⟩ и ⟨𝜆, 𝑡⟩ — скалярные произведения элементов 𝜆 и 𝑠, 𝜆 и 𝑡, 𝜆 ∈ 𝑄𝑝; 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑇 ,
т.е.

⟨𝜆, 𝑠⟩ = 𝜆(1)𝑠(1) + 𝜆(2)𝑠(2) + . . .+ 𝜆(𝑝)𝑠(𝑝);

⟨𝜆, 𝑡⟩ = 𝜆(1)𝑡(1) + 𝜆(2)𝑡(2) + . . .+ 𝜆(𝑝)𝑡(𝑝), 𝜆 =
(︁
𝜆(1), 𝜆(2), . . . , 𝜆(𝑝)

)︁
;

𝑠 =
(︁
𝑠(1), 𝑠(2), . . . , 𝑠(𝑝)

)︁
; 𝑡 =

(︁
𝑡(1), 𝑡(2), . . . , 𝑡(𝑝)

)︁
.

Замечание. Обозначение
𝑁∑︀
𝑠=1

будет означать, что

𝑁∑︁
𝑠=1

=

𝑁1∑︁
𝑠(1)=1

𝑁2∑︁
𝑠(2)=1

. . .

𝑁𝑝∑︁
𝑠(𝑝)=1

. (7)

Буквой 𝐶 обозначается константа, не всегда одна и та же, точный вид которой
несущественен.

В нашем случае (рассматривается дискретное время) все рассматриваемые
функции, в том числе и спектральные плотности (с.п.), считаются периодичными
с периодом 2𝜋 по каждому аргументу.

Условие, что функция 𝑓 (𝜆) интегрируема, будет обозначать, что∫︁
𝑄𝑝

|𝑓 (𝜆)|d𝜆 <∞. (8)

Вспомогательные результаты. Для доказательства приведенной ниже тео-
ремы нам понадобятся некоторые предварительные результаты.

Функция 𝐹𝑁 (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛), называемая рядом Фейера, определяется следую-
щим образом:

𝐹𝑁 (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛) =

𝑝∏︁
𝑗=1

𝐹𝑁𝑗

(︁
𝑢
(𝑗)
1 , 𝑢

(𝑗)
2 , . . . , 𝑢(𝑗)𝑛

)︁
, (9)
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где

𝐹𝑁𝑗

(︁
𝑢
(𝑗)
1 , 𝑢

(𝑗)
2 , . . . , 𝑢(𝑗)𝑛

)︁
=

1

(2𝜋)
𝑛
𝑁𝑗

sin
𝑁𝑗𝑢

(𝑗)
1

2

sin
𝑢
(𝑗)
1

2

sin
𝑁𝑗𝑢

(𝑗)
2

2

sin
𝑢
(𝑗)
2

2

. . .
sin

𝑁𝑗𝑢
(𝑗)
𝑛

2

sin 𝑢
(𝑗)
𝑛

2

×

× sin
𝑁𝑗

(︁
𝑢
(𝑗)
1 +𝑢

(𝑗)
2 +...+𝑢(𝑗)

𝑛

)︁
2

sin

(︁
𝑢
(𝑗)
1 +𝑢

(𝑗)
2 +...+𝑢

(𝑗)
𝑛

)︁
2

,

𝑢𝑘 =
(︁
𝑢
(1)
𝑘 , 𝑢

(2)
𝑘 , . . . , 𝑢

(𝑝)
𝑘

)︁
∈ 𝑄𝑝, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑛, 𝑝 — произвольные натуральные числа;

𝑁 ∈
{︀
(𝑁1, 𝑁2, . . . , 𝑁𝑝) : 𝑁𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑗 = 1, 𝑝

}︀
.

Справедливо следующее соотношение, используемое нами в дальнейшем при
доказательстве приведенной ниже теоремы [1]:

𝐹𝑁 (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛) =
1

(2𝜋)
𝑛𝑝
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

𝑁1∑︁
𝑠1=1

𝑁2∑︁
𝑠2=1

. . .

𝑁𝑝∑︁
𝑠𝑛+1=1

exp {𝑖 ⟨𝑠1, 𝑢1⟩+

+𝑖 ⟨𝑠2, 𝑢2⟩+ . . .+ 𝑖 ⟨𝑠𝑛, 𝑢𝑛⟩ − 𝑖 ⟨𝑠𝑛+1, 𝑢1 + 𝑢2 + . . .+ 𝑢𝑛⟩} , (10)

где 𝑠𝑘 =
(︁
𝑠
(1)
𝑘 , 𝑠

(2)
𝑘 , . . . , 𝑠

(𝑝)
𝑘

)︁
∈ 𝑇 ; 𝑢𝑘 =

(︁
𝑢
(1)
𝑘 , 𝑢

(2)
𝑘 , . . . , 𝑢

(𝑝)
𝑘

)︁
∈ 𝑄𝑝, 𝑘 = 1, 𝑛.

Лемма 1. Ядро (9) обладает следующими свойствами:
1)

sup
𝑁

∫︁ ∫︁
𝑄𝑛𝑝

. . .

∫︁
|𝐹𝑁 (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛)|d𝑢1d𝑢2 . . . d𝑢𝑛 <∞; (11)

2) ∫︁ ∫︁
𝑄𝑛𝑝

. . .

∫︁
|𝐹𝑁 (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛)|d𝑢1d𝑢2 . . . d𝑢𝑛 = 1 (12)

тождественно по 𝑁 ;
3) для каждого 𝛿 > 0

lim
min𝑁𝑗→∞

16𝑗6𝑝

∫︁
𝑄𝑝/

∫︁
{|𝑢|6𝛿}

. . .

∫︁
|𝐹𝑁 (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛)|d𝑢1d𝑢2 . . . d𝑢𝑛 = 0. (13)

Доказательство леммы 1 приведено в работах [1–3].

Примечание. Обозначение {|𝑢| 6 𝛿} говорит о том, что

{|𝑢| 6 𝛿} =
{︁(︁
𝑢
(1)
1 , 𝑢

(2)
1 , . . . , 𝑢

(𝑝)
1 ;𝑢

(1)
2 , 𝑢

(2)
2 , . . . , 𝑢

(𝑝)
2 ; . . . ;𝑢(1)𝑛 , 𝑢(2)𝑛 , . . . , 𝑢(𝑝)𝑛

)︁
:⃒⃒⃒

𝑢
(𝑗)
𝑘

⃒⃒⃒
6 𝛿, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑗 = 1, 𝑝

}︁
.

Заметим, что ядро (9) является периодичной функцией с периодом 2𝜋 по каждому
аргументу.

В приведенных ниже леммах 2, 3 все рассматриваемые функции также счита-
ются периодичными с периодом 2𝜋 по каждому аргументу.
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Лемма 2. Пусть модули функций 𝑓 и 𝑔 интегрируемы с квадратом на мно-
жестве 𝑄𝑝, а функция 𝜙 ограничена, |𝜙 (𝛼)| 6 𝐶 <∞. Тогда

lim
min𝑁𝑗→∞

16𝑗6𝑝

∫︁
𝑄𝑝

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙 (𝛼+ ⟨𝑑1, 𝑢⟩) 𝑓 (𝛼+ ⟨𝑑2, 𝑢⟩) 𝑔 (𝛼+ ⟨𝑑3, 𝑢⟩)×

× 𝐹𝑁 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) d𝑢1d𝑢2d𝑢3 − 𝜙 (𝛼) 𝑓 (𝛼) 𝑔 (𝛼)

⃒⃒⃒⃒
d𝛼 = 0, (14)

где ⟨𝑑𝑖, 𝑢⟩ = ⟨𝑑𝑖1, 𝑢1⟩+ ⟨𝑑𝑖2, 𝑢2⟩+ ⟨𝑑𝑖3, 𝑢3⟩ , 𝑑𝑖𝑘 ∈ 𝑅𝑝, 𝑖 = 1, 3.

Лемма 3. Пусть для функции 𝑓 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) выполнены условия:

1)
∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

|𝑓 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)|d𝑢1d𝑢2d𝑢3 <∞;

2) sup
ℎ∈𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

|𝑓 (𝛼, ℎ− 𝛼, 𝛽)|d𝛼d𝛽 <∞;

3) lim
|ℎ|→0

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

|𝑓 (𝛼, ℎ− 𝛼, 𝛽)− 𝑓 (𝛼, 𝛼, 𝛽)|d𝛼d𝛽 = 0.

Тогда

lim
min𝑁𝑗→∞

16𝑗6𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝑓 (𝛼+ 𝑢1,−𝛼+ 𝑢2, 𝛽 + 𝑢3)×

× 𝐹𝑁 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) d𝑢1d𝑢2d𝑢3 − 𝑓 (𝛼,−𝛼, 𝛽)
⃒⃒⃒⃒
d𝛼d𝛽 = 0, (15)

где 𝛼, 𝛽, 𝑢𝑘 ∈ 𝑄𝑝, 𝑘 = 1, 3.

Леммы 2, 3 доказаны в работах [1, 2].
Перейдем теперь к формулировке и доказательству соответствующей теоре-

мы.

Теорема. Пусть поле {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} таково, что для фиксированного набора

(𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2) , 1 6 𝑎1, 𝑏1, 𝑎2, 𝑏2 6 𝑟,

выполнены условия:
1) спектральные плотности 𝑓𝑎1𝑎2 , 𝑓𝑏1𝑏2 , 𝑓𝑎1𝑏2 , 𝑓𝑏1𝑎2 существуют и их модули

интегрируемы с квадратом;
2) спектральная плотность 𝑓𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 существует,

sup
ℎ∈𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

|𝑓𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝛼, ℎ− 𝛼,−𝛽)|d𝛼d𝛽 <∞, (16)

lim
|ℎ|→0

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

|𝑓𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝛼, ℎ− 𝛼,−𝛽)− 𝑓𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝛼,−𝛼,−𝛽)|d𝛼d𝛽 = 0. (17)

Тогда для любых ограниченных функций 𝜙1, 𝜙2, |𝜙1 (𝜆)| 6 𝐶 < ∞, |𝜙2 (𝜆)| 6 𝐶 <
∞, имеем
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lim
min𝑁𝑗→∞

1<𝑗<𝑝

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= lim

min𝑁𝑗→∞
1<𝑗<𝑝

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙′
2)
)︁
=

= (2𝜋)
𝑝
∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (𝛽)𝑓𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝛼,−𝛼,−𝛽) d𝛼d𝛽 + (2𝜋)
𝑝
∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (𝛼)×

× 𝑓𝑎1𝑎2 (𝛼) 𝑓𝑏1𝑏2 (−𝛼) d𝛼+ (2𝜋)
𝑝
∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (−𝛼)𝑓𝑎1𝑏2 (𝛼) 𝑓𝑏1𝑎2 (−𝛼) d𝛼, (18)

где 𝜙′
2 — функция, комплексно-сопряженная к функции 𝜙2.

Доказательство.

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= 𝐸

(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝜙2)
)︁
=

= 𝐸

⎡⎣√︀𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) d𝛼− 𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) d𝛼

⎞⎠⎞⎠×

×
√︀
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛽)𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽) d𝛽 − 𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛽)𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽) d𝛽

⎞⎠⎞⎠⎤⎦ =

= (𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝)𝐸

⎡⎣∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) d𝛼

∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛽)𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽) d𝛽 −

−
∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) d𝛼𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛽)𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽) d𝛽

⎞⎠−

− 𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) d𝛼

⎞⎠∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛽)𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽) d𝛽+

+ 𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) d𝛼

⎞⎠ 𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛽)𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽) d𝛽

⎞⎠⎤⎦ = (𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝)×

×

⎡⎣𝐸
⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) d𝛼

∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛽)𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽) d𝛽

⎞⎠− 𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) d𝛼

⎞⎠×

×𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛽)𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽) d𝛽

⎞⎠−𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) d𝛼

⎞⎠𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛽)𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽) d𝛽

⎞⎠+

+ 𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) d𝛼

⎞⎠ 𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛽)𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽) d𝛽

⎞⎠⎤⎦ .
Тогда получим, что

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= 𝐸

(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝜙2)
)︁
=
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= (𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝)

⎡⎣𝐸
⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) d𝛼

∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛽)𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽) d𝛽

⎞⎠−

−𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) d𝛼

⎞⎠𝐸

⎛⎝∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛽)𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽) d𝛽

⎞⎠⎤⎦ . (19)

Представим соотношение (19) в виде

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= 𝐸

(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝜙2)
)︁
= (𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝)

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)×

× 𝜙2 (𝛽)
[︁
𝐸
(︁
𝐼
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼) 𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽)
)︁
− 𝐸𝐼

(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝛼)𝐸𝐼
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝛽)
]︁
d𝛼d𝛽. (20)

Тогда, учитывая (6), получим, что

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= 𝐸

(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝜙2)
)︁
= (𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝)

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)×

× 𝜙2 (𝛽)

⎡⎢⎣𝐸
⎛⎜⎝ 1

(2𝜋)
𝑝
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

𝑁1∑︁
𝑠
(1)
1 =1

𝑁2∑︁
𝑠
(2)
1 =1

. . .

𝑁𝑝∑︁
𝑠
(𝑝)
1 =1

𝑒−𝑖⟨𝑎,𝑠1⟩𝑋𝑎1 (𝑠1)

𝑁1∑︁
𝑠
(1)
2 =1

𝑁2∑︁
𝑠
(2)
2 =1

. . .

. . .

𝑁𝑝∑︁
𝑠
(𝑝)
2 =1

𝑒𝑖⟨𝛼,𝑠2⟩𝑋𝑏1 (𝑠2)
1

(2𝜋)
𝑝
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

𝑁1∑︁
𝑠
(1)
3 =1

𝑁2∑︁
𝑠
(2)
3 =1

. . .

𝑁𝑝∑︁
𝑠
(𝑝)
3 =1

𝑒𝑖⟨𝛽,𝑠3⟩𝑋𝑎2 (𝑠3)×

×
𝑁1∑︁

𝑠
(1)
4 =1

𝑁2∑︁
𝑠
(2)
4 =1

. . .

𝑁𝑝∑︁
𝑠
(𝑝)
4 =1

𝑒−𝑖⟨𝛽,𝑠4⟩𝑋𝑏2 (𝑠4)

⎞⎟⎠− 𝐸

⎛⎜⎝ 1

(2𝜋)
𝑝
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

𝑁1∑︁
𝑠
(1)
1 =1

𝑁2∑︁
𝑠
(2)
1 =1

. . .

. . .

𝑁𝑝∑︁
𝑠
(𝑝)
1 =1

𝑒−𝑖⟨𝛼,𝑠1⟩𝑋𝑎1
(𝑠1)

𝑁1∑︁
𝑠
(1)
2 =1

𝑁2∑︁
𝑠
(2)
2 =1

. . .

𝑁𝑝∑︁
𝑠
(𝑝)
2 =1

𝑒𝑖⟨𝛼,𝑠2⟩𝑋𝑏1 (𝑠2)

⎞⎟⎠×

× 𝐸

⎛⎜⎝ 1

(2𝜋)
𝑝
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

𝑁1∑︁
𝑠
(1)
3 =1

𝑁2∑︁
𝑠
(2)
3 =1

. . .

𝑁𝑝∑︁
𝑠
(𝑝)
3 =1

𝑒𝑖⟨𝛽,𝑠3⟩𝑋𝑎2 (𝑠3)

𝑁1∑︁
𝑠
(1)
4 =1

𝑁2∑︁
𝑠
(2)
4 =1

. . .

. . .

𝑁𝑝∑︁
𝑠
(𝑝)
4 =1

𝑒−𝑖⟨𝛽,𝑠4⟩𝑋𝑏2 (𝑠4)

⎞⎟⎠
⎤⎥⎦d𝛼d𝛽. (21)

Учитывая (7), представим соотношение (21) в виде

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= 𝐸

(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝜙2)
)︁
=

1

(2𝜋)
2𝑝
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

×
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×
∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (𝛽)

𝑁∑︁
𝑠1=1

𝑁∑︁
𝑠2=1

𝑁∑︁
𝑠3=1

𝑁∑︁
𝑠4=1

[𝐸 (𝑋𝑎1 (𝑠1)𝑋𝑏1 (𝑠2)𝑋𝑎2 (𝑠3)𝑋𝑏2 (𝑠4)) −

−𝐸 (𝑋𝑎1 (𝑠1)𝑋𝑏1 (𝑠2))𝐸 (𝑋𝑎2 (𝑠3)𝑋𝑏2 (𝑠4))] exp {−𝑖 ⟨𝛼, 𝑠1⟩+ 𝑖 ⟨𝛼, 𝑠2⟩+
+𝑖 ⟨𝛽, 𝑠3⟩ − 𝑖 ⟨𝛽, 𝑠4⟩}d𝛼d𝛽. (22)

Используя соотношение (1), получим, что

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= 𝐸

(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝜙2)
)︁
=

1

(2𝜋)
2𝑝
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

×

×
∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (𝛽)

𝑁∑︁
𝑠1=1

𝑁∑︁
𝑠2=1

𝑁∑︁
𝑠3=1

𝑁∑︁
𝑠4=1

[𝑚𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4)−𝑚𝑎1𝑏1 (𝑠1, 𝑠2) ×

×𝑚𝑎2𝑏2 (𝑠3, 𝑠4)] exp {−𝑖 ⟨𝛼, 𝑠1⟩+ 𝑖 ⟨𝛼, 𝑠2⟩ +𝑖 ⟨𝛽, 𝑠3⟩ − 𝑖 ⟨𝛽, 𝑠4⟩} d𝛼d𝛽. (23)

Учитывая (2), получим, что

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= 𝐸

(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝜙2)
)︁
=

1

(2𝜋)
2𝑝
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

×

×
∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (𝛽)

𝑁∑︁
𝑠1=1

𝑁∑︁
𝑠2=1

𝑁∑︁
𝑠3=1

𝑁∑︁
𝑠4=1

[𝐶𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝑠1, 𝑠2, 𝑠3, 𝑠4) +𝑚𝑎1𝑎2 (𝑠1, 𝑠3)×

×𝑚𝑏1𝑏2 (𝑠2, 𝑠4) +𝑚𝑎1𝑏2 (𝑠1, 𝑠4)𝑚𝑏1𝑎2 (𝑠2, 𝑠3)] exp {−𝑖 ⟨𝛼, 𝑠1⟩+ 𝑖 ⟨𝛼, 𝑠2⟩+
+𝑖 ⟨𝛽, 𝑠3⟩ − 𝑖 ⟨𝛽, 𝑠4⟩}d𝛼d𝛽. (24)

Используя соотношения (4), (5), получим, что

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= 𝐸

(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝜙2)
)︁
=

1

(2𝜋)
2𝑝
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

×

×
∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (𝛽)

𝑁∑︁
𝑠1=1

𝑁∑︁
𝑠2=1

𝑁∑︁
𝑠3=1

𝑁∑︁
𝑠4=1

⎡⎣∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3)×

× exp {𝑖⟨𝑠1 − 𝑠4, 𝑦1⟩+ 𝑖⟨𝑠2 − 𝑠4, 𝑦2⟩+ 𝑖 ⟨𝑠3 − 𝑠4, 𝑦3⟩}d𝑦1d𝑦2d𝑦3+

+

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎1𝑎2
(𝑦1) exp {𝑖 ⟨𝑠1 − 𝑠3, 𝑦1⟩}d𝑦1

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑏1𝑏2 (𝑦2) exp {𝑖 ⟨𝑠2 − 𝑠4, 𝑦2⟩} d𝑦2+

+

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎1𝑏2 (𝑦1) exp {𝑖 ⟨𝑠1 − 𝑠4, 𝑦1⟩}d𝑦1
∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑏1𝑎2 (𝑦2) exp {𝑖 ⟨𝑠2 − 𝑠3, 𝑦2⟩} d𝑦2

⎤⎦×

× exp {−𝑖⟨𝛼 , 𝑠1⟩ +𝑖 ⟨𝛼, 𝑠2⟩+ 𝑖 ⟨𝛽, 𝑠3⟩ − 𝑖 ⟨𝛽, 𝑠4⟩}d𝛼d𝛽. (25)

Так как

⟨𝑠1 − 𝑠4, 𝑦1⟩+ ⟨𝑠2 − 𝑠4, 𝑦2⟩+ ⟨𝑠3 − 𝑠4, 𝑦3⟩ − ⟨𝛼, 𝑠1⟩+ ⟨𝛼, 𝑠2⟩+
+ ⟨𝛽, 𝑠3⟩ − ⟨𝛽, 𝑠4⟩ = ⟨𝑠1, 𝑦1⟩ − ⟨𝑠4, 𝑦1⟩+ ⟨𝑠2, 𝑦2⟩ − ⟨𝑠4, 𝑦2⟩+
+ ⟨𝑠3, 𝑦3⟩ − ⟨𝑠4, 𝑦3⟩ − ⟨𝛼, 𝑠1⟩+ ⟨𝛼, 𝑠2⟩+ ⟨𝛽, 𝑠3⟩ − ⟨𝛽, 𝑠4⟩ =
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= ⟨𝑠1 − 𝑠3, 𝑦1⟩+ ⟨𝑠2 − 𝑠4, 𝑦2⟩ − ⟨𝛼, 𝑠1⟩+ ⟨𝛼, 𝑠2⟩+ ⟨𝛽, 𝑠3⟩−
− ⟨𝛽, 𝑠4⟩ = ⟨𝑠1, 𝑦1⟩ − ⟨𝑠3, 𝑦1⟩+ ⟨𝑠2, 𝑦2⟩ − ⟨𝑠4, 𝑦2⟩ − ⟨𝛼, 𝑠1⟩+ ⟨𝛼,

𝑠2⟩+ ⟨𝛽, 𝑠3⟩ − ⟨𝛽, 𝑠4⟩ = ⟨𝑠1, 𝑦1 − 𝛼⟩+ ⟨𝑠2, 𝑦2 + 𝛼⟩+ ⟨𝑠3, 𝛽 − 𝑦1⟩ − ⟨𝑠4, 𝑦2 + 𝛽⟩ ; (26)

⟨𝑠1 − 𝑠4, 𝑦1⟩+ ⟨𝑠2 − 𝑠3, 𝑦2⟩ − ⟨𝛼, 𝑠1⟩+ ⟨𝛼, 𝑠2⟩+ ⟨𝛽, 𝑠3⟩ − ⟨𝛽, 𝑠4⟩ =
= ⟨𝑠1, 𝑦1⟩ − ⟨𝑠4, 𝑦1⟩+ ⟨𝑠2, 𝑦2⟩ − ⟨𝑠3, 𝑦2⟩ − ⟨𝛼, 𝑠1⟩+ ⟨𝛼, 𝑠2⟩+

+ ⟨𝛽, 𝑠3⟩ − ⟨𝛽, 𝑠4⟩ = ⟨𝑠1, 𝑦1 − 𝛼⟩+ ⟨𝑠2, 𝑦2 + 𝛼⟩+ ⟨𝑠3, 𝛽 − 𝑦2⟩ − ⟨𝑠4, 𝑦1 + 𝛽⟩ ; (27)

то представим (25) в виде

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= 𝐸

(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝜙2)
)︁
=

1

(2𝜋)
2𝑝
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

×

×
∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (𝛽)

𝑁∑︁
𝑠1=1

𝑁∑︁
𝑠2=1

𝑁∑︁
𝑠3=1

𝑁∑︁
𝑠4=1

⎡⎣∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3) exp {𝑖⟨𝑠1, 𝑦1−

−𝛼⟩+ 𝑖 ⟨𝑠2, 𝑦2 + 𝛼⟩+ 𝑖 ⟨𝑠3, 𝑦3 + 𝛽⟩ − 𝑖 ⟨𝑠4, 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3 + 𝛽⟩} d𝑦1d𝑦2×

× d𝑦3 +

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎1𝑎2 (𝑦1)

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑏1𝑏2 (𝑦2) exp {𝑖⟨𝑠1, 𝑦1− 𝛼⟩+ 𝑖 ⟨𝑠2, 𝑦2 + 𝛼⟩+ 𝑖⟨𝑠3, 𝛽 − 𝑦1⟩−

−𝑖 ⟨𝑠4, 𝑦2 + 𝛽⟩}d𝑦1d𝑦2 +
∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎1𝑏2 (𝑦1)

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑏1𝑎2 (𝑦2) exp {𝑖⟨𝑠1, 𝑦1− 𝛼⟩+

+𝑖 ⟨𝑠2, 𝑦2 + 𝛼⟩+ 𝑖 ⟨𝑠3, 𝛽 − 𝑦2⟩ − 𝑖 ⟨𝑠4, 𝑦1 + 𝛽⟩} d𝑦1d𝑦2] d𝛼d𝛽. (28)

Введем обозначения вида

𝑦1 − 𝛼 = 𝑢1; 𝑦2 + 𝛼 = 𝑢2; 𝑦3 + 𝛽 = 𝑢3;𝛽 − 𝑦1 = 𝑢3;𝛽 − 𝑦2 = 𝑢3.

Тогда соотношение (28) примет следующий вид

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= 𝐸

(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝜙2)
)︁
=

1

(2𝜋)
2𝑝
𝑁1𝑁2 . . . 𝑁𝑝

×

×
∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (𝛽)

𝑁∑︁
𝑠1=1

𝑁∑︁
𝑠2=1

𝑁∑︁
𝑠3=1

𝑁∑︁
𝑠4=1

⎡⎣∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝑢1 + 𝛼, 𝑢2 − 𝛼, 𝑢3 − 𝛽) +

+

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎1𝑎2 (𝑢1 + 𝛼) 𝑓𝑏1𝑏2 (𝑢2 − 𝛼) exp {𝑖⟨𝑠1, 𝑢1 ⟩+ 𝑖 ⟨𝑠2, 𝑢2⟩+ 𝑖 ⟨𝑠3, 𝑢3⟩−

−𝑖 ⟨𝑠4, 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3⟩}d𝑢1d𝑢2 +
∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎1𝑏2 (𝑢1 + 𝛼) 𝑓𝑏1𝑎2
(𝑢2 − 𝛼)×

× exp {𝑖⟨𝑠1, 𝑢1 ⟩+ 𝑖 ⟨𝑠2, 𝑢2⟩+ 𝑖 ⟨𝑠3, 𝑢3⟩ − 𝑖 ⟨𝑠4, 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3⟩} d𝑢1d𝑢2] d𝛼d𝛽. (29)

Используя представление (10), получим, что

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= 𝐸

(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑏2𝑎2

(𝜙2)
)︁
= (2𝜋)

𝑝
∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (𝛽)×
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×
∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝑓𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝑢1 + 𝛼, 𝑢2 − 𝛼, 𝑢3 − 𝛽)𝐹𝑁 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) d𝑢1d𝑢2d𝑢3d𝛼d𝛽+

+(2𝜋)
𝑝
∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (𝛼+ 𝑢1 + 𝑢3)𝑓𝑎1𝑎2 (𝑢1 + 𝛼) 𝑓𝑏1𝑏2 (𝑢2 − 𝛼)𝐹𝑁 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)×

× d𝑢1d𝑢2d𝑢3d𝛼+ (2𝜋)
𝑝
∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙2 (−𝛼+ 𝑢2 + 𝑢3)𝑓𝑎1𝑏2 (𝑢1 + 𝛼)×

× 𝑓𝑏1𝑎2 (𝑢2 − 𝛼)𝐹𝑁 (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3) d𝑢1d𝑢2d𝑢3d𝛼. (30)

В силу лемм 2 и 3 (соотношения (14), (15)) при min𝑁𝑗 → ∞1 6 𝑗 6 𝑝 соотно-
шение (30) примет вид

lim
min𝑁𝑗→∞

1<𝑗<𝑝

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙2)
)︁
= lim

min𝑁𝑗→∞
1<𝑗<𝑝

𝐸
(︁
𝜉
(𝑁)
𝑎1𝑏1

(𝜙1) 𝜉
(𝑁)
𝑎2𝑏2

(𝜙′
2)
)︁
=

= (2𝜋)𝑝
∫︁
𝑄𝑝

∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (𝛽)𝑓𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 (𝛼,−𝛼,−𝛽) d𝛼d𝛽+(2𝜋)
𝑝
∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (𝛼)𝑓𝑎1𝑎2 (𝛼)×

× 𝑓𝑏1𝑏2 (−𝛼) d𝛼+ (2𝜋)
𝑝
∫︁
𝑄𝑝

𝜙1 (𝛼)𝜙2 (−𝛼)𝑓𝑎1𝑏2 (𝛼) 𝑓𝑏1𝑎2 (−𝛼) d𝛼.

Теорема доказана. �

Аналог теоремы для стационарных процессов, то есть в случае 𝑝 = 1, при
более ограничительных условиях, накладываемых на процесс {𝑋(𝑡), 𝑡 ∈ 𝑇} и на
функцию 𝜙, был доказан в работе Д.Р. Бриллинджера [4]. В случае 𝑝 = 1 теоре-
ма доказана в работе Р. Бенткуса [2]. Аналог доказанной теоремы рассмотрен в
работе Р. Бенткуса, В. Руткаускаса [1].
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On Asymptotic Behaviour of the Second Moment for the

Spectral Estimate of a Homogeneous Field
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A homogeneous (stationary in wide sense) random field with zero mean and real-valued
components is given. The case of discrete parameter is considered. The matrix of second
order periodograms, constructed by the sample is given. The asymptotic behaviour of the
second moment of the second order spectral estimate of the homogeneous field is considered
in the paper.
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