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Предложен метод анализа линейных и квазилинейных модельных систем обыкновен-
ных дифференциальных уравнений (ОДУ) с полиномиально периодической матрицей
при наличии определяющей матрицы 𝐴0 (𝑡) различной стабильной жордановой струк-
туры. С помощью современного алгоритма метода расщепления (предложенного в де-
вяностых годах двадцатого века) изучены новые вышеуказанные классы систем ОДУ.
Для этик классов сформулирован ряд нетривиальных теорем о приводимости к эквива-
лентным системам с почти диагональной матрицей, что позволяет найти достаточные
условия устойчивости решения таких систем. Разработанный метод дал возможность
исследовать ряд конкретных прикладных модельных задач, что обобщает или уточняет
известные ранее результаты.
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ний с полиномиально периодической матрицей, метод расщепления, устойчивость, тео-
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1. Введение
Для нового класса модельных неавтономных систем ОДУ с полиномиально

периодической матрицей с помощью неавтономного аналога метода расщепления
получены конструктивные достаточные условия устойчивости решения указан-
ных систем ОДУ, что обобщает или уточняет известные ранее результаты [1–6].

2. Анализ неавтономных систем ОДУ с периодической
матрицей при наличии определяющей матрицы 𝐴0 (𝑡)

простой структуры
Теорема 1. Неавтономная квазилинейная система ОДУ с полиномиально

периодической матрицей вида:

�̇� = 𝑡𝑚𝐴 (𝑡)𝑥+ 𝑓 (𝑥, 𝑡) , 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0, (1)

𝑥, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛, 𝑚 > 1, 𝑡0 > 1, 𝑓 (0, 𝑡) ≡ 0,

где полиномиально периодический матричный ряд 𝐴 (𝑡) =
∞∑︀
𝑘=0

𝐴𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘 из T-

периодических и достаточно гладких квадратных матриц 𝐴𝑘 (𝑡) сходится по
некоторой норме абсолютно и равномерно при 𝑡 > 𝑡0 > 1, в случае, если спектр
{𝜆0𝑗 (𝑡)}𝑛1 матрицы 𝐴0 (𝑡) удовлетворяет неравенствам:

𝜎𝑗𝑘 (𝑡) ≡ 𝜆0𝑗 (𝑡)− 𝜆0𝑘 (𝑡) ̸= 0, 𝑗 ̸= 𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑡 > 𝑡0 > 1, (2)

может быть с помощью полиномиально периодической невырожденной при до-
статочно больших 𝑡 > 𝑡0 > 1 замены:

𝑥 = 𝑆0 (𝑡)𝐻(𝑁) (𝑡) 𝑧, (3)
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𝑆−1
0 (𝑡)𝐴0 (𝑡)𝑆0 (𝑡) = 𝜆0 (𝑡) = diag {𝜆01 (𝑡) , ..., 𝜆0𝑛 (𝑡)} ,

𝐻(𝑁) (𝑡) = 𝐸 +

𝑁∑︁
𝑘=1

¯̄𝐻𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘,

приведена к неавтономной системе с почти диагональной полиномиально пери-
одической матрицей:

�̇� = 𝑡𝑚𝑄 (𝑡) 𝑧 + 𝑔 (𝑧, 𝑡) , 𝑧 (𝑡0) = 𝑧0, (4)

𝑄 (𝑡) = 𝜆(𝑁) (𝑡) + 𝑡−𝑁−1𝐺(𝑁+1) (𝑡) , 𝜆(𝑁) (𝑡) =

𝑁∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘,

⃦⃦
𝐺(𝑁+1) (𝑡)

⃦⃦
6 𝐶,

где диагональные 𝜆𝑘 (𝑡) и «бездиагональные» ¯̄𝐻𝑘 (𝑡) , 𝑘 = 1, 𝑁 , Т-периодические
матрицы однозначно определяются итерационным методом.

Доказательство. В условиях теоремы 1 существует [7] невырожденная Т-
периодическая замена 𝑥 = 𝑆0 (𝑡) 𝑦, приводящая систему (1) к виду:

�̇� = 𝑡𝑚𝐵 (𝑡) 𝑦 + ℎ (𝑦, 𝑡) , 𝑦 (𝑡0) = 𝑦0, 𝐵 (𝑡) = 𝜆0 (𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘,

что позволяет после ещё одного невырожденного при достаточно больших 𝑡 >
𝑡0 > 1 конечного полиномиально периодического преобразования 𝑦 = 𝐻(𝑁) (𝑡) 𝑧
перейти к системе (4), если матрицы 𝐵 (𝑡), 𝐻(𝑁) (𝑡) и 𝑄 (𝑡) удовлетворяют диф-
ференциальному матричному уравнению:

�̇�(𝑁) = 𝑡𝑚
(︀
𝐵 (𝑡)𝐻(𝑁) (𝑡)−𝐻(𝑁) (𝑡)𝑄 (𝑡)

)︀
. (5)

Приравнивая в (5) коэффициенты при одинаковых степенях 𝑡, получим неав-
тономные алгебраические матричные уравнения, имеющие одинаковую струк-
туру, анализ которых даёт возможность для последовательного и однозначного
определения всех необходимых Т-периодических диагональных 𝜆𝑘 (𝑡) и «бездиа-
гональных» 𝐻𝑘 (𝑡) матриц

(︀
𝑘 = 1, 𝑁

)︀
:

𝑡𝑚−𝑘 : 𝜆0 (𝑡)
¯̄𝐻𝑘 (𝑡)− ¯̄𝐻𝑘 (𝑡)𝜆0 (𝑡) = 𝜆𝑘 (𝑡)− 𝑃𝑘 (𝑡) , 𝑘 = 1, 𝑁, (6)

𝑃1 (𝑡) ≡ 𝐵1 (𝑡) , 𝑃𝑘 (𝑡) = 𝐵𝑘 (𝑡)+

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(︁
𝐵𝑗 (𝑡)

¯̄𝐻𝑘−𝑗 (𝑡)− ¯̄𝐻𝑘−𝑗 (𝑡)𝜆𝑗 (𝑡)
)︁
, 𝑘 = 2, 𝑁,

𝑡−𝑘 : 𝜆0 (𝑡)
¯̄𝐻𝑚+𝑘 (𝑡)− ¯̄𝐻𝑚+𝑘 (𝑡)𝜆0 (𝑡) = 𝜆𝑚+𝑘 (𝑡)− 𝑃𝑚+𝑘 (𝑡) , (7)

𝑃𝑚+𝑘 (𝑡) = 𝐵𝑚+𝑘 (𝑡) +

𝑚+𝑘−1∑︁
𝑗=1

(︁
𝐵𝑗 (𝑡)

¯̄𝐻𝑚+𝑘−𝑗 (𝑡)− ¯̄𝐻𝑚+𝑘−𝑗 (𝑡)𝜆𝑗 (𝑡)
)︁
−

− ˙̄̄
𝐻𝑘 (𝑡) + (𝑘 − 1) ¯̄𝐻𝑘−1 (𝑡) , 𝑘 = 1, 𝑁 −𝑚.

Структура линейных алгебраических матричных уравнений (6) и (7) позво-
ляет однозначно и конструктивно определить все необходимые Т-периодические
матрицы 𝜆𝑘 (𝑡) и 𝐻𝑘 (𝑡):

𝜆𝑘 (𝑡) = 𝑃𝑘 (𝑡) ,
¯̄𝐻𝑘 (𝑡) = {ℎ𝑖𝑗𝑘 (𝑡)} , 𝑃𝑘 (𝑡) = {𝑝𝑖𝑗𝑘 (𝑡)} ,
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ℎ𝑖𝑗𝑘 (𝑡) = −𝑝𝑖𝑗𝑘 (𝑡) /𝜎𝑖𝑗 (𝑡) , 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑘 = 1, 𝑁,

что и завершает доказательство теоремы 1. �

Теорема 2. Если в условиях теоремы 1 (𝑚 > 1) спектр {𝜆𝑗 (𝑡)}𝑛1 вспомо-

гательной матрицы 𝑡𝑚
𝑚−1∑︀
𝑘=0

𝜆𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘 удовлетворяет неравенствам Re𝜆𝑗 (𝑡) 6

−𝜎0𝑡𝑞 + 𝜙 (𝑡) , 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑞 = 0,𝑚, 𝑚 > 1, 𝜎0 > 0, 𝑏 (𝑡) =
𝑡∫︀

𝑡0

𝜙 (𝑠) d𝑠 6 𝐶, и для

достаточно гладкой функции 𝑓 (𝑥, 𝑡) справедлива оценка:

|𝑓 (𝑥, 𝑡)| 6 𝐶0|𝑥|1+𝛼
, 𝛼, 𝐶0 > 0, |𝑥| 6 𝑅, 𝑡 > 𝑡0,

то тривиальное решение неавтономной квазилинейной системы (1) асимпто-

тически устойчиво, а в случае, когда Re𝜆𝑗 (𝑡) 6 𝜙 (𝑡), 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑏 (𝑡) =
𝑡∫︀

𝑡0

𝜙 (𝑠) d𝑠 6

𝐶, 𝑡 > 𝑡0, тривиальное решение соответствующей однородной (𝑓 ≡ 0) системы
вида (1) устойчиво.

Доказательство. С учётом эквивалентности систем (1) и (4) оценим квадрат
евклидовой нормы решения системы (4):

1

2

d|𝑧|2
d𝑡

= Re

(︃
𝑧*𝑡𝑚

𝑚−1∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘𝑧

)︃
+ 𝑡−2 Re

(︀
𝑧*𝐺(𝑁+1) (𝑡) 𝑧

)︀
+Re (𝑧*𝑔 (𝑧, 𝑡)) 6

6
(︀
−𝜎0𝑡𝑞 + 𝜙 (𝑡) + 𝐶1𝑡

−2 + 𝐶2|𝑧|𝛼
)︀
|𝑧|2 6 (−𝜎1𝑡𝑞 + 𝜙 (𝑡)) |𝑧|2, (0 < 𝜎1 < 𝜎0) .

Полученное неравенство |𝑧 (𝑡)| 6 𝐶2 |𝑧0| exp
(︁

𝜎1

𝑞+1

(︁
𝑡𝑞+1
0 − 𝑡𝑞+1

)︁)︁
−−−−→
𝑡→+∞

0, до-

казывает асимптотическую устойчивость тривиального решения системы (4) и
эквивалентной системы (1).

Во втором случае (когда Re𝜆𝑗 (𝑡) 6 𝜙 (𝑡)) устойчивость тривиального решения
однородной (𝑓 ≡ 0) системы вида (1) следует из другой оценки:

1

2

d|𝑧|2
d𝑡
6
(︀
𝜙 (𝑡) + 𝑡−2𝐶1

)︀
|𝑧|2,

что позволяет записать |𝑧 (𝑡)| 6 |𝑧0| exp
(︀
𝑏 (𝑡) + 𝐶1

(︀
𝑡−1
0 − 𝑡−1

)︀)︀
6 𝐶2 |𝑧0| . Теорема

2 доказана. �

По аналогичной схеме может быть исследован случай при 𝑚 = 0.
Теорема 3. Неавтономная квазилинейная система (при 𝑚 = 0) с полино-

миально периодической матрицей вида (1):

�̇� = 𝐴 (𝑡)𝑥+ 𝑓 (𝑥, 𝑡) , 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0, 𝑥, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛, 𝑡0 > 1, 𝑓 (0, 𝑡) ≡ 0, (8)

где полиномиально периодический матричный ряд 𝐴 (𝑡) = 𝐴0+
∞∑︀
𝑘=1

𝐴𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘 из T-

периодических и достаточно гладких квадратных матриц 𝐴𝑘 (𝑡) (𝑘 > 1) схо-
дится по некоторой норме абсолютно и равномерно при 𝑡 > 𝑡0 > 1, в случае,
если спектр {𝜆0𝑗}𝑛1 постоянной матрицы 𝐴0 простой структуры удовлетворя-
ет неравенствам:

𝜎𝑗𝑘 ≡ 𝜆0𝑗 − 𝜆0𝑘 ̸= 𝑖
2𝜋𝑞

𝑡
, 𝑗 ̸= 𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛, 𝑞 = 0, ±1, ±2, ..., (9)
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может быть с помощью полиномиально периодической невырожденной при до-
статочно больших 𝑡 > 𝑡0 > 1, замены:

𝑥 = 𝑆0𝐻(𝑁) (𝑡) 𝑧, 𝑆
−1
0 𝐴0𝑆0 = 𝜆0 = diag {𝜆01, ..., 𝜆0𝑛} , 𝐻(𝑁) (𝑡) = 𝐸+

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐻𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘,

приведена к неавтономной системе с почти диагональной полиномиальной мат-
рицей вида:

�̇� = 𝑄 (𝑡) 𝑧 + 𝑔 (𝑧, 𝑡) , 𝑧 (𝑡0) = 𝑧0, (10)

𝑄 (𝑡) = 𝜆(𝑁) (𝑡) + 𝑡−𝑁−1𝐺(𝑁+1) (𝑡) , 𝜆(𝑁) (𝑡) =

𝑁∑︁
𝑘=0

𝜆𝑘𝑡
−𝑘,

⃦⃦
𝐺(𝑁+1) (𝑡)

⃦⃦
6 𝐶,

где диагональные постоянные матрицы 𝜆𝑘 и «бездиагональные» Т-периодические
матрицы 𝐻𝑘 (𝑡)

(︀
𝑘 = 1, 𝑁

)︀
однозначно определяются с помощью итерационно-

го алгоритма.

3. О приводимости систем ОДУ с полиномиально
периодической матрицы 𝐴0 (𝑡) полупростой структуры

Теорема 4. Неавтономная квазилинейная система (𝑚 > 1):

�̇� = 𝑡𝑚𝐴 (𝑡)𝑥+ 𝑓 (𝑥, 𝑡) , 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0, (11)

𝑥, 𝑓 ∈ 𝑅𝑛, 𝑚 > 1, 𝑡0 > 1, 𝑓 (0, 𝑡) ≡ 0,

где матричный ряд 𝐴 (𝑡) =
∞∑︀
𝑘=0

𝐴𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘 из T-периодических и достаточно глад-

ких квадратных матрицы 𝐴𝑘 (𝑡) сходится по некоторой норме абсолютно и рав-
номерно при 𝑡 > 𝑡0 > 1, при наличии у матрицы 𝐴0 (𝑡) полупростой структуры
стабильного кратного спектра {𝜆0𝑗 (𝑡)}𝑝1 (1 6 𝑝 < 𝑛), когда существует невы-
рожденная Т-периодическая матрица 𝑆0 (𝑡) такая, что:

𝑆−1
0 (𝑡)𝐴0 (𝑡)𝑆0 (𝑡) = 𝜆0 (𝑡) = diag {𝜆01 (𝑡) , ..., 𝜆0𝑝 (𝑡)} ,

𝜆0𝑗 (𝑡) = 𝜆0𝑗 (𝑡)𝐸, 𝑗 = 1, 𝑝, 1 6 𝑝 < 𝑛,

в случае, если её спектр {𝜆0𝑗 (𝑡)}𝑝1 (1 6 𝑝 < 𝑛) удовлетворяет неравенствам:

𝜎𝑗𝑘 (𝑡) ≡ 𝜆0𝑗 (𝑡)− 𝜆0𝑘 (𝑡) ̸= 0, 𝑗 ̸= 𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑝, 1 6 𝑝 < 𝑛, 𝑡 > 𝑡0, (12)

может быть с помощью невырожденной при 𝑡 > 𝑡0 > 1 полиномиально перио-
дической замены:

𝑥 = 𝑆0 (𝑡)𝐻(𝑁) (𝑡) 𝑧, 𝐻(𝑁) (𝑡) = 𝐸 +

𝑁∑︁
𝑘=1

̂︀̂︀𝐻𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘,

приведена к более простой эквивалентной системе с почти «блочно диагональ-
ной» матрицей вида:

�̇� = 𝑡𝑚𝑄 (𝑡) 𝑧 + 𝑔 (𝑧, 𝑡) , 𝑧 (𝑡0) = 𝑧0, (13)

𝑄 (𝑡) =
𝑁∑︁

𝑘=0

̂︀𝐹𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘 + 𝑡−𝑁−1𝐺(𝑁+1) (𝑡) , ̂︀𝐹0 (𝑡) = 𝜆0 (𝑡) ,

⃦⃦
𝐺(𝑁+1) (𝑡)

⃦⃦
6 𝐶,
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где Т-периодические матрицы ̂︀̂︀𝐻𝑘 (𝑡) и «блочно диагональные» матрицы ̂︀𝐹𝑘 (𝑡),
𝑘 = 1, 𝑁 , однозначно определяются с помощью итерационного алгоритма, а
оценка

⃦⃦
𝐺(𝑁+1) (𝑡)

⃦⃦
6 𝐶 проверяется прямым вычислением.

Доказательство. Замена 𝑥 = 𝑆0 (𝑡) 𝑦 приводит к системе:

�̇� = 𝑡𝑚𝐵 (𝑡) 𝑦 + ℎ (𝑦, 𝑡) , 𝑦 (𝑡0) = 𝑦0, 𝐵 (𝑡) = 𝜆0 (𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘,

которая после полиномиально периодического невырожденного при достаточно-
го больших 𝑡 > 𝑡0 > 1 преобразования 𝑦 = 𝐻(𝑁) (𝑡) 𝑧 даёт нужный результат (13),
если матрицы 𝐵 (𝑡), 𝐻(𝑁) (𝑡) и 𝑄 (𝑡) удовлетворяют дифференциальному матрич-
ному уравнению:

�̇�(𝑁) = 𝑡𝑚
(︀
𝐵 (𝑡)𝐻(𝑁) (𝑡)−𝐻(𝑁) (𝑡)𝑄 (𝑡)

)︀
, (14)

Приравнивая в (13) коэффициенты при одинаковых степенях 𝑡, получим набор
однотипных по существу алгебраических неавтономных матричных уравнений:

𝜆0 (𝑡)
̂︀̂︀𝐻𝑘 (𝑡)− ̂︀̂︀𝐻𝑘 (𝑡)𝜆0 (𝑡) = ̂︀𝐹𝑘 (𝑡)− 𝑃𝑘 (𝑡) , 𝑘 = 1,𝑚,

𝑃1 (𝑡) = 𝐵1 (𝑡) , 𝑃𝑘 (𝑡) = 𝐵𝑘 (𝑡) +

𝑘−1∑︁
𝑗=1

(︂
𝐵𝑗 (𝑡)

̂︀̂︀𝐻𝑘−𝑗 (𝑡)− ̂︀̂︀𝐻𝑘−𝑗 (𝑡) ̂︀𝐹𝑗 (𝑡)

)︂
, 𝑘 = 2,𝑚,

𝜆0 (𝑡)
̂︀̂︀𝐻𝑚+𝑘 (𝑡)− ̂︀̂︀𝐻𝑚+𝑘 (𝑡)𝜆0 (𝑡) = ̂︀𝐹𝑚+𝑘 (𝑡)− 𝑃𝑚+𝑘 (𝑡) , 𝑘 = 1, 𝑁 −𝑚, (15)

𝑃𝑚+𝑘 (𝑡) = 𝐵𝑚+𝑘 (𝑡) +

𝑚+𝑘−1∑︁
𝑗=1

(︂
𝐵𝑗 (𝑡)

̂︀̂︀𝐻𝑚+𝑘−𝑗 (𝑡)− ̂︀̂︀𝐻𝑚+𝑘−𝑗 (𝑡) ̂︀𝐹𝑗 (𝑡)

)︂
−

−
�̂︀̂︀𝐻 𝑘 (𝑡) + (𝑘 − 1)

̂︀̂︀𝐻𝑘−1 (𝑡) ,

откуда однозначно определяются все необходимые Т-периодические матрицы ̂︀𝐹𝑘 (𝑡)

и ̂︀̂︀𝐻𝑘 (𝑡), 𝑘 = 1, 𝑁 :

̂︀𝐹𝑘 (𝑡) = ̂︀𝑃𝑘 (𝑡) , 𝑃𝑘 (𝑡) = {𝑝𝑖𝑗𝑘 (𝑡)} , ̂︀̂︀𝐻𝑘 (𝑡) = {ℎ𝑖𝑗𝑘 (𝑡)} ,

ℎ𝑖𝑗𝑘 (𝑡) = −𝑝𝑖𝑗𝑘 (𝑡) /𝜎𝑖𝑗 (𝑡) , 𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑝, 𝑘 = 1, 𝑁.

Что и завершает доказательство теоремы 4. �

4. Заключение
Доказаны теоремы о приводимости большого класса модельных систем ОДУ

с полиномиально периодической матрицей к более простым системам ОДУ, что
даёт возможность для более точного анализа таких систем, включая вопросы
устойчивости.

Предложенный алгоритм исследования таких систем ОДУ (в основе которо-
го лежит метод расщепления [3, 4]) при наличии матрицы 𝐴0 (𝑡) различной ста-
бильной жордановой структуры является уточнением или обобщением известных
ранее результатов [1–6].
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