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В работе рассматривается интегральное представление векторнозначных функ-
ций [1], порождённых регулярным оператором. Такие функции являются обоб-
щением операторных экспонент и часто выступают как решения операторных и
дифференциально-операторных уравнений [2–4]. Их исследование представляет
самостоятельный интерес [5, 6].

Исследование проводится в локально выпуклых пространствах (далее л.в.п.)
Этот класс пространств включает в себя многие важные в применениях ненор-
мированные пространства (пространства целых и аналитических функций ком-
плексного переменного, пространства обобщённых функций и т.д.), но в то же
время позволяет получить результаты, аналогичные известным результатам в ба-
наховых пространствах.

Пусть 𝐻 — полное л.в.п., топология которого задаётся мультинормой {‖ · ‖𝑝},
𝑝 ∈ 𝒫 и пусть 𝐴 : 𝐻 → 𝐻 — линейный непрерывный оператор. Будем называть
оператор 𝐴 регулярным, если найдётся 𝑀 > 0, такое что

∀𝑝 ∈ 𝒫, ∃𝐶𝑝, ∃𝑞(𝑝), ∀𝑛, ∀𝑥 ∈ 𝐻, ‖𝐴𝑛(𝑥)‖𝑝 6 𝐶𝑝𝑀𝑛‖𝑥‖𝑞.

Понятие регулярного оператора введено Радыно Я.В. [7, 8] и применялось к
исследованию линейных дифференциальных уравнений в л.в.п. Для регулярного
оператора в л.в.п. справедливы аналоги многих результатов спектральной теории
операторов в банаховых пространствах. Приведём соответствующие определения
и утверждения. Доказательства почти везде (кроме теоремы 2 с) полностью ана-
логичны случаю банахова пространства и могут быть скопированы, например,
из [9].

Определение 1. Число 𝜆 ∈ C будем называть регулярным значением опе-
ратора 𝐴, если оператор 𝐴− 𝜆𝐼 имеет обратный, который определён на всем 𝐻,
непрерывен и является регулярным. Оператор 𝑅(𝜆) = (𝐴− 𝜆𝐼)−1 принято назы-
вать резольвентой, а множество 𝜌(𝐴) всех регулярных точек — резольвентным
множеством [10]. Множество 𝜎(𝐴) = C ∖ 𝜌(𝐴) называется спектром оператора 𝐴.

Лемма 1. Для 𝜆, 𝜇 ∈ 𝜌(𝐴) справедливо тождество Гильберта:

𝑅(𝜆)−𝑅(𝜇) = (𝜆− 𝜇)𝑅(𝜆)𝑅(𝜇). (1)

Определение 2. Пусть 𝜙 ∈ ℱ(𝐴) и 𝑈 — открытое множество, граница Γ ко-
торого состоит из конечного числа спрямляемых жордановых кривых, положи-
тельно ориентированных в обычном смысле теории функции комплексного пере-
менного. Предположим, что 𝑈 ⊇ 𝜎(𝐴) и множество 𝑈 ∪ Γ содержится в области
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аналитичности функции 𝜙. Тогда оператор 𝜙(𝐴) : 𝐻 → 𝐻 определяется равен-
ством

𝜙(𝐴)(𝑥) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑅(𝜆)(𝑥)𝜙(𝜆)𝑑𝜆, ∀𝑥 ∈ 𝐻, (2)

где интеграл от векторнозначной функции понимается в слабом смысле [1].

Теорема 1. Пусть 𝜙(𝜉) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝜉
𝑛 ∈ ℱ(𝒜), рассмотрим

∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝐴
𝑛(𝑥). Пусть

Γ — спрямляемый контур, заключающий спектр оператора 𝐴 и входящий в об-
ласть аналитичности 𝜙(𝜆), тогда

∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝐴
𝑛(𝑥) = 𝜙(𝐴)(𝑥) =

1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑅(𝜆)(𝑥)𝜙(𝜆)𝑑𝜆, ∀𝑥 ∈ 𝐻. (3)

Теорема 2. Если функции 𝑓 и 𝑔 принадлежат ℱ(𝐴), 𝛼, 𝛽 принадлежат C,
то
a) 𝛼𝑓(𝐴)(𝑥) + 𝛽𝑔(𝐴)(𝑥) = (𝛼𝑓 + 𝛽𝑔)(𝐴)(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐻;
b) 𝑓(𝐴)(𝑥)𝑔(𝐴)(𝑥) = (𝑓𝑔)(𝐴)(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐻;
c) если 𝐻 — бочечное пространство; оператор 𝑓(𝐴)(𝑥) непрерывен на всей своей
области определения.

Утверждение c) следует из теоремы Банаха–Штейнгауза, применённой к ин-
тегральным суммам (2) и пункта а) — линейности 𝑓(𝐴)(𝑥).

Данные результаты применим для исследования векторнозначных функций,
порождённых регулярным оператором. Существующие в этом направлении ре-
зультаты (см. например, [3]) опираются на аналог формулы Коши–Адамара, ко-
торый позволяет установить аналитичность функции в некотором круге. Но есте-
ственная область аналитичности такой функции в большинстве случаев оказыва-
ется значительно шире. Здесь мы решим задачу о её нахождении.

Определение 3. Пусть 𝜙(𝑡) : C → C аналитична в области 𝐷(𝜙). Пусть
𝐴 : 𝐻 → 𝐻 — линейный, непрерывный, регулярный оператор, 𝑅(𝜆) — его резоль-
вента, 𝜎(𝐴) — его спектр. Векторнозначной функцией, порождённой скалярной
функцией 𝜙(𝑡) и оператором 𝐴, назовём функцию 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥) : C → 𝐻, определяе-
мую равенством:

𝜙(𝐴𝑡)(𝑥) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
Γ

𝑅(𝜆)(𝑥)𝜙(𝑡𝜆)𝑑𝜆, ∀𝑥 ∈ 𝐻, (4)

где интеграл от векторнозначной функции понимается в слабом смысле [1], Γ —
спрямляемый контур, заключающий спектр оператора 𝐴 и входящий в 𝐷(𝜙).

Замечание 1. Если 𝜙(𝑡) представляется рядом Тейлора в некотором круге
с центром 𝑡0, то 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥), согласно теореме 1, можно представить рядом вида
∞∑︁
𝑛=0

𝑐𝑛𝐴
𝑛(𝑥)(𝑡 − 𝑡0)

𝑛, который также сходится в некотором круге с центром 𝑡0.

Область сходимости таких рядов описана в [11].

Замечание 2. При 𝜙(𝑡) = 𝑒𝑡, 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥) представляет собой операторную экс-
поненту, изучавшуюся в большом числе работ [2–6]. Если 𝜙(𝑡) — функция Миттаг–
Леффлера, то 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥) — операторная функция Миттаг–Леффлера, рассматри-
вавшаяся в [12].

Теорема 3. Векторнозначная функция 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐻, определена и анали-
тична в области: 𝐷(𝜙(𝐴𝑡)) = {𝑡 ∈ C : 𝑡𝜎(𝐴) ⊂ 𝐷(𝜙)}.
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Доказательство. Функция 𝜙(𝐴𝑡) определяется с помощью интеграла (2).
Этот интеграл существует, когда 𝜎(𝐴) ⊂ 𝐷(𝜙(𝜆𝑡)).

Пусть 𝜎(𝐴) ⊂ 𝐷(𝜙(𝜆𝑡)), тогда ∀𝜆1 ∈ 𝜎(𝐴) ⇒ 𝜆1 ∈ 𝐷(𝜙(𝜆𝑡)), следовательно,
𝜆1𝑡 ∈ 𝐷(𝜙). Обозначив 𝑡1 = 𝜆1𝑡, получим

𝑡1
𝑡
∈ 𝜎(𝐴) ⇒ 𝑡1 ∈ 𝐷(𝜙), 𝑡1 ∈ 𝑡𝜎(𝐴) ⇒ 𝑡1 ∈ 𝐷(𝜙), 𝑡𝜎(𝐴) ⊂ 𝐷(𝜙).

Известно, что 𝜎(𝐴) — замкнутое множество [10], поэтому 𝐷(𝜙(𝐴(𝑡))) всегда
будет открытым множеством.

Таким образом, выражение (4) определено при 𝑡 ∈ 𝐷(𝜙(𝐴𝑡)). Покажем, что
оно является аналитической функцией переменной 𝑡. Зафиксируем произволь-
ный функционал 𝑙 ∈ 𝐻*. По определению слабого интеграла от векторнозначной
функции [1]:

𝑙(𝜙(𝐴𝑡)(𝑥)) =

∫︁
Γ

𝑙(𝑅(𝜆)(𝑥))𝜙(𝜆𝑡)𝑑𝜆.

Выражение в правой части имеет производную по 𝑡, значит функция 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥)
является слабо аналитической в области 𝐷(𝜙(𝐴𝑡)). В [1] показано, что в л.в.п.
понятие сильный и слабой аналитичности векторнозначной функции совпадают,
значит, 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥) является и сильно аналитической функцией в 𝐷(𝜙(𝐴𝑡)).

Теорема доказана. �

Рассмотрим некоторые примеры, иллюстрирующие применение теоремы 3.

Пример 1. В работе В.П. Громова [13] решалось уравнение 𝑢(𝑡)−𝑡𝐴𝑢(𝑡) = 𝑥0,
где 𝐴 : 𝐻 → 𝐻, 𝐻 — л.в.п., 𝑢(𝑡) : C → 𝐻, 𝑥 ∈ 𝐻. Решение этого уравнение имеет
вид:

𝑢(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐴𝑛(𝑥)𝑡𝑛 = 𝜙(𝐴𝑡).

Порождающей функцией является:

𝜙(𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑡𝑛 =
1

1− 𝑡
; 𝐷(𝜙) = C∖{1}. (5)

Тогда функция 𝜙(𝐴𝑡) — аналитична при 1 ̸∈ 𝑡𝜎(𝐴), иначе говоря,

𝑡 ̸∈ 1

𝜎(𝐴)
=
{︁
𝜆 :

1

𝜆
∈ 𝜎(𝐴)

}︁
.

Рассмотрим данный пример для конкретных 𝐻 и 𝐴:
а) Пусть 𝐻 = 𝐻1 — пространство функций аналитичных в круге |𝑧| < 1 с то-

пологией равномерной сходимости на компактах: ‖𝐹‖𝑝 = max|𝑧|6𝑝 |𝐹 (𝑧)|, 𝑝 → 1,
𝑝 < 1 и пусть 𝐴(𝐹 (𝑡)) = 𝑡𝐹 (𝑡), оператор умножения на аргумент, он линеен и
непрерывен. 𝐷(𝜙) = C∖{1}, 𝜎(𝐴) = {𝑧 ∈ C : |𝑧| 6 1} , тогда согласно тео-
реме 3, 1 ̸∈ 𝑡𝜎(𝐴), следовательно векторнозначная функция 𝜙(𝐴𝑡), порождён-
ная скалярной функцией (5) и оператором 𝐴, будет определена и аналитична в
𝐷(𝜙(𝐴𝑡)) = {𝑡 ∈ C : |𝑡| < 1}.

Замечание 3. Этот пример уточняет результат [13], показывая, что функ-
ция 𝜙(𝐴𝑡) не допускает аналитического продолжения за круг |𝑧| 6 1 ни в каком
направлении. Следующие примеры аналогичным образом уточняют результаты
работы [13], а в некоторых случаях показывают, что область аналитичности мо-
жет быть расширена.
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б) Пусть 𝐻 = 𝐻(𝐺), 𝐺 = {𝑧 : Re 𝑧 > 0, 𝑧 ∈ C} — пространство функций,
аналитических в полуплоскости, с топологией равномерной сходимости на ком-
пактах:

‖𝐹‖𝑝 = max
𝑧∈𝐺𝑝

|𝐹 (𝑧)|; 𝐺1 ⊂ 𝐺2 ⊂ . . . ,
∞⋃︁
𝑝=1

𝐺𝑝 = 𝐺.

Пусть 𝐴(𝐹 (𝑡)) = 𝑡𝐹 (𝑡), 𝐷(𝜙) = C∖{1}. Спектр 𝜎(𝐴) = {𝑧 ∈ C : Re 𝑧 > 0}, тогда
согласно теореме 3, векторнозначная функция 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥), порождённая скалярной
функцией (5) и оператором 𝐴, определена и аналитична в области: 𝐷(𝜙(𝐴𝑡)) =
{𝑡 : Re 𝑡 < 0}.

в) Пусть 𝐻 = 𝐻(𝐺), 𝐺 = {𝑧 : Re 𝑧 > 1, 𝑧 ∈ C} и пусть 𝐴(𝐹 (𝑡)) = 𝑡𝐹 (𝑡) :
𝐻(𝐺) → 𝐻(𝐺) — оператор умножения на аргумент 𝑡. Спектр данного оператора
𝜎(𝐴) = {𝑧 : Re 𝑧 > 1}. Тогда, согласно теореме 3, 1 ̸∈ 𝑡𝜎(𝐴), векторнозначная
функция 𝜙(𝐴𝑡) будет определена и аналитична во внешности круга

⃒⃒⃒
𝑡− 1

2

⃒⃒⃒
<

1

2
.

г) Пусть 𝐻 = 𝐻𝛾 — весовое пространство функций, аналитических в круге
{|𝑧| < 1}, таких что max|𝑧|6𝑝 |𝐹 (𝑧)| < 𝐶𝑒(1−𝑝)

−𝛾−𝜀

, ∀𝜀 > 0, 0 < 𝑝 < 1 с топологией,

определяемой мультинормой ‖𝐹‖𝜀 = sup0<𝑝<1

{︁
max|𝑧|<𝑝 |𝐹 (𝑧)|𝑒−(1−𝑝)−𝛾−𝜀

}︁
< ∞,

∀𝜀 > 0.
Пусть 𝐴(𝐹 (𝑡)) = (𝑡 + 1)𝐹 (𝑡) : 𝐻𝛾 → 𝐻𝛾 оператор умножения на функцию

𝑔(𝑡) = 𝑡+ 1. Спектр данного оператора круг |𝑧 − 1| 6 1. Следовательно, согласно
теореме 3, 1 ̸∈ 𝑡𝜎(𝐴), векторнозначная функция 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐻, определена и
аналитична в области 𝑈 =

{︁
𝑧 : Re 𝑧 <

1

2

}︁
.

д) Пусть 𝑠 ∋ 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .) — пространство всех числовых последовательно-
стей с топологией покоординатной сходимости, задаваемой мультинормой

‖𝑥‖𝑝 = max
𝑘6𝑝

|𝑥𝑘|.

Зафиксируем последовательность 𝛾 = (𝛾1, 𝛾2, . . .) и рассмотрим оператор
𝐴(𝑥) = (𝛾1𝑥1, 𝛾2𝑥2, . . .). Найдём спектр данного оператора:

(𝐴− 𝜆𝐸)−1(𝑥) =
(︁

𝑥1
𝛾1 − 𝜆

,
𝑥2

𝛾2 − 𝜆
, . . .

)︁
,

следовательно 𝜎(𝐴) = {𝛾𝑘}. Пусть 𝛾𝑘 — множество рациональных точек отрез-
ка [0; 1], то есть 𝜎(𝐴) = [0; 1]. Следовательно, согласно теореме 3, 1 ̸∈ 𝑡𝜎(𝐴),
векторнозначная функция 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐻, определена и аналитична в области
𝑡 ∈ C∖(1;∞).

Пример 2. Рассмотрим операторное уравнение

𝑎𝑛𝐴
𝑛𝑡𝑛𝑢(𝑡) + 𝑎𝑛−1𝐴

𝑛−1𝑡𝑛−1𝑢(𝑡) + . . .+ 𝑎1𝐴𝑡𝑢(𝑡) + 𝑎0𝑢(𝑡) = 𝑥, (6)

где 𝐴 : 𝐻 → 𝐻, 𝐻 — л.в.п., 𝑢(𝑡) : C → 𝐻, 𝑥 ∈ 𝐻.
Перепишем уравнение (6) в виде [3]:(︀

𝑎𝑛𝐴
𝑛𝑡𝑛 + 𝑎𝑛−1𝐴

𝑛−1𝑡𝑛−1 + . . .+ 𝑎1𝐴𝑡+ 𝑎0𝐼
)︀
𝑢(𝑡) = 𝑥,

𝑢(𝑡) =
(︀
𝑎𝑛𝐴

𝑛𝑡𝑛 + 𝑎𝑛−1𝐴
𝑛−1𝑡𝑛−1 + . . .+ 𝑎1𝐴𝑡+ 𝑎0𝐼

)︀−1
(𝑥) =

=
(︁

1

𝑎𝑛𝐴𝑛𝑡𝑛 + 𝑎𝑛−1𝐴𝑛−1𝑡𝑛−1 + . . .+ 𝑎1𝐴𝑡+ 𝑎0𝐼

)︁
(𝑥),
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Порождающая функция имеет вид: 𝜙(𝑡) =
1

𝑎𝑛𝑡𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑡𝑛−1 + . . .+ 𝑎1𝑡+ 𝑎0
, пусть

𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛 — нули многочлена в знаменателе, следовательно 𝑡𝜎(𝐴) ⊂ 𝐷(𝜙) =

C∖{𝑡0, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑛}, т.е. 𝑡𝑘 ̸∈ 𝑡𝜎(𝐴), 𝑡 ̸∈ 𝑡𝑘
𝜎(𝐴)

, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Рассмотрим пример 2 для конкретных 𝐻 и 𝐴.
Пусть 𝐻 = 𝐻[1; 𝑎], 𝑎 < ∞, — пространство целых функций, порядок роста

которых не превосходит 1, а при порядке 1, тип не превосходит 𝑎. Топология в
𝐻[1; 𝑎] задаётся полунормами:

‖𝐹‖𝜀 = sup
𝑟>0

{︂
max
|𝑡|6𝑟

|𝐹 (𝑡)|𝑒−(𝑎+𝜀)𝑟𝜌
}︂
, ∀𝐹 ∈ [1; 𝑎].

Пусть 𝐴 =
d

d𝑡
−𝐼, порядок данного оператора будет равен 0, а тип не превосходит

𝑎+1 [3]. Рассмотрим порождающую функцию 𝜙(𝑡) =
1

(1 + 𝑡)(1− 𝑡)(1 + 𝑖𝑡)(1− 𝑖𝑡)
=

1

1− 𝑡4
=

∞∑︁
𝑛=0

𝑡4𝑛, то 𝐷(𝜙) = C∖{1,−1, 𝑖,−𝑖}. Спектр 𝜎(𝐴) = {𝑧 : |𝑧 − 1| 6 𝑎}. При

𝑎 = 1 по теореме 3 получаем, что векторнозначная функция 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥), 𝑥 ∈ 𝐻,
порождённая скалярной функцией 𝜙(𝑡) и оператором 𝐴, определена и аналитична
в области 𝑈 (см. рис. 1).

При 𝑎 ̸= 1 векторнозначная функция 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥) будет определена и анали-

тична в области 𝑈 :
⃒⃒⃒
𝑧 +

1

𝑎2 − 1

⃒⃒⃒
<

𝑎

𝑎2 − 1
,
⃒⃒⃒
𝑧 +

𝑖

𝑎2 − 1

⃒⃒⃒
<

𝑎

𝑎2 − 1
,
⃒⃒⃒
𝑧 − 𝑖

𝑎2 − 1

⃒⃒⃒
<

𝑎

𝑎2 − 1
,
⃒⃒⃒
𝑧 − 1

𝑎2 − 1

⃒⃒⃒
<

𝑎

𝑎2 − 1
во внешней части 4-х кругов. Например, при 𝑎 > 1 —

см. рис. 2 слева, а при 𝑎 < 1 — см. рис. 2 справа.

Рис. 1. Область аналитичности
𝜙(𝐴𝑡)(𝑥) при 𝑎 = 1

Рис. 2. Область аналитичности 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥) при
𝑎 > 1 и при 𝑎 < 1

Замечание 4. Векторнозначная функция 𝜙(𝐴𝑡)(𝑥) в примере 2 является ре-
шением операторного уравнения 𝜙 + 𝑡4𝐴4(𝜙) = 𝑥. Результаты, существующие в
теории таких уравнений, позволяют при определённых условиях записать реше-

ние в виде степенного ряда
∞∑︁
𝑛=0

𝐴4𝑛(𝑥)𝑡4𝑛, сходящегося в некотором круге и пред-

ставляющего аналитическую векторнозначную функцию. Пример 2 показывает,
что в случаях 𝑎 = 1 и 𝑎 < 1 сумма этого ряда допускает аналитическое продолже-
ние на область 𝑈 , а в случае 𝑎 > 1 он позволяет найти решение, не представимое
таким рядом.
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Пример 3. Пусть 𝐻 = 𝐻(𝐺), 𝐺 = {𝑧 : |𝑧− 2| < 1}, 𝐴(𝐹 (𝑡)) = 𝑡𝐹 (𝑡). Рассмот-
рим уравнение

𝐴𝑡𝑢(𝑡) = 𝑢(𝑡+ 1). (7)

Докажем, что решениями уравнения (7) являются операторные Γ — функции:
𝑢(𝑡) = Γ(𝐴𝑡)(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐻. С учётом равенства 𝑡Γ(𝑡) = Γ(𝑡 + 1) функция 𝑢(𝑡) =
Γ(𝐴𝑡)(𝑥) формально удовлетворяет уравнению. С помощью теоремы 3 определим
область существования и аналитичности функции 𝑢(𝑡). Функция 𝑢(𝑡) порожде-
на оператором 𝐴 и скалярной функцией Γ(𝑡), особые точки которой — полюсы:
0,−1,−2, . . .. Так как 𝑡𝜎(𝐴) ⊂ 𝐷(𝜙), то −𝑚 ̸∈ 𝑡𝜎(𝐴), ∀𝑚 = 0, 1, 2 . . ., т.е. областью
аналитичности является область 𝑈 =

{︁
𝑡 ̸∈ 𝑚

𝐺

}︁
= C∖

{︁
𝑧 : |𝑧 − 4

3
𝑛| <

(︁
2𝑛

3

)︁}︁
∖ {0},

𝑛 = 1, 2, 3 . . . (см. рис. 3).

Рис. 3. Область аналитичности Γ(𝐴𝑡)(𝑥).

Таким образом, в данной работе некоторые результаты спектральной теории
и теории векторнозначных функций в банаховых пространствах расширены на
более общий случай локально выпуклых пространств. Полученные результаты
применимы к исследованию решений операторных уравнений в локально выпук-
лых пространствах.
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