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Однородные обыкновенные дифференциальные уравнения с постоянными ко-
эффициентами не обладают решениями, убывающими быстрее экспоненты, по-
скольку их решения имеют вид 𝑒𝑘𝑥𝑃𝑛(𝑥), где 𝑃𝑛(𝑥) — многочлен, степень кото-
рого на единицу меньше кратности корня характеристического уравнения или
𝑒𝑖𝑎𝑥, 𝑎 ∈ R. Что касается уравнений в частных производных, то хорошо известно
решение задачи Коши для уравнения теплопроводности

𝑢(𝑥, 𝑡) =

∞∫︁
−∞

𝜙0(𝜉)

2𝑎
√
𝜋𝑡
𝑒−

(𝜉−𝑥)2

4𝑎2𝑡 d𝜉 = 𝑒−
𝑥2

4𝑎2𝑡

∞∫︁
−∞

𝜙0(𝜉)

2𝑎
√
𝜋𝑡
𝑒−

𝜉2−2𝜉𝑥

4𝑎2𝑡 d𝜉,

убывающее как 𝑒−𝑥
2

, то есть быстрее экспоненты 𝑒−𝑥.
Обыкновенные функционально-дифференциальные уравнения могут обладать

решениями, убывающими быстрее экспоненты, например, как нетрудно прове-

рить, 𝑢′(𝑡) −
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗(𝑡)𝑢(𝑡 − ℎ𝑗) = 0 имеет своим решением функцию 𝑒−𝑡
2

, если

𝑎𝑗(𝑡) = 𝑎𝑗𝑡𝑒
−(2ℎ𝑗𝑡−ℎ2

𝑗),
𝑚∑︁
𝑗=0

𝑎𝑗 = −2. Эти простые примеры и факты показыва-

ют важность вопроса о росте решений уравнений с запаздывающим аргументом.
Впервые этот вопрос в случае уравнения первого порядка с неограниченным опе-
раторным коэффициентом 𝐿𝑢 ≡ 1

𝑖

d𝑢

d𝑡
− 𝐴𝑢 = 0 был рассмотрен в работе [1]. В

работе [2] рассматриваются вопросы о существовании решений функционально-
дифференциального уравнения 𝑛-го порядка с неограниченными операторными
коэффициентами

𝐿𝑛𝑝𝑜𝑢(𝑡) ≡ 𝐷𝑛
𝑡 𝑢(𝑡)−

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

[𝐴𝑘𝑗 +𝐴𝑘𝑗(𝑡)]𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷
𝑘
𝑡 𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡), 𝑡 > 𝑡0, (1)

убывающие как экспонента и быстрее. Здесь 𝐷𝑘
𝑡 =

1

𝑖𝑘
d𝑘

d𝑡𝑘
, (𝐴𝑘𝑗 +𝐴𝑘𝑗(𝑡)) : 𝑌 →

𝑌 — замкнутые операторы, 𝑘 = 0, 𝑛− 1, 𝑗 = 0,𝑚, 𝐴𝑘𝑗 : 𝑋 → 𝑌 — вполне непре-
рывные операторы, 𝑘 = 0, 𝑛− 1, 𝑗 = 1,𝑚, 𝑋, 𝑌 — гильбертовы пространства,
𝑋 ⊂ 𝑌 , ℎ′𝑘𝑗(𝑡) 6 𝑟 < 1, 𝑘, 𝑗 > 0, 𝑡 > 𝑡0 > −∞. На отклонения аргумента
ℎ𝑘𝑗 , ℎ𝑘𝑗(𝑡) накладывается условие ℎ𝑘0(𝑡) ≡ ℎ𝑘0 = 0, 𝑘 = 0, 𝑛− 1, позволяющее
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включить в уравнение (1) уравнение без отклонения аргумента как частный слу-
чай. Порождаемый уравнением (1) оператор 𝐿𝑛𝑝𝑜 рассматривается как оператор
𝐿𝑛𝑝𝑜 : 𝑋

𝑛,𝛼

𝑅
𝑡0
+

→ 𝑌 0,𝛼

𝑅
𝑡0
+

, где 𝛼 = const, 𝑅𝑡0+ ≡ [𝑡0,∞) ,

𝑋𝑛,𝛼

𝑅
𝑡0
+

=

{︃
𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) = 0, 𝑡 6 𝑡0, ‖𝑢(𝑡)‖ =

=

(︃ ∞∫︁
𝑡0

𝑒2𝛼𝑡

(︃
𝑛−1∑︁
𝑘=0

‖𝑢(𝑘)(𝑡)‖2𝑋 + ‖𝑢(𝑛)(𝑡)‖2𝑌

)︃
d𝑡

)︃ 1
2

<∞

}︃
,

𝑌 0,𝛼

𝑅
𝑡0
+

=

{︃
𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡) = 0, 𝑡 6 𝑡0, ‖𝑢(𝑡)‖ =

(︃ ∞∫︁
𝑡0

𝑒2𝛼𝑡‖𝑢(𝑡)‖2𝑌 d𝑡

)︃ 1
2

<∞

}︃
.

Для уравнения (1) рассматривается задача с начальными условиями

𝑢(𝑘)(𝑡) = 𝑔𝑘(𝑡), 𝑡 6 𝑡0, 𝑢(𝑘)(𝑡0 + 0) = 𝑔𝑘(𝑡0), 𝑘 = 0, 𝑛− 1. (2)

Доказываемая ниже теорема может быть истолкована как результат, анало-
гичный классической теореме Фрагмена–Линделёфа [3], которая для гармониче-
ской в полуполосе 0 6 𝑥 6 1, 𝑡 > 0 функции 𝑢(𝑥, 𝑡), удовлетворяющей граничным
условиям 𝑢(0, 𝑡) = 𝑢(1, 𝑡) = 0, 𝑡 > 0, утверждает, что если она ограничена в данной
полуполосе, то она убывает экспоненциально (по 𝑡).

В данной статье продолжены исследования, начатые в работе [2], получе-
ны условия на операторные коэффициенты 𝐴𝑘𝑗 , 𝐴𝑘𝑗(𝑡), на отклонения аргумен-

та ℎ𝑘𝑗(𝑡), на резольвентный оператор 𝑅𝑛𝑝 (𝜆) ≡

[︃
𝜆𝑛𝐸 −

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐴𝑘𝑗𝜆
𝑘𝑒−𝑖𝜆ℎ𝑘𝑗

]︃−1

:

𝑌 → 𝑋, при которых решение 𝑢(𝑡) задачи (1), (2), принадлежащее 𝐿2(𝑅𝑡0+ , 𝑋),
𝑘 = 0, 𝑛− 1, вместе со своими производными 𝑢′(𝑡), 𝑢′′(𝑡), . . . , 𝑢(𝑛−1)(𝑡) убывает
быстрее экспоненты. В дальнейшем нам понадобятся следующие утверждения.

Теорема 1 (Теорема Планшереля [4]). Преобразование Фурье переводит
функции 𝐿2(𝑅,𝐻) в 𝐿2(𝑅,𝐻). Более точно, если 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿2(𝑅,𝐻), то функция
𝑓(𝜆) существует и 𝑓(𝜆) ∈ 𝐿2(𝑅,𝐻). При этом

⃦⃦
𝑓(𝜆)

⃦⃦
𝐿2(𝑅,𝐻)

= ‖𝑓(𝑡)‖𝐿2(𝑅,𝐻),

𝑓(𝑡) = lim
𝑁→∞

1√
2𝜋

𝑁∫︁
−𝑁

𝑒𝑖𝜆𝑡𝑓(𝜆)d𝜆.

Из этой теоремы следует, что, если Im𝜆 = 𝛼, то ‖𝑓(𝜆)‖𝐿2(Im𝜆=𝛼,𝐻) = ‖𝑓(𝑡)‖0,𝛼𝑅 .

Лемма 1 (Лемма Римана–Лебега [4]). Если 𝑓(𝑡) ∈ 𝐿1(𝑅,𝐻), то

lim
𝑝→∞

∞∫︁
−∞

𝑓(𝑡)

{︂
sin 𝑝𝑡

cos 𝑝𝑡

}︂
d𝑡 = 0.

Лемма 2 (лемма 1.2.1 [4]). Если 𝐴 : 𝑌 → 𝑌 — замкнутый оператор, 𝐴 :
𝑋 → 𝑌 — вполне непрерывный оператор, то для любого 𝜀 > 0 существует
константа 𝜒𝐴(𝜀), что имеет место неравенство ‖𝐴𝑢‖𝑌 6 𝜀‖𝑢‖𝑋 + 𝜒𝐴(𝜀)‖𝑢‖𝑌 ,
для любого 𝑢 ∈ 𝑋 ⊂ 𝑌 .
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Заметим, что приведённое неравенство можно получить и для квадратов норм,
т.е. оно верно и в виде неравенства ‖𝐴𝑢‖2𝑌 6 𝜀2‖𝑢‖2𝑋 + 𝜒2

𝐴(𝜀)‖𝑢‖2𝑌 .
Доказана следующая

Теорема 2. Пусть выполнены условия:
а) 𝐴𝑘𝑗 : 𝑌 → 𝑌 — замкнутые операторы, 𝑗 = 0,𝑚, 𝑘 = 0, 𝑛− 1, 𝐴𝑘𝑗 : 𝑋 →
𝑌 — вполне непрерывные операторы, 𝑘 = 0, 𝑛− 1, 𝑗 = 1,𝑚; для любого 𝛿 > 0
‖𝐴𝑘𝑗(𝑡)‖𝑌 = 𝑂

(︀
𝑒−𝛿𝑡

)︀
, 𝑡→ ∞, 𝑗 = 0,𝑚, 𝑘 = 0, 𝑛− 1;

б) резольвента 𝑅𝑛𝑝 (𝜆) регулярна в полуплоскости Im𝜆 > 0,

‖𝑅𝑛𝑝 (𝜆)‖𝑋 6 𝐶 exp

{︂(︁
𝛼− 1

𝑎

)︁𝛼−1
(︂
Im𝜆

𝛼

)︂𝛼}︂
, 𝑎 > 0, 𝛼 > 1;

в) 𝑓(𝑡) ∈ 𝑌 0,𝛿

𝑅
𝑡0
+

для любого 𝛿 > 0;

г) ℎ′𝑘𝑗(𝑡) 6 𝑟 < 1, 𝑡0 6 𝑡 < ∞,
∞∫︁
𝑡0

𝑒2𝛿𝑡𝜒2
𝐴𝑘𝑗

(︀
𝑒−𝛿𝑡

)︀
|ℎ𝑘𝑗(𝑡)|d𝑡 < ∞, для любого 𝛿 > 0,

𝑗 = 1,𝑚, 𝑘 = 0, 𝑛− 1;
д) 𝑢(𝑡) — решение уравнения (1), 𝑢(𝑘)(𝑡) ∈ 𝐿2

(︀
𝑅𝑡2+ , 𝑋

)︀
, 𝑘 = 0, 𝑛− 1,

𝑡2 = min

⎛⎝𝑡1, min
16𝑗6𝑚

06𝑘6𝑛−1

(𝑡0 − ℎ𝑘𝑗)

⎞⎠ , 𝑡1 = min
16𝑗6𝑚

06𝑘6𝑛−1

inf{𝜙𝑘𝑗(𝑡)}, 𝜙𝑘𝑗(𝑡) ≡ 𝑡−ℎ𝑘𝑗−ℎ𝑘𝑗(𝑡).

Тогда
∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝑎−𝜀)𝑡
𝛽

‖𝑢(𝑡)‖2𝑋d𝑡 6 𝐶
∞∫︁
𝑡0

𝑒2𝛿𝑡‖𝑓(𝑡)‖2𝑌 d𝑡,
1

𝛼
+

1

𝛽
= 1, 𝜀 > 0.

Доказательство. Так как при изучении поведения решений при 𝑡 → ∞
вклад начальной функции является незначительным, то можно облегчить реше-
ние задачи, переходя от решения 𝑢(𝑡) начальной задачи (1), (2) к новой функции

𝜗(𝑡) = 𝜂(𝑡)𝑢(𝑡), где 𝜂(𝑡) =

{︃
0, 𝑡 6 𝑡0,

1, 𝑡 > 𝑡0 + 1,
𝜂(𝑡) ∈ 𝐶∞, 0 6 𝜂(𝑡) 6 1. Для новой

функции 𝜗(𝑡) получим уравнение

𝐿𝑛𝑝𝑜𝜗(𝑡) = 𝐷𝑛
𝑡

(︀
𝜂(𝑡)𝑢(𝑡)

)︀
−
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

[︀
𝐴𝑘𝑗 +𝐴𝑘𝑗(𝑡)

]︀
𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷

𝑘
𝑡

(︀
𝜂(𝑡)𝑢(𝑡)

)︀
=

=
𝑛−1∑︁
𝑣=0

𝐶𝑣𝑛𝐷
𝑛−𝑣
𝑡 𝜂(𝑡)𝐷𝜈

𝑡 𝑢(𝑡)+𝜂(𝑡)𝐷
𝑛
𝑡 𝑢(𝑡)−

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

[︀
𝐴𝑘𝑗+𝐴𝑘𝑗(𝑡)

]︀
𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷

𝑘
𝑡 (𝜂(𝑡)𝑢(𝑡)).

Прибавляя и вычитая в правой части полученного равенства слагаемое

𝜂(𝑡)
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

[𝐴𝑘𝑗 +𝐴𝑘𝑗(𝑡)]𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷
𝑘
𝑡 𝑢(𝑡), получим

𝐿𝑛𝑝𝑜𝜗(𝑡) = 𝜂(𝑡)𝑓(𝑡) +
𝑛−1∑︁
𝑣=0

𝐶𝑣𝑛𝐷
𝑛−𝑣
𝑡 𝜂(𝑡)𝐷𝑣

𝑡 𝑢(𝑡) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

[︀
𝐴𝑘𝑗 +𝐴𝑘𝑗(𝑡)

]︀
×

×
[︁
𝜂(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷

𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)− 𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷

𝑘
𝑡

(︀
𝜂(𝑡)𝑢(𝑡)

)︀]︁
.
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Перенося с левой части последнего равенства сумму

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

[︀
𝐴𝑘𝑗 +𝐴𝑘𝑗(𝑡)

]︀
𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷

𝑘
𝑡 𝜗(𝑡)

в правую часть и вычитая из обеих частей выражение
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐴𝑘𝑗𝑆ℎ𝑘𝑗
𝐷𝑘
𝑡 𝜗(𝑡) ≡

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐴𝑘𝑗𝑆ℎ𝑘𝑗
𝐷𝑘
𝑡

(︀
𝜂(𝑡)𝑢(𝑡)

)︀
, получим выражение 𝐿𝑛𝑝𝜗(𝑡) через 𝑢(𝑡):

𝐿𝑛𝑝𝜗(𝑡) = 𝜂(𝑡)𝑓(𝑡) +
𝑛−1∑︁
𝑣=0

𝐶𝑣𝑛𝐷
𝑛−𝑣
𝑡 𝜂(𝑡)𝐷𝑣

𝑡 𝑢(𝑡) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

[︀
𝐴𝑘𝑗 +𝐴𝑘𝑗(𝑡)

]︀
×

× 𝜂(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷
𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)−

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

𝐴𝑘𝑗𝑆ℎ𝑘𝑗
𝐷𝑘
𝑡

(︀
𝜂(𝑡)𝑢(𝑡)

)︀
. (3)

Применяя к уравнению (3) преобразование Фурье, получим

𝜗(𝜆) = 𝑅𝑛𝑝

{︃
𝑓𝜂(𝜆) +

𝑛−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈𝜂 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑣=0

𝐶𝑣𝑘𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)

}︃
, (4)

где 𝑓𝜂(𝜆) =
1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝜂(𝑡)𝑓(𝑡)d𝑡, 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) =
1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝐷𝑛−𝜈
𝑡 𝜂(𝑡)𝐷𝜈

𝑡 𝑢(𝑡)d𝑡,

𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) =
1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝐴𝑘𝑗(𝑡)𝜂(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷
𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)d𝑡,

𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆) =
1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝐴𝑘𝑗

(︂
𝜂(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷

𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)−

𝑘∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈𝑘𝑆ℎ𝑘𝑗
𝐷𝑘−𝜈
𝑡 𝜂(𝑡)𝐷𝜈

𝑡 𝑢(𝑡)

)︂
d𝑡.

Заметим, что интегралы в выражениях преобразований Фурье в (4), в кото-
рых встречаются производные от функции 𝜂(𝑡), фактически взяты по конечному
интервалу (𝑡0, 𝑡0 + 1), что будет учтено в дальнейшем. При этом они являются
финитными функциями.

Покажем регулярность в верхней полуплоскости Im𝜆 > 0 всех функций в фи-
гурных скобках в правой части равенства (4), полученных применением преобра-
зования Фурье к уравнению (3). Согласно определению бесконечно дифференци-
руемой функции 𝜂(𝑡) все интегралы, которые содержат 𝐷𝑘

𝑡 𝜂(𝑡), 𝑘 > 1, являются
интегралами по конечному промежутку (𝑡0, 𝑡0 + 1), ввиду того, что 𝐷𝑘

𝑡 𝜂(𝑡) = 0
вне этого интервала. Преобразования Фурье таких функций являются целыми
функциями экспоненциального типа, а потому регулярны в верхней полуплоско-
сти Im𝜆 > 0.

Для производной функции 𝑓𝜂(𝜆) имеет место оценка

⃦⃦⃦⃦
d𝑓𝜂(𝜆)

d𝜆

⃦⃦⃦⃦
𝑌

=

⃦⃦⃦⃦
1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡 (−𝑖𝑡) 𝜂(𝑡)𝑓(𝑡)d𝑡
⃦⃦⃦⃦
𝑌

6
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6

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒−2𝜀𝑡|𝑡|2d𝑡

⎞⎠ 1
2
⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒2(Im𝜆+𝜀)𝑡‖𝑓(𝑡)‖2𝑌 d𝑡

⎞⎠ 1
2

6∞, Im𝜆+ 𝜀 = 𝛿 > 0,

𝜀 > 0 достаточно мало. Отсюда в силу условия в) теоремы следует регулярность
функции 𝑓𝜂(𝜆) в полуплоскости Im𝜆 > 0.

Аналогично можно показать регулярность и слагаемых, содержащих 𝐴𝑘𝑗(𝑡).

В частности, для 𝐴0𝑗𝜂(𝜆) =

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝜂(𝑡)𝐴0𝑗(𝑡)𝑆ℎ0𝑗+ℎ0𝑗(𝑡)𝑢(𝑡)d𝑡 имеем

⃦⃦⃦⃦
d𝐴0𝑗𝜂(𝜆)

d𝜆

⃦⃦⃦⃦
=

⃦⃦⃦⃦ ∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡(−𝑖𝑡)𝜂(𝑡)𝐴0𝑗(𝑡)𝑆ℎ0𝑗+ℎ0𝑗(𝑡)𝑢(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
𝑌

d𝑡 6

6 𝐶

⎡⎣ ∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝑢
(︀
𝑡− ℎ0𝑗 − ℎ0𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
d𝑡

⎤⎦ 1
2

6 𝐶

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝑢
(︀
𝑡− ℎ0𝑗 − ℎ0𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋
×

×
d
(︀
𝑡− ℎ0𝑗 − ℎ0𝑗(𝑡)

)︀
1− ℎ′

0𝑗(𝑡)
6

𝐶

1− 𝑟

∞∫︁
𝑡−ℎ0𝑗−ℎ0𝑗(𝑡)

⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡 6 𝐶1

∞∫︁
𝑡2

⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡 <∞

в силу условий а) и д) теоремы.

Для оценки слагаемого 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆) применим лемму 1 о характеристической функ-
ции с 𝜀 = 𝜀(𝑡) = 𝑒−(Im𝜆+𝛾)𝑡, 𝛾 > 0. Для 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆) из (4) при 𝑘 = 0 имеем

⃦⃦⃦⃦
d𝑧0𝑗𝜂(𝜆)

d𝜆

⃦⃦⃦⃦
𝑌

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1√

2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡(−𝑖𝑡)𝐴0𝑗

(︀
𝜂(𝑡)𝑆ℎ0𝑗+ℎ0𝑗(𝑡) − 𝑆ℎ0𝑗𝜂(𝑡)

)︀
𝑢(𝑡)d𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑌

6

6

⎛⎝ +∞∫︁
𝑡0

𝑒−2𝛾𝑡|𝑡|2d𝑡

⎞⎠ 1
2
⎛⎝ +∞∫︁

𝑡0

𝑒2(Im𝜆+𝛾)
⃦⃦
𝐴0𝑗

(︀
𝜂(𝑡)𝑆ℎ0𝑗+ℎ0𝑗(𝑡) − 𝑆ℎ0𝑗𝜂(𝑡)

)︀
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑌
d𝑡

⎞⎠ 1
2

.

В силу условия 𝛾 > 0 первый интеграл в правой части полученного неравен-
ства является сходящимся. Оценим второй интеграл. Для этого применим лемму
1 о характеристической функции с 𝜀 = 𝜀(𝑡) = 𝑒−𝑖(Im𝜆+𝛾)𝑡, 𝛾 > 0, к норме под
знаком последнего интеграла. Имеем

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡
(︁
𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡

)︁ ⃦⃦(︀
𝜂(𝑡)𝑆ℎ0𝑗+ℎ0𝑗(𝑡) − 𝑆ℎ0𝑗𝜂(𝑡)

)︀
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑌
d𝑡+

+

∞∫︁
𝑡0

𝜒2
𝐴0𝑗

𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡
(︁
𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡

)︁⃦⃦(︀
𝜂(𝑡)𝑆ℎ0𝑗+ℎ0𝑗(𝑡) − 𝑆ℎ0𝑗𝜂(𝑡)

)︀
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑌
d𝑡 6

6 𝑐

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝑢
(︀
𝑡− ℎ0𝑗 − ℎ0𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋
d𝑡+ 𝑐1

∞∫︁
𝑡0

‖𝑢 (𝑡− ℎ0𝑗)‖2𝑋 d𝑡+
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+ 𝑐2

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡𝜒2
𝐴0𝑗

(︁
𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡

)︁ ⃦⃦
𝑢
(︀
𝑡− ℎ0𝑗 − ℎ0𝑗(𝑡)

)︀
− 𝑢 (𝑡− ℎ0𝑗)

⃦⃦2
𝑌
d𝑡 =

= 𝑐

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝑢
(︀
𝑡− ℎ0𝑗 − ℎ0𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋

d
(︀
𝑡− ℎ0𝑗 − ℎ0𝑗(𝑡)

)︀
1− ℎ′

0𝑗(𝑡)
+ 𝑐1

∞∫︁
𝑡0−ℎ0𝑗

⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

+ 𝑐2

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡𝜒2
𝐴0𝑗

(︁
𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡

)︁ ⃦⃦⃦⃦⃦⃦
𝑡−ℎ0𝑗−ℎ0𝑗(𝑡)∫︁
𝑡0−ℎ0𝑗

𝑢′ (𝑠) d𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

𝑌

d𝑡 6

6
𝑐

1− 𝑟

∞∫︁
𝑡0−ℎ0𝑗−ℎ0𝑗(𝑡)

⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+ 𝑐1

∞∫︁
𝑡0−ℎ0𝑗

⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

+

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡𝜒2
𝐴0𝑗

(︁
𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡

)︁
|ℎ0𝑗(𝑡)|

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡−ℎ0𝑗−ℎ0𝑗(𝑡)∫︁
𝑡0−ℎ0𝑗

⃦⃦
𝑢′(𝑠)

⃦⃦2
𝑌
d𝑠d𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

6 𝑐3

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡𝜒2
𝐴0𝑗

(︁
𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡

)︁
×

×
⃒⃒
ℎ𝑜𝑗(𝑡)

⃒⃒ ⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑡−ℎ0𝑗−ℎ0𝑗(𝑡)∫︁
𝑡0−ℎ0𝑗

‖𝑢′ (𝑠)‖2𝑌 d𝑠d𝑡

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ ≡ 𝐼.

Изменяя порядок интегрирования в последнем интеграле, получим

𝐼 = 𝑐3

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

∞∫︁
𝑡0

‖𝑢′(𝑠)‖2𝑌 d𝑠

𝜙−1
0𝑗 (𝑠)∫︁

𝑠+ℎ0𝑗

𝑒2𝛿𝑡𝜒2
𝐴0𝑗

(︀
𝑒−𝛿𝑡

)︀
|ℎ0𝑗(𝑡)|d𝑡 6

6 𝑐3

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+𝐴4

∞∫︁
𝑡0

‖𝑢′(𝑠)‖2𝑌 d𝑠 6 𝑐5
∞∫︁
𝑡0

(︁⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
+ ‖𝑢′(𝑡)‖2𝑌

)︁
d𝑡,

где 𝜙0𝑗(𝑡) ≡ 𝑡− ℎ0𝑗 − ℎ0𝑗(𝑡), 𝜙−1
0𝑗 (𝑡) — обратная к 𝜙0𝑗(𝑡) функция. Отсюда, в силу

условий г) и д) теоремы, следует регулярность функции 𝑧0𝑗𝜂(𝜆) для Im𝜆 > 0.
При 𝑘 > 1, 𝐷𝑘

𝑡 𝜂(𝑡) — финитная функция, что существенно при доказательстве
требуемых неравенств. Вводя обозначения

𝐴′
𝑘𝑗𝜂(𝜆) =

1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝜂(𝑡)𝐴𝑘𝑗(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷
𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)d𝑡,

имеем⃦⃦⃦⃦
d𝐴′

𝑘𝑗𝜂(𝜆)

d𝜆

⃦⃦⃦⃦
𝑌

6

∞∫︁
𝑡0

𝑒Im𝜆𝑡|𝑡|𝜂(𝑡)
⃦⃦
𝐴𝑘𝑗(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷

𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦
𝑌
d𝑡 6
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6 𝑐

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒−2𝜀𝑡|𝑡|2d𝑡

⎞⎠ 1
2
⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒2(Im𝜆+𝜀)𝑡 ‖𝐴𝑘𝑗(𝑡)‖2𝑌
⃦⃦
𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷

𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡

⎞⎠ 1
2

.

Сходимость первого интеграла в правой части полученного неравенства очевидна.
Поэтому оценим второй интеграл. Имеем

∞∫︁
𝑡0

𝑒(−𝛿𝑡)
2

𝑒2(Im𝜆+𝜀)𝑡
⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋
d𝑡 6

1

1− 𝑟

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡 6

6 𝑐

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡 для любого 𝑘, 1 6 𝑘 6 𝑛.

Отсюда в силу условий а) и д) теоремы следует

⃦⃦⃦⃦
⃦d𝐴′

𝑘𝑗𝜂(𝜆)

d𝜆

⃦⃦⃦⃦
⃦
𝑌

6 𝑐 <∞.

При оценке

𝜕

𝜕𝜆

(︀
𝑧′𝑘𝑗𝜂(𝜆)

)︀
≡ d

d𝜆

1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝐴𝑘𝑗
(︀
𝜂(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡) − 𝑆ℎ𝑘𝑗

𝜂(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗

)︀
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)d𝑡

имеем

⃦⃦⃦⃦
d𝑧′𝑘𝑗𝜂(𝜆)

d𝜆

⃦⃦⃦⃦
𝑌

6

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦ 1√

2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡(−𝑖𝑡)
(︀
𝑆ℎ𝑘𝑗

𝜂(𝑡)− 𝜂(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)d𝑡

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑌

6

6

⎛⎝𝑐 ∞∫︁
𝑡0

𝑒−2𝛾𝑡|𝑡|2d𝑡

⎞⎠ 1
2

×

×

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡
⃦⃦
𝐴𝑘𝑗

(︀
𝑆ℎ𝑘𝑗

𝜂(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗
− 𝜂(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑌
d𝑡

⎞⎠ 1
2

.

Оценим второй интеграл в правой части полученного неравенства:

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡
⃦⃦
𝜂(𝑡− ℎ𝑘𝑗)𝐷

𝑘
𝑡 𝑢(𝑡− ℎ𝑘𝑗)− 𝜂(𝑡)𝐷𝑘

𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋
+

+ 𝜒2
𝐴𝑘𝑗

𝑒−(Im𝜆+𝛾)𝑡
⃦⃦
𝜂(𝑡− ℎ𝑘𝑗)𝐷

𝑘
𝑡 𝑢 (𝑡− ℎ𝑘𝑗(𝑡))− 𝜂(𝑡)𝐷𝑘

𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑌
d𝑡 6

6 𝑐

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡− ℎ𝑘𝑗)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+ 𝑐1

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

+

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(Im𝜆+𝛾)𝑡𝜒2
𝐴𝑘𝑗

𝑒−(Im𝜆+𝛾)

⎛⎜⎝
⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝑡−ℎ𝑘𝑗∫︁
𝑡−ℎ𝑘𝑗−ℎ𝑘𝑗(𝑡)

𝐷𝑘+1
𝑡 𝑢(𝑠)d𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
𝑌

d𝑠

⎞⎟⎠
2

d𝑡 6
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6 𝑐2

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+ 𝑐3

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘+1
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑌
d𝑡 6 𝑐2

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

+ 𝑐3

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

[𝐴𝑘𝑗 +𝐴𝑘𝑗(𝑡)]𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷
𝑘
𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝑌

d𝑡 6

6 𝑐2

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+ 𝑐3

∞∫︁
𝑡0

‖𝑓(𝑡)‖2𝑌 d𝑡.

Таким образом, выражение в фигурных скобках в правой части равенства (4) в
условиях теоремы представляет собой регулярную функцию в верхней полуплос-
кости Im𝜆 > 0. Отсюда и из условия б) теоремы следует регулярность функции
𝜗(𝜆), определяемой равенством (4) в Im𝜆 > 0, поскольку мы доказали оценки для
случая любой функции 𝐷𝑘

𝑡 𝑢(𝑡), 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛− 1.
Покажем теперь, что все функции в фигурных скобках в правой части равен-

ства (4) стремятся к нулю равномерно при |𝜆| → ∞ в любой полосе 0 6 Im𝜆 6
𝜏 <∞, 𝜆 — плоскости.

Справедливость утверждения для функции 𝑓𝜂(𝜆) следует из представления

𝑓𝜂(𝜆) =
1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒𝜏𝑡𝜂(𝑡)𝑓(𝑡) [cos𝜎𝑡− 𝑖 sin𝜎𝑡] d𝑡.

Так как

∞∫︁
𝑡0

𝑒Im𝜆𝑡 ‖𝑓(𝑡)‖𝑌 d𝑡 6

∞∫︁
𝑡0

𝑒𝜏𝑡 ‖𝑓(𝑡)‖𝑌 d𝑡 6

6

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒−2𝛾𝑡d𝑡

⎞⎠ 1
2
⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝜏+𝛾)𝑡 ‖𝑓(𝑡)‖2𝑌 d𝑡

⎞⎠ 1
2

<∞

для любого 𝛾 > 0 и в силу леммы Римана–Лебега, то отсюда и из приведённого
выше представления 𝑓𝜂(𝜆) следует, что ‖𝑓𝜂(𝜆)‖𝑌 → 0 равномерно при |𝜆| → ∞ по
прямой Im𝜆 = 𝜏 , следовательно, в полосе 0 6 Im𝜆 6 𝜏 и подавно. Что касается
функции

𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) =
1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝜂(𝑡)𝐴𝑘𝑗(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷
𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)d𝑡,

то

𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) =
1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖(𝜎+𝑖𝜏)𝑡𝜂(𝑡)𝐴𝑘𝑗(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷
𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)d𝑡 =

=
1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒𝜏𝑡𝐴𝑘𝑗(𝑡)𝐷
𝑘
𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀
[cos𝜎𝑡− 𝑖 sin𝜎𝑡] d𝑡.

Далее имеем
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∞∫︁
𝑡0

𝑒𝜏𝑡|𝜂(𝑡)| ‖𝐴𝑘𝑗(𝑡)‖𝑌
⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦
𝑋
d𝑡 6

6 𝑐

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒−2𝛾𝑡d𝑡

⎞⎠ 1
2
⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝜏+𝛾)𝑡 ‖𝐴𝑘𝑗(𝑡)‖2𝑌
⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋
d𝑡

⎞⎠ 1
2

.

Оценивая интеграл в последней скобке, получим оценку

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝜏+𝛾)𝑡 ‖𝐴𝑘𝑗(𝑡)‖2𝑌
⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋
d𝑡 6

6
𝑐

1− 𝑟

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡 6 𝑐

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡,

с учётом условия теоремы на 𝑢(𝑡).

Отсюда и из леммы Римана–Лебега следует равномерное стремление к ну-
лю функции 𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) при |𝜆| → ∞ в верхней полуплоскости Im𝜆 > 0 по норме
пространства 𝑌 .

Аналогично имеем

𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆) =
1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒−𝑖𝜆𝑡𝐴𝑘𝑗
(︀
𝑆ℎ𝑘𝑗

𝜂(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗
− 𝜂(𝑡)𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)d𝑡 =

1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒𝜏𝑡×

×𝐴𝑘𝑗

(︁
𝜂(𝑡− ℎ𝑘𝑗)𝐷

𝑘
𝑡 𝑢(𝑡− ℎ𝑘𝑗)− 𝜂(𝑡)𝐷𝑘

𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀)︁
[cos𝜎𝑡− 𝑖 sin𝜎𝑡] d𝑡.

Далее имеем

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝑒𝜏𝑡
(︀
𝜂(𝑡− ℎ𝑘𝑗)𝐷

𝑘
𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀)︀⃦⃦
𝑌
d𝑡 6

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒−2𝛾𝑡d𝑡

⎞⎠ 1
2

×

×

(︃ ∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝜏+𝛾)𝑡
⃦⃦⃦
𝐴𝑘𝑗

(︁
𝜂(𝑡− ℎ𝑘𝑗)𝐷

𝑘
𝑡 𝑢(𝑡− ℎ𝑘𝑗)− 𝜂(𝑡)𝐷𝑘

𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀)︁⃦⃦⃦2
𝑌
d𝑡

)︃ 1
2

,

где

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝜏+𝛾)𝑡
⃦⃦⃦
𝐴𝑘𝑗

(︁
𝜂(𝑡− ℎ𝑘𝑗)𝐷

𝑘
𝑡 𝑢(𝑡− ℎ𝑘𝑗)− 𝜂(𝑡)𝐷𝑘

𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀)︁⃦⃦⃦2
𝑌
d𝑡 6

6 𝑐

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

𝑐

1− 𝑟

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘+1
𝑡 𝑢(𝑠)

⃦⃦2
𝑋
d𝑠×

×
∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝜏+𝛾)𝑡𝜒2
𝐴𝑘𝑗

𝑒−(𝜏+𝛾)𝑡 |ℎ𝑘𝑗(𝑡)|d𝑡 6 𝑐2
∞∫︁
𝑡0

⃦⃦(︀
𝐷𝑘
𝑡 +𝐷𝑘+1

𝑡

)︀
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡

в силу условий теоремы на 𝑢(𝑡).
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Таким образом, ‖𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)‖𝑋 → 0 равномерно в верхней полуплоскости Im𝜆 > 0
при |𝜆| → ∞. Далее из представления

𝐴′
𝑘𝑗𝜂(𝜆) =

1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒𝜏𝑡𝐴𝑘𝑗(𝑡)𝐷
𝑘+1
𝑡 𝑢

(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀
[cos𝜎𝑡− 𝑖 sin𝜎𝑡] d𝑡

и из

∞∫︁
𝑡0

𝑒𝜏𝑡|𝜂(𝑡)| · ‖𝐴𝑘𝑗(𝑡)‖𝑌
⃦⃦
𝐷𝑘+1
𝑡 𝑢

(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦
𝑋
d𝑡 6

6 𝑐

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒−2𝛾𝑡d𝑡

⎞⎠ 1
2
⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝜏+𝛾)𝑡 ‖𝐴𝑘𝑗(𝑡)‖2𝑌
⃦⃦
𝐷𝑘+1
𝑡 𝑢

(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋
d𝑡

⎞⎠ 1
2

,

∞∫︁
𝑡0

𝑒2𝛿𝑡𝑒−2𝛿𝑡
⃦⃦
𝐷𝑘+1
𝑡 𝑢

(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋
d𝑡 6

6 𝑐

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘+1
𝑡 𝑢

(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋
d𝑡 6 𝑐

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘+1
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡 6∞

следует наше утверждение для функции 𝐴′
𝑘𝑗𝜂(𝜆). При 𝑘 = 𝑛− 1

𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆) =
1√
2𝜋

∞∫︁
𝑡0

𝑒𝜏𝑡𝐴𝑘𝑗(𝑡)×

×
(︁
𝜂(𝑡− ℎ𝑘𝑗)𝐷

𝑛−1
𝑡 𝑢(𝑡− ℎ𝑘𝑗)− 𝜂(𝑡)𝐷𝑛−1

𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀)︁
[cos𝜎𝑡− 𝑖 sin𝜎𝑡] d𝑡

и из оценки

∞∫︁
𝑡0

𝑒𝜏𝑡
⃦⃦⃦
𝐴𝑘𝑗

(︁
𝜂(𝑡− ℎ𝑘𝑗)𝐷

𝑛−1
𝑡 𝑢(𝑡− ℎ𝑘𝑗)− 𝜂(𝑡)𝐷𝑛−1

𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀)︁⃦⃦⃦
𝑌
d𝑡 6

6 𝑐

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒−2𝛾𝑡d𝑡

⎞⎠ 1
2

×
(︁ ∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝜏+𝛾)𝑡×

×
⃦⃦⃦
𝐴𝑘𝑗

(︁
𝜂(𝑡− ℎ𝑘𝑗)𝐷

𝑛−1
𝑡 𝑢(𝑡− ℎ𝑘𝑗)− 𝜂(𝑡)𝐷𝑛−1

𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀)︁⃦⃦⃦2
𝑌
d𝑡
)︁ 1

2

,

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝜏+𝛾)𝑡
⃦⃦⃦
𝐴𝑘𝑗

(︁
𝜂(𝑡− ℎ𝑘𝑗)𝐷

𝑛−1
𝑡 𝑢(𝑡− ℎ𝑘𝑗)− 𝜂(𝑡)𝐷𝑛−1

𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀)︁⃦⃦⃦2
𝑌
d𝑡 6

6 𝑐

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑛−1
𝑡 𝑢(𝑡− ℎ𝑘𝑗)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+ 𝑐1

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑛−1
𝑡 𝑢

(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋
d𝑡+
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+

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝛿+𝛾)𝑡𝜒2
𝐴𝑘𝑗

(︁
𝑒−(𝜏+𝛾)𝑡

)︁ ⃦⃦
𝐷𝑛−1
𝑡 𝑢(𝑡− ℎ𝑘𝑗) +𝐷𝑛−1

𝑡 𝑢
(︀
𝑡− ℎ𝑘𝑗 − ℎ𝑘𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑌
d𝑡 6

6 𝑐

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑛−1
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

𝑐

1− 𝑟

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑛−1
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

+

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝜏+𝛾)𝑡𝜒2
𝐴𝑘𝑗

(︁
𝑒−(𝜏+𝛾)𝑡

)︁ ⃦⃦⃦⃦⃦⃦
𝑡−ℎ𝑘𝑗∫︁

𝑡−ℎ𝑘𝑗−ℎ𝑘𝑗(𝑡)

𝐷𝑛
𝑡 𝑢(𝑠)d𝑠

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦
2

𝑌

d𝑡 6

6 𝑐2

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑛−1
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝜏+𝛾)𝑡𝜒2
𝐴𝑘𝑗

(︁
𝑒−(𝜏+𝛾)𝑡

)︁
×

× |ℎ𝑘𝑗(𝑡)| ·

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒
𝑡−ℎ𝑘𝑗−ℎ𝑘𝑗(𝑡)∫︁
𝑡−ℎ𝑘𝑗

‖𝐷𝑛
𝑡 𝑢(𝑡)d𝑠‖

2
𝑌 d𝑠

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ d𝑡 6 𝑐2 ∞∫︁

𝑡0

‖𝑢′(𝑡)‖2𝑋 d𝑡+

+

∞∫︁
𝑡0

‖𝐷𝑛
𝑡 𝑢(𝑠)‖

2
𝑌 d𝑠

𝜙−1
𝑘𝑗 (𝑠)∫︁

𝑠+ℎ𝑘𝑗

𝑒2(𝜏+𝛾)𝑡𝜒2
𝐴𝑘𝑗

(︁
𝑒−(𝜏+𝛾)𝑡

)︁
· |ℎ𝑘𝑗(𝑡)|d𝑡 6

6 𝑐2

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑛−1
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+ 𝑐3

∞∫︁
𝑡0

‖𝐷𝑛
𝑡 𝑢(𝑡)‖

2
𝑌 d𝑡 6 𝑐2

∞∫︁
𝑡2

⃦⃦
𝐷𝑛−1
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

+ 𝑐3

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦⃦⃦
⃦𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

[𝐴𝑘𝑗 +𝐴𝑘𝑗(𝑡)]𝑆ℎ𝑘𝑗+ℎ𝑘𝑗(𝑡)𝐷
𝑘
𝑡 𝑢(𝑡) + 𝑓(𝑡)

⃦⃦⃦⃦
⃦
2

𝑌

d𝑡 <∞

следует равномерное стремление к нулю в полосе 0 6 Im𝜆 6 𝜏 для любого 𝜏 > 0
функции 𝑧′𝑘𝑗𝜂(𝜆) по норме пространства 𝑌 .

Так как для фиксированного значения Im𝜆 = 𝜏 величина
⃦⃦
𝑅𝑛𝑝 (𝜆)

⃦⃦
𝑋

ограни-
чена в силу условия б) теоремы, то из (4) следует, что

⃦⃦
𝜗(𝜆)

⃦⃦
𝑋

→ 0 равномерно
при |𝜆| → ∞ в любой полосе 0 6 Im𝜆 6 𝜏 <∞.

Поскольку 𝑢(𝑡) и 𝜗(𝑡) отличаются друг от друга только на отрезке [𝑡0, 𝑡0 + 1]

и 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿2
(︀
(𝑡2,∞), 𝑋

)︀
, то в силу теоремы Планшереля

⃦⃦
𝜗(𝜆)

⃦⃦
𝑋

∈ 𝐿2(Im𝜆 = 0 на
действительной оси.

Поэтому, согласно теореме Коши,

𝜗(𝑡) =
1√
2𝜋

∫︁
Im𝜆=0

𝑒𝑖𝜆𝑡𝜗(𝜆)𝑑𝜆 =

=
1√
2𝜋

∫︁
Im𝜆=0

𝑒𝑖𝜆𝑡𝑅𝑛𝑝 (𝜆)
{︁
𝑓𝜂(𝜆) + 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) +𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) + 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)

}︁
d𝜆.

Отсюда по теореме Планшереля

+∞∫︁
−∞

⃦⃦
𝑒𝜏𝑡𝜗(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡 =

+∞∫︁
−∞

𝑒2𝜏𝑡 ‖𝜗(𝑡)‖2𝑋 d𝑡 =
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=

+∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦
𝑅𝑛𝑝 (𝜆)

{︁
𝑓𝜂(𝜆) + 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) +𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) + 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)

}︁⃦⃦⃦2
𝑌
d𝜆, 𝜆 = 𝜎 + 𝑖𝜏

или

exp

[︂(︂
−2
(︁
𝛼− 1

𝑎

)︁𝛼−1
(︂
Im𝜆

𝛼

)︂𝛼)︂]︂ +∞∫︁
𝑡0

𝑒2𝜏𝑡 ‖𝜗(𝑡)‖2𝑋 d𝑡 6

6

+∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦{︁
𝑓𝜂(𝜆) + 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) +𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) + 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)

}︁⃦⃦⃦2
𝑌
d𝜆,

где Im𝜆 = 𝜏 и последний интеграл в правой части полученного неравенства взят
вдоль прямой Im𝜆 = 𝜏 слева направо.

Перейдя от интервала интегрирования (𝑡0,∞) к интервалу (𝑡,∞), 𝑡 > 0, 𝑡 > 𝑡0,
мы лишь усилим последнее неравенство. Таким образом,

exp

[︂
Im𝜆𝑡−

(︁
𝛼− 1

𝑎

)︁𝛼−1
(︂
Im𝜆

𝑎

)︂𝛼]︂ +∞∫︁
𝑡

‖𝜗(𝑠)‖2𝑋 d𝑠 6

6

+∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦{︁
𝑓𝜂(𝜆) + 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) +𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) + 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)

}︁⃦⃦⃦2
𝑌
d𝜆.

Так как 𝑡 > 0 фиксировано и Im𝜆 > 0, то, полагая Im𝜆 =
𝑎𝛼

𝛼− 1
𝑡

1
𝛼−1 , 𝛽 =

𝛼

𝛼− 1
,

получим

exp

{︂
2

[︂
𝑎𝛼

𝛼− 1
𝑡

1
𝛼−1 𝑡−

(︁
𝛼− 1

𝑎

)︁𝛼−1 (︁ 𝑎𝛼

𝛼− 1
𝑡

1
𝛼−1

1

𝛼

)︁𝛼]︂}︂
=

= exp

{︂
2𝑡𝛽
[︂(︁

𝑎𝛼

𝛼− 1

)︁
−
(︁
𝛼− 1

𝑎

)︁𝛼−1 (︁ 𝑎

𝛼− 1

)︁𝛼]︂}︂
=

= exp
{︁
2
[︁
𝑡𝛽
(︁

𝑎𝛼

𝛼− 1
− 𝛼

𝛼− 1

)︁]︁}︁
= 𝑒2𝑎𝑡

𝛽

.

Таким образом, получили неравенство

𝑒2𝑎𝑡
𝛽

+∞∫︁
𝑡

‖𝜗(𝑠)‖2𝑋 d𝑠 6

+∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦{︁
𝑓𝜂(𝜆) + 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) +𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) + 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)

}︁⃦⃦⃦2
𝑌
d𝜆.

Из этого неравенства следует

𝑒2𝑎(𝑡+𝑗)
𝛽

+∞∫︁
𝑡+𝑗

‖𝜗(𝑠)‖2𝑋 d𝑠 6

+∞∫︁
−∞

{︁
𝑓𝜂(𝜆) + 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) +𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) + 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)

}︁
,

𝑒2𝑎(𝑡+𝑗)
𝛽−𝜇(𝑡+𝑗+1)𝛽

𝑡+𝑗+1∫︁
𝑡+𝑗

𝑒𝜇𝑠
𝛽

‖𝜗(𝑠)‖2𝑋 d𝑠 6
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6

+∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦{︁
𝑓𝜂(𝜆) + 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) +𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) + 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)

}︁⃦⃦⃦2
𝑌
d𝜆, (5)

где 𝜇 — произвольная положительная константа.
Покажем связь последних неравенств. Имеем

𝑒2𝑎(𝑡+𝑗)
𝛽−𝜇(𝑡+𝑗+1)𝛽

𝑡+𝑗+1∫︁
𝑡+𝑗

𝑒𝜇𝑠
𝛽

‖𝜗(𝑠)‖2𝑋 d𝑠 6

6 𝑒2𝑎(𝑡+𝑗)
𝛽

𝑡+𝑗+1∫︁
𝑡+𝑗

‖𝜗(𝑠)‖2𝑋 d𝑠 6 𝑒2𝑎(1+𝑗)
𝛽

∞∫︁
𝑡+𝑗

‖𝜗(𝑠)‖2𝑋 d𝑠.

В данном случае exp
(︁
−𝜇
(︀
(𝑡+𝑗+1)𝛽−𝑠𝛽

)︀)︁
6 1, так как 𝑡+𝑗 < 𝑠 < 𝑡+𝑗+1, 𝑡+𝑗+1 >

𝑠. Полагая 𝜇 = 2(𝑎− 𝜀) и учитывая, что 𝛽 > 1, имеем 2𝑎(𝑡+ 𝑗)𝛽 − 𝜇 (𝑡+ 𝑗 + 1) >
𝜀

2
(𝑡+ 𝑗)𝛽. Это неравенство можно получить из неравенства

(︁
1 +

1

𝑡+ 𝑗

)︁𝛽
< 1 +𝐴,

𝐴 > 0 и 𝑡+ 𝑗 ≡ 𝑇 — достаточно большое.
Таким образом, неравенство (5) можно написать так

𝑒
𝜀
2 (1+𝑗)

𝛽

𝑡+𝑗+1∫︁
𝑡+𝑗

𝑒𝜇𝑠
𝛽

‖𝜗(𝑠)‖2𝑋 d𝑠 6

+∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦{︁
𝑓𝜂(𝜆) + 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) +𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) + 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)

}︁⃦⃦⃦2
𝑌
d𝜆,

𝑡+𝑗+1∫︁
𝑡+𝑗

𝑒2(𝑎−𝜀)𝑠
𝛽

‖𝜗(𝑠)‖2𝑋 d𝑠 6

6 𝑒−
𝜀
2 (𝑡+𝑗)

𝛽

+∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦{︁
𝑓𝜂(𝜆) + 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) +𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) + 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)

}︁⃦⃦⃦2
𝑌
d𝜆.

Суммируя по 𝑗 = 0, 1, 2, . . ., получим

+∞∫︁
𝑡

𝑒2(𝑎−𝜀)𝑠
𝛽

‖𝜗(𝑠)‖2𝑋 d𝑠 6 𝑐

+∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦{︁
𝑓𝜂(𝜆) + 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) +𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) + 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)

}︁⃦⃦⃦2
𝑌
d𝜆, (6)

ибо ряд
∞∑︁
𝑗=0

exp
(︁
−𝜀

2
(𝑡+ 𝑗)𝛽

)︁
сходится.

Для завершения доказательства теоремы остаётся показать сходимость инте-
грала

+∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦
𝑅𝑛𝑝

{︁
𝑓𝜂(𝜆) +

𝑛−1∑︁
𝜈=0

𝐶𝜈𝜂 𝑢̃𝜈𝜂(𝜆) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝑣=0

𝐶𝑣𝑘𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆) +
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆)
}︁⃦⃦⃦2

𝑌
d𝜆 6

6 𝑐

{︃ +∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦
𝑓𝜂 (𝜎 + 𝑖𝜏)

⃦⃦⃦2
𝑌
d𝜎 +

𝑛−1∑︁
𝜈=0

+∞∫︁
−∞

‖𝑢̃𝜈𝜂 (𝜎 + 𝑖𝜏)‖2𝑌 d𝜎+
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+
𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

𝑘∑︁
𝜇=0

+∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦
𝐴𝑘𝑗𝜂 (𝜎 + 𝑖𝜏)

⃦⃦⃦2
𝑌
d𝜎 +

𝑛−1∑︁
𝑘=0

𝑚∑︁
𝑗=0

+∞∫︁
−∞

‖𝑧𝑘𝑗𝜂 (𝜎 + 𝑖𝜏)‖2𝑌 d𝜎

}︃
,

𝑐 = const.

Для каждого слагаемого из фигурных скобок, используя теорему Планшереля,
получим

+∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦
𝑓𝜂 (𝜎 + 𝑖𝜏)

⃦⃦⃦2
𝑌
d𝜎 6

+∞∫︁
−∞

𝑒2𝜏𝑡|𝜂(𝑡)|2 ‖𝑓(𝑡)‖2𝑌 d𝑡 6

+∞∫︁
𝑡0

𝑒2𝜏𝑡 ‖𝑓(𝑡)‖2𝑌 d𝑡 <∞,

+∞∫︁
−∞

‖𝑢̃0𝜂 (𝜎 + 𝑖𝜏)‖2𝑌 d𝜎 6

+∞∫︁
−∞

𝑒2𝜏𝑡|𝜂(𝑡)|2 ‖𝐷𝑛
𝑡 𝑢(𝑡)‖2𝑌 d𝑡 6

+∞∫︁
−∞

𝑒2𝜏𝑡 ‖𝐷𝑛
𝑡 𝑢(𝑡)‖2𝑋 d𝑡 <∞,

+∞∫︁
−∞

‖𝑢̃1𝜂 (𝜎 + 𝑖𝜏)‖2𝑌 d𝜎 =

+∞∫︁
−∞

𝑒2𝜏𝑡
⃒⃒
𝜂′(𝑡)

⃒⃒2 ⃦⃦
𝐷𝑛−1

𝑡 𝑢(𝑡)
⃦⃦2
𝑌
d𝜎 =

𝑡0+1∫︁
𝑡0

𝑒2𝜏𝑡
⃦⃦
𝐷𝑛−1

𝑡 𝑢(𝑡)
⃦⃦2
𝑋
d𝑡 <∞.

Все остальные интегралы, в которых встречаются производные от функции
𝜂(𝑡), будут интегралами по конечному интервалу (𝑡0, 𝑡0 + 1).

Что касается остальных интегралов, то, используя условия а) и д) теоремы,
имеем

+∞∫︁
−∞

⃦⃦⃦
𝐴0𝑗𝜂 (𝜎 + 𝑖𝜏)

⃦⃦⃦2
𝑌
d𝜎 6

+∞∫︁
−∞

𝑒2𝜏𝑡
⃦⃦
𝐴0𝑗𝜂(𝑡)𝜂(𝑡)𝑆ℎ0𝑗+ℎ0𝑗(𝑡)𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑌
d𝑡 6

6

⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒−2𝜀𝑡d𝑡

⎞⎠ 1
2
⎛⎝ ∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝜏+𝜀)𝑡 ‖𝐴0𝑗(𝑡)‖2𝑌
⃦⃦
𝑆ℎ0𝑗+ℎ0𝑗(𝑡)𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡

⎞⎠ 1
2

6

6
𝑐

1− 𝑟

∞∫︁
𝑡2

⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡 <∞.

Аналогично доказывается и сходимость остальных интегралов, связанных с

𝐴𝑘𝑗𝜂(𝜆), при оценке которых слева получится интеграл
𝐴

1− 𝑟

∞∫︁
𝑡0

⃦⃦
𝐷𝑘
𝑡 𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡 <

∞, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛− 1. Для оценки оставшихся интегралов от 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆) используем
лемму 1 о характеристической функции 𝜒 (𝜀) оператора 𝐴. Имеем

+∞∫︁
−∞

‖𝑧0𝑗𝜂 (𝜎 + 𝑖𝜏)‖2𝑌 d𝜎 6

6

+∞∫︁
−∞

𝑒2𝜏𝑡
⃦⃦
𝜂(𝑡− ℎ0𝑗)𝑢(𝑡− ℎ0𝑗)− 𝜂(𝑡)𝑢

(︀
𝑡− ℎ0𝑗 − ℎ0𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑋
d𝑡+

+ 𝜒2
𝐴0𝑗

𝑒−𝜏𝑡
⃦⃦
𝜂(𝑡− ℎ0𝑗)𝑢(𝑡− ℎ0𝑗)− 𝜂(𝑡)𝑢

(︀
𝑡− ℎ0𝑗 − ℎ0𝑗(𝑡)

)︀⃦⃦2
𝑌
d𝑡 6

6 𝑐2

∞∫︁
𝑡2

⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡+ 𝑐3

∞∫︁
𝑡2

‖𝑢′(𝑡)‖2𝑋 d𝑡 <∞.
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Как видно из выражения для 𝑧𝑘𝑗𝜂(𝜆) при появлении производной от 𝜂(𝑡) под
соответствующим интегралом окажется финитная функция, равная нулю вне
(𝑡0, 𝑡0 + 1). Поэтому доказательство сходимости соответствующих интегралов не
представляется трудной задачей. Таким образом, после приведённого доказатель-

ства неравенство (6) принимает вид
∞∫︁
𝑡0

𝑒2(𝑎−𝜀)𝑡
𝛽 ⃦⃦
𝑢(𝑡)

⃦⃦2
𝑋
d𝑡 6 𝑐

∞∫︁
𝑡0

𝑒2𝛿𝑡 ‖𝑓(𝑡)‖2𝑌 d𝑡.

Теорема доказана. �
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The functional-differential 𝑛-order equation with unbounded operational coefficient and
deviations of arguments is considered. The existence theorem of the existence of solutions
decreasing rapidly compared to exponent, is proved in the article.
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