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Преобразования Дарбу 𝑛-го порядка разрабатываются для обобщённого уравнения
Шрёдингера, обладающего помимо обычного потенциала эффективной массой, завися-
щей от координаты, и дополнительным потенциалом, линейно зависящим от энергии.
Приведён интегральный вид преобразований Дарбу и установлена их связь с преоб-
разованиями в дифференциальной форме. Проанализированы преобразования второго
порядка как при разных энергиях, так и при одной и той же энергии преобразования.
Метод проиллюстрирован конкретными примерами конструирования квантовых потен-
циальных ям с заданным спектром.
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1. Введение

В настоящее время вызывает большой интерес исследования квантово- меха-
нических систем с эффективной массой, зависящей от координатной переменной,
вследствие их применения в различных областях физики. Концепция эффектив-
ной массы широко используется в физике твёрдого тела, в атомной и ядерной
физике [1–5] и в других смежных областях (например, для изучения кластеров
𝐻𝑒 и металлических кластеров [6–9]).

С развитием низкоразмерных наноструктур, базисными элементами которых
являются квантовые ямы, квантовые точки, нити, суперрешётки сейчас связы-
вают возможности создания новых квантовых устройств для опто- и наноэлек-
троники, информационных технологий нового поколения, измерительной техни-
ки. К настоящему времени технологи научились контролируемо создавать неод-
нородные наноструктуры (гетероструктуры) различной формы, выращивая на
поверхности кристаллов одних полупроводников слои других полупроводников
толщиной в несколько атомов. Такие слои характеризуются различными эффек-
тивными электронными массами. Для теоретического исследования квантовоме-
ханических свойств полупроводниковых гетероструктур используют обобщённое
уравнение Шрёдингера с эффективной массой, зависящей от пространственной
переменной [10–18].

Конструирование разнообразных наноструктур, обладающих нужными спек-
тральными свойствами, — одна из наиболее важных проблем квантовой инже-
нерии [19, 20]. Поэтому проблема восстановления квантовых потенциальных ям
с предписанным энергетическим спектром очень важна для исследования низко-
размерных структур. Метод преобразований Дарбу, предложенный ещё в конце
19 столетия [21] и активно разрабатываемый в последние десятилетия (см. обзо-
ры [22, 23]), позволяет решать задачи восстановления квантовых потенциалов с
заданным спектром.

Статья поступила в редакцию 17 декабря 2010 г.
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В работе [24] техника преобразований Дарбу разрабатывалась для обобщён-
ного уравнения Шрёдингера

−
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содержащего помимо обычного потенциала 𝑣(𝑥) эффективную массу 𝑚(𝑥), зави-
сящую от пространственной переменой, и дополнительный потенциал ℎ(𝑥) при
энергетическом слагаемом. Для этого уравнения были построены преобразова-
ния Дарбу первого порядка, получены формулы алгебры суперсимметрии. В дан-
ной работе мы обобщаем результаты [24] на преобразования Дарбу 𝑛-го порядка,
приводим интегральный вид преобразований, устанавливаем их связь с преобра-
зованиями в дифференциальной форме, приводим несколько конкретных приме-
ров конструирования потенциальных ям, которым соответствует заранее задан-
ный спектр. Полученные обобщённые преобразования Дарбу корректно сводятся
к частным случаям преобразований для уравнения Шрёдингера с эффективной
массой [17], не содержащего весовую энергию, для уравнения Шрёдингера с по-
тенциалом и с весовой энергией [25, 26], а также к хорошо известным преобразо-
ваниям для обычного уравнения Шрёдингера.

2. Обобщённые преобразования Дарбу первого порядка

В целях упрощения изложения и для лучшего понимания используемой здесь
техники соотношений сплетения [17, 22, 26]) в данном параграфе мы вкратце по-
вторим вывод преобразований Дарбу первого порядка, представленный в [24].
Дополнительно в этом параграфе мы решаем проблему получения решений при
энергии преобразования, устанавливая тем самым соответствие между простран-
ствами решений исходного и преобразованного уравнений.

Рассмотрим два обобщённых уравнения Шрёдингера
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где гамильтонианы ℋ и ℋ1 отличаются только потенциалами 𝑣 и 𝑣1. Предпола-
гаем, что решения уравнения (2) c гамильтонианом ℋ известны. Будем констру-
ировать гамильтониан ℋ1, спектр которого отличается от спектра уравнения с
гамильтонианом ℋ только одним связанным состоянием, на основе техники соот-
ношений сплетения

ℒ1ℋ = ℋ1ℒ1, (4)
𝜙1 = ℒ1𝜙. (5)

Сплетающий оператор ℒ1 ищем в виде линейного дифференциального опера-
тора первого порядка ℒ1 = 𝐵 (𝐾 + 𝜕𝑥), где 𝐵 = 𝐵(𝑥) и 𝐾 = 𝐾(𝑥) определяем из
первого соотношения сплетения (4). Подставляя ℒ1 и явный вид гамильтонианов
ℋ и ℋ1 в (4), а также предполагая линейную независимость 𝜙 и её производ-
ных, после преобразований получим систему уравнений для определения 𝐵, 𝐾
и потенциала 𝑣1:

𝐵 =
𝛽√
ℎ𝑚

, (6)
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где 𝛽 — произвольная константа, которую без потери общности можно положить
равной единице, штрих обозначает производную по 𝑥. С учётом (6) соотношение
для нового потенциала (7) преобразуется к виду
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Потенциал 𝑣1 будет окончательно определён после нахождения функции 𝐾.
Чтобы вычислить 𝐾, перепишем уравнение (8) в виде
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из которого следует уравнение Риккати
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где 𝜆 — произвольная константа интегрирования. Уравнение Риккати можно ли-
неаризовать, если ввести новую функцию 𝒰 = 𝒰(𝑥):

𝐾 = −𝒰
′

𝒰 . (11)

Подставляя 𝐾 в (10), получим уравнение для 𝒰
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которое тождественно начальному уравнению (2) при ℰ = 𝜆. Поскольку реше-
ния (2) известны при всех энергиях, то известно и решение 𝒰 при энергии преоб-
разования ℰ = 𝜆. Как и для обычного уравнения Шрёдингера назовём функцию 𝒰
функцией преобразования, поскольку она определяет преобразованные потенци-
ал и решения. Действительно, как только 𝒰 задана, находим функцию 𝐾, новый
потенциал 𝑣1, дифференциальный оператор ℒ1, преобразующий решения одного
уравнения в решения другого и, наконец, решения 𝜙1 нового преобразованного
уравнения
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Из анализа соотношений (13)–(15) следует, что новый потенциал 𝑣1 и решения
𝜙1 зависят не только от исходных известных потенциала 𝑣 и решений 𝒰 и 𝜙, но и
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от дополнительных потенциалов 𝑚 и ℎ. Отметим, соотношение (15) связывает ре-
шения для двух уравнений (2) и (3) при произвольной энергии ℰ ̸= 𝜆. Очевидно,
что при ℰ = 𝜆 действие преобразования Дарбу (14) на функцию 𝒰 и на решения,
линейно зависимые к 𝒰 , даёт ℒ1𝒰 = 0. Решение уравнения (3) при энергии преоб-
разования ℰ = 𝜆 можно получить, если использовать вместо 𝒰 решение ̂︀𝒰 линейно
независимое к 𝒰 . Такое линейно независимое решение можно построить следую-
щим образом: домножим уравнение (12) для ̂︀𝒰 , слева на функцию, сопряжённую
к 𝒰 . Далее используем уравнение для 𝒰 сопряжённого, домноженное на ̂︀𝒰 спра-
ва. Вычитая результаты и предполагая, что 𝑚, ℎ и 𝒰 — действительные функции,

получим:
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где 𝐶 — произвольная константа, которая может быть выбрана равной единице.
Из (16) получим аналог формулы Лиувилля для определения второго линейно
независимого решения
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Пределы интегрирования зависят от выбора граничных условий. Нетрудно
проверить, что ̂︀𝒰 удовлетворяет (16). Прямая подстановка ̂︀𝒰 в (2) показывает,
что ̂︀𝒰 действительно есть решение обобщённого уравнения Шрёдингера, если 𝒰
является его решением. Действие ℒ на функцию ̂︀𝒰 даёт нам решение преобразо-
ванного уравнения (3) с новым потенциалом 𝑣1 при энергии преобразования 𝜆
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Как только найдено 𝜂, можно, используя ещё раз обобщённую формулу Ли-
увилля (17), получить второе решение ̂︀𝜂 уравнения (3) при энергии 𝜆. Для этого
в (17) заменим 𝒰 функцией 𝜂 и с учётом (18) получим
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В заключение отметим, что знание всех решений первоначального уравне-
ния (2) обеспечивает знание всех решений преобразованного уравнения (3), вклю-
чая решения при энергии 𝜆. Анализ полученных соотношений показывает, что в
частном случае постоянной массы 𝑚(𝑥) = 𝑚0 обобщённое уравнение Шрёдин-
гера (2) переходит в уравнение Шрёдингера с весовой энергией, а обобщённые
формулы преобразований Дарбу первого порядка (13)–(15) и (18), (19) переходят
в формулы преобразований Дарбу, полученные в [25,26]. В случае, когда ℎ(𝑥) = 1
и 𝑚(𝑥) ̸= const, соотношения для потенциала и решений (13)–(15) и (18), (19) пе-
реходят в аналогичные соотношения для уравнения с эффективной массой [14,17],
наконец, если 𝑚(𝑥) = 𝑚0 и ℎ(𝑥) = 1, соотношения (13)–(19) дают преобразова-
ния Дарбу 1-го порядка для стандартного уравнения Шрёдингера (см., напри-
мер, [22]). Отметим, что если функция 𝒰 отвечает связанному состоянию ℋ, то
функция 𝜂, определяемая (18) при энергии преобразования, не может быть нор-
мирована (предполагается, что ℎ не обращается в нуль на заданном интервале
изменения 𝑥). В этом состоит причина того, что 𝜆 не принадлежит дискретному



152 Вестник РУДН. Серия Математика. Информатика. Физика. № 2. 2011. С. 148–160

спектру преобразованного гамильтониана ℋ1 и два гамильтониана ℋ и ℋ1 имеют
спектры, отличающиеся на одно связанное состояние при ℰ = 𝜆.

3. Преобразования Дарбу второго порядка и цепь
преобразований

Преобразования Дарбу первого порядка связывают два гамильтониана ℋ и ℋ1
и отвечающие им решения 𝜙 и 𝜙1. Если исходный гамильтониан был точно ре-
шаем, то и преобразованный гамильтониан ℋ1 будет допускать точные решения.
Полученный преобразованный гамильтониан ℋ1 может играть роль начального
гамильтониана для следующего преобразования. При этом получим новый точ-
но решаемый гамильтониан ℋ2. Повторяя процедуру 𝑛 раз, получаем цепь точно
решаемых гамильтонианов для обобщённого уравнения Шрёдингера с потенциа-
лами 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛 подобно тому, как это имеет место для стандартного уравнения
Шрёдингера.

Определим преобразования Дарбу 2-го порядка как последовательность двух
преобразований

ℒ = ℒ2ℒ1, (20)

где ℒ1 дано как в (14) с той разницей, что 𝐾 заменяем на 𝐾1, 𝒰 на 𝒰1 и 𝜆 на 𝜆1;
оператор ℒ2 определим следующим образом:
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Здесь 𝜒1 ≡ 𝜒1(𝑥, 𝜆2) — решение (3) при энергии 𝜆2, полученное при применении
преобразования первого порядка к решению 𝒰2 уравнения (2) с энергией 𝜆2

𝜒1 = ℒ1𝒰2 =
1√
𝑚 ℎ

(︂
d

d𝑥
+𝐾1

)︂
𝒰2, 𝐾1 = −𝒰

′
1

𝒰1
. (22)

Ясно, что 𝜒1 — решение преобразованного уравнения с потенциалом 𝑣1, опре-
делённым как в (9), и 𝜒1 можно выбрать в качестве новой функции преобразова-
ния для гамильтониана ℋ1, чтобы генерировать новый потенциал

𝑣2 = 𝑣1 + 2

√︂
ℎ

𝑚

d

d𝑥

𝐾2√
𝑚ℎ

−
√︂

ℎ

𝑚

d

d𝑥

[︃
1

ℎ

d

d𝑥

(︃√︂
ℎ

𝑚

)︃]︃
, (23)

и соответствующие решения

𝜙2 = ℒ2𝜙1 =
1√
𝑚ℎ

(︂
d

d𝑥
+𝐾2

)︂
𝜙1, 𝜙1 = ℒ1𝜙. (24)

Функция 𝜙1 определяется как в (15) и является собственной функцией га-
мильтониана ℋ1. Другими словами, действие оператора второго порядка (20) на
решения 𝜙 приводит к решениям обобщённого уравнения с гамильтонианом ℋ2:
𝜙2 = ℒ𝜙 = ℒ2ℒ1𝜙. Повторение этой процедуры 𝑛 раз по отношению к исходно-
му оператору ℋ приводит к оператору ℋ𝑛, который удовлетворяет соотношению
сплетения ℒℋ = ℋ𝑛ℒ. В результате имеем

𝑣𝑛 = 𝑣𝑛−1 + 2

√︂
ℎ

𝑚

d

d𝑥

𝐾𝑛√
𝑚ℎ

−
√︂

ℎ

𝑚

d

d𝑥

[︃
1

ℎ

d

d𝑥

(︃√︂
ℎ

𝑚

)︃]︃
, (25)

𝜙𝑛 = ℒ𝜙 = ℒ𝑛𝜙𝑛−1 = ℒ𝑛ℒ𝑛−1 . . .ℒ1𝜙, (26)
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где ℒ — дифференциальный оператор 𝑛-го порядка:

ℒ = ℒ𝑛ℒ𝑛−1 . . .ℒ1, ℒ𝑛 =
1√
𝑚ℎ

(︂
d

d𝑥
+𝐾𝑛

)︂
, 𝐾𝑛 = −𝜒′

𝑛−1𝜒
−1
𝑛−1. (27)

Таким образом, цепь, состоящая из 𝑛 преобразований Дарбу первого поряд-
ка, даёт в итоге цепь точно решаемых гамильтонианов ℋ → ℋ1 → · · · → ℋ𝑛.
Обобщённые преобразования (25)–(27) сводятся в частных случаях к уже извест-
ным преобразованиям Дарбу. Например, когда ℎ(𝑥) = 1 из соотношений (25)–(27)
следуют преобразованиями Дарбу для уравнения Шрёдингера с эффективной
массой [17]. При 𝑚(𝑥) = 𝑚0 = const и ℎ(𝑥) ̸= 1 формулы (25)–(27) становятся
преобразованиями Дарбу для уравнения Шрёдингера с весовой энергией [25,26].
В частном случае постоянной массы 𝑚(𝑥) = 𝑚0 и ℎ(𝑥) = 1 соотношения (25)–(27)
переходят в хорошо известные преобразования Дарбу для стандартного уравне-
ния Шрёдингера.

Окончательные формулы для потенциала и решений любого порядка могут
быть получены через начальные гамильтониан и решения без использования про-
межуточных выражений для потенциалов и решений, если они нас не интересуют.
Рассмотрим преобразования второго порядка более детально. Подставим явный
вид для потенциала 𝑣1, полученный в результате преобразования первого поряд-
ка (9), в формулу (23) для потенциала 𝑣2

𝑣2 = 𝑣 + 2

√︂
ℎ

𝑚

d

d𝑥

𝐾√
𝑚ℎ

− 2

√︂
ℎ

𝑚

d

d𝑥

[︃
1

ℎ

d

d𝑥

(︃√︂
ℎ

𝑚

)︃]︃
, 𝐾 = 𝐾1 +𝐾2. (28)

Преобразуем теперь 𝐾 = −𝒰 ′
1/𝒰1 − 𝜒′

1/𝜒1, представляя 𝜒1 в виде

𝜒1 =
1√
𝑚ℎ

𝑊1,2

𝒰1
, (29)

где 𝑊1,2 = 𝒰1𝒰 ′
2 − 𝒰 ′

1𝒰2 вронскиан функций 𝒰1 and 𝒰2. Подставляя (29) в соот-
ношение (21) для 𝐾2, получим

𝐾2 = −𝜒′
1

𝜒1
= − d

d𝑥

[︂
ln

(︂
1√
𝑚ℎ

𝑊1,2

𝒰1

)︂]︂
(30)

и, учитывая выражение для 𝐾1, найдём 𝐾 = − d

d𝑥

[︂
ln
𝑊1,2√
𝑚ℎ

]︂
. С учётом последне-

го выражения после некоторых преобразований потенциал 𝑣2 можно представить
в виде:

𝑣2 = 𝑣 − 2

√︂
ℎ

𝑚

d

d𝑥

[︂√︁
𝑚

ℎ

d
d𝑥

(𝑊1,2/𝑚)

𝑊1,2

]︂
. (31)

Получим теперь выражение для соответствующих решений 𝜙2. Для этого пре-
образуем соотношение (24). По аналогии с 𝜒1 функцию 𝜙1 представим в виде:

𝜙1 =
1√
𝑚ℎ

𝑊1,ℰ

𝒰1
, (32)

где 𝑊1,ℰ = 𝒰1𝜙
′ − 𝒰 ′

1𝜙. Вычислим производную функции 𝜙1

𝜙
′

1 = (ℒ1𝜙)
′ =

(︂
1√

𝑚ℎ 𝒰1

)︂′

𝑊1,ℰ +
1√
𝑚ℎ

𝜙′′ − 1√
𝑚ℎ

𝒰 ′′
1

𝒰1
𝜙.
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Подставляя последнее выражение и соотношение (30) в (24), после ряда пре-
образований получим

𝜙2 =
1

𝑚ℎ

(︂
𝜙′′ − 𝒰 ′′

1

𝒰1
𝜙

)︂
− d

d𝑥

(︁
ln𝑊1,2

)︁
1

𝑚ℎ

𝑊1,ℰ

𝒰1
. (33)

Из соотношений (31) и (33) видно, что потенциал и решения, полученные в
результате преобразований Дарбу второго порядка, выражаются через потенциа-
лы и решения исходного уравнения без использования соотношений для 𝑣1 и 𝜙1,
найденных на промежуточной стадии с помощью преобразований Дарбу перво-
го порядка. Очевидно, что следующий этап преобразования можно выполнить,
выбрав в качестве новой функции преобразования вспомогательную функцию,
соответствующую потенциалу 𝑣2. Её можно найти посредством действия опера-
тора ℒ = ℒ2ℒ1 на решения 𝒰3 уравнения (2), взятую при энергии преобразования
𝜆3:

𝜒2 =
1

𝑚ℎ

(︂
𝒰 ′′
3 − 𝒰 ′′

1

𝒰1
𝒰3

)︂
− d

d𝑥

(︁
ln𝑊1,2

)︁
1

𝑚ℎ

𝑊1,3

𝒰1
.

Эту вспомогательную функцию можно использовать для получения нового
оператора преобразования ℒ3 = d/d𝑥 +𝐾3, 𝐾3 = −𝜒′

2𝜒
−1
2 , с помощью которого

можно генерировать новые потенциал 𝑣3 и решения 𝜙3 в аналитическом виде, и
так далее в соответствии с (25)–(27).

4. Интегральная форма преобразований Дарбу

В этом разделе преобразования Дарбу в дифференциальной форме предста-
вим в интегральном виде, что бывает важно, например, при определении гранич-
ных условий, для конструирования точно-решаемых моделей при энергии преоб-
разования 𝜆, а также при построении фазово-эквивалентных гамильтонианов.

Получим интегральный вид преобразованных решений первого (32) и второ-
го (33) порядков. Домножая уравнение (2) для функции 𝜙 на 𝒰1, и, вычитая из
полученного выражения уравнение (12) для функции 𝒰1, умноженное на 𝜙, имеем

d

d𝑥

(︁
1

𝑚
𝑊1,ℰ

)︁
= (𝜆1 − ℰ)ℎ𝒰1𝜙. (34)

Проинтегрируем последнее выражение

𝑊1,ℰ = 𝑚

⎛⎝(𝜆1 − ℰ)
𝑥∫︁

𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰1(𝑥
′)𝜙(𝑥′)d𝑥′ + 𝐶

⎞⎠ . (35)

Здесь 𝐶 и 𝑥0 — константы интегрирования. Подставляя вронскиан (35) в фор-
мулу (32) для решений 𝜙1, получим преобразованные решения 1-го порядка в
интегральном виде

𝜙1 =
√︁
𝑚

ℎ

1

𝒰1

⎛⎝𝐶 + (𝜆1 − ℰ)
𝑥∫︁

𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰1(𝑥
′)𝜙(𝑥′)d𝑥′

⎞⎠ . (36)

Это же справедливо для вспомогательных решений 𝜒1, взятых при энергии
ℰ = 𝜆2

𝜒1 =
√︁
𝑚

ℎ

1

𝒰1

⎛⎝𝐶 + (𝜆1 − 𝜆2)

𝑥∫︁
𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰1(𝑥
′)𝒰2(𝑥

′)d𝑥′

⎞⎠ . (37)
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Здесь было использовано

𝑊1,2 = 𝑚

⎛⎝(𝜆1 − 𝜆2)

𝑥∫︁
𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰1(𝑥
′)𝒰2(𝑥

′)d𝑥′ + 𝐶

⎞⎠ . (38)

По аналогии, применяя эту технику к преобразованным решениям 2-го поряд-
ка, получим их интегральное представление. Например, соотношение (24) для ре-
шений 𝜙2, записанное в терминах преобразованных решений первого порядка 𝜙1

и 𝜒1, подобно (36), представим в виде

𝜙2 =
√︁
𝑚

ℎ

1

𝜒1

⎛⎝𝐶 + (𝜆2 − ℰ)
𝑥∫︁

𝑥0

ℎ(𝑥′)𝜒1(𝑥
′)𝜙1(𝑥

′)d𝑥′

⎞⎠ . (39)

В принципе решения 𝜙2 мы уже определили, поскольку 𝜙1 и 𝜒1 выражены
в терминах известных решений исходной задачи (см. (36) и (37)). Очевидно, что
решения 2-го порядка можно выразить непосредственно через решения исходного
уравнения. Для этого преобразуем соотношение (33) к виду

𝜙2 = (𝜆1 − ℰ)𝜙− 𝒰2(𝜆1 − 𝜆2)𝑊1,ℰ

𝑚[𝐶 + (𝜆1 − 𝜆2)

∫︁ 𝑥

𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰1(𝑥
′)𝒰2(𝑥

′)d𝑥′]
=

= (𝜆1 − ℰ)𝜙−
𝒰2

[︂
𝐶 + (𝜆1 − ℰ)

∫︁ 𝑥

𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰1(𝑥
′)𝜙(𝑥′)d𝑥′

]︂
𝐶1 +

∫︁ 𝑥

𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰1(𝑥
′)𝒰2(𝑥

′)d𝑥′
,

где 𝐶1 = 𝐶/(𝜆1−𝜆2). Включая не зависящий от координаты фактор (𝜆1−ℰ) в 𝜙,
окончательно получим

𝜙2 = 𝜙−
𝒰2

[︂
𝐶 +

∫︁ 𝑥

𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰1(𝑥
′)𝜙(𝑥′)d𝑥′

]︂
𝐶1 +

∫︁ 𝑥

𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰1(𝑥
′)𝒰2(𝑥

′)d𝑥′
. (40)

Пределы интегрирования зависят от граничных условий. В частности, для
регулярных решений, удовлетворяющих условиям 𝜙(𝑥 = 0) = 0, 𝜙′(𝑥)|𝑥=0 = 1,
нижний предел 𝑥0 равен нулю, а верхний равен 𝑥. Используя интегральное пред-
ставление для вронскиана (38) в соотношении (28), преобразованный потенциал
𝑣2 представим в виде

𝑣2 = 𝑣 − 2

√︂
ℎ

𝑚

d

d𝑥

⎛⎜⎝ 1√
𝑚ℎ

ℎ𝒰1𝒰2

𝐶1 +

∫︁ 𝑥

𝑥0

d𝑥′ℎ(𝑥′)𝒰1(𝑥
′)𝒰2(𝑥

′)

⎞⎟⎠ . (41)

Итак, мы получили интегральный вид преобразований Дарбу первого и вто-
рого порядка для потенциалов и решений. При этом спектр для гамильтониана
ℋ2 с потенциалом 𝑣2 на два связанных состояния отличается от спектра гамиль-
тониана ℋ. Рассмотрим теперь преобразования второго порядка при энергии, при
которой осуществлялось преобразование первого порядка, 𝜆1 = 𝜆2 ≡ 𝜆. Преобра-
зование второго порядка можно сделать, построив вспомогательное решение из
линейной комбинации решений 𝜂 и 𝜂, полученных в рамках процедуры первого
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порядка (18) и (19)

𝜒1 = 𝑐1𝜂 + ̂︀𝜂 =
√︁
𝑚

ℎ

1

𝒰

⎛⎝𝑐1 + 𝑥∫︁
𝑥0

d𝑥′ℎ(𝑥′)𝒰2(𝑥′)

⎞⎠ . (42)

Очевидно, что решение 𝜒1 удовлетворяет уравнению (3), поскольку 𝜂 и 𝜂 явля-
ются его решениями. Чтобы найти новые потенциал 𝑣2 и решения 𝜙2, вычислим
с этим 𝜒1 операторы преобразований 𝐾2 и 𝐾

𝐾2 =
𝒰 ′

𝒰 −
d
d𝑥

√︀
𝑚
ℎ

(︂
𝑐1 +

∫︁ 𝑥

𝑥0

d𝑥′ℎ(𝑥′)𝒰2(𝑥′)

)︂
√︀

𝑚
ℎ

(︂
𝑐1 +

∫︁ 𝑥

𝑥0

d𝑥′ℎ(𝑥′)𝒰2(𝑥′)

)︂ ,

𝐾 = − d

d𝑥

(︂
ln
√︁
𝑚

ℎ

)︂
− ℎ𝒰2√︀

𝑚
ℎ

(︂
𝑐1 +

∫︁ 𝑥

𝑥0

d𝑥′ℎ(𝑥′)𝒰2(𝑥′)

)︂ .
Подставляя последнее выражение в формулу для потенциала (28), найдём

𝑣2 = 𝑣 − 2

√︂
ℎ

𝑚

d

d𝑥

⎛⎜⎝ 1√
𝑚ℎ

ℎ𝒰2

𝑐1 +

∫︁ 𝑥

𝑥0

d𝑥′ℎ(𝑥′)𝒰2(𝑥′)

⎞⎟⎠ . (43)

Подействуем оператором ℒ2 с функцией преобразования 𝜒1, определённой
в (37), на функцию 𝜙1, представленную в интегральном виде (36). После ряда
преобразований получим

𝜙2 = 𝜙− 𝒰

𝑐1 +

∫︁ 𝑥

𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰2(𝑥′)d𝑥′

⎡⎣𝐶 +

𝑥∫︁
𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰(𝑥′)𝜙(𝑥′)d𝑥′
⎤⎦ . (44)

Соотношения для потенциала 𝑣2 и решений 𝜙2 можно получить непосредствен-
но из соотношений (41) и (40), если учесть, что 𝒰1 = 𝒰2 = 𝒰 , 𝑐1 = 𝐶1. Без потери
общности можно переопределить вспомогательную функцию 𝜒1 следующим обра-
зом: 𝜒1 = 𝜂+Γ𝜂, где Γ — константа. Тогда потенциал 𝑣2 и решения 𝜙2 перепишутся
в виде

𝑣2 = 𝑣 − 2

√︂
ℎ

𝑚

d

d𝑥

⎛⎜⎝ 1√
𝑚ℎ

ℎ Γ𝒰2

1 + Γ

∫︁ 𝑥

𝑥0

d𝑥′ℎ(𝑥′)𝒰2(𝑥′)

⎞⎟⎠ , (45)

𝜙2 = 𝜙− Γ𝒰

1 + Γ

∫︁ 𝑥

𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰2(𝑥′)d𝑥′

⎡⎣𝐶 +

𝑥∫︁
𝑥0

ℎ(𝑥′)𝒰(𝑥′)𝜙(𝑥′)d𝑥′
⎤⎦ , (46)

где Γ = (1/𝑐1). Постоянная Γ теперь может выступать в роли нормировочной
константы для связанного состояния 𝜆 или разницы между нормировочными
константами для потенциалов 𝑣2 и 𝑣, соответственно. В первом случае спектры
двух гамильтонианов ℋ2 и ℋ отличаются на одно связанное состояние. Во втором
случае два гамильтониана ℋ2 и ℋ отличаются только нормировками и являют-
ся фазово-эквивалентными. Решения (46) построены при произвольной энергии
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ℰ ̸= 𝜆. Решение обобщённого уравнения с потенциалом (45) при энергии преобра-
зования 𝜆 получим, действуя оператором преобразования ℒ2 на решения 𝜂 (18)

уравнения (3) с потенциалом 𝑣1𝜂2 = ℒ2𝜂 =
1√
𝑚ℎ

(︂
d

d𝑥
− 𝜒′

1

𝜒1

)︂√︂
𝑚

ℎ

1

𝒰
, где предпо-

лагается, что 𝜒1 определено как в (37). Окончательно имеем

𝜂2 = − 𝒰

𝑐1 +

∫︁ 𝑥

𝑥0

d𝑥′ℎ(𝑥′)𝒰2(𝑥′)

или
𝜂2 = − Γ𝒰

1 + Γ

∫︁ 𝑥

𝑥0

d𝑥′ℎ(𝑥′)𝒰2(𝑥′)
. (47)

Отметим, что выбор произвольных констант 𝑥0 и 𝑐1 или Γ позволяет избе-
жать проблем, связанных с сингулярностью знаменателя. Другими словами, мож-
но строить преобразования на произвольных связанных состояниях, не только
на основном, и конструировать потенциалы без дополнительных сингулярностей,
если потенциальные функции 𝑚(𝑥) и ℎ(𝑥) не приводят к сингулярностям. Пред-
полагается, что 𝑚(𝑥) и ℎ(𝑥) дважды непрерывно дифференцируемые функции.
Если предположить, что функция преобразования 𝒰 взята при энергии связан-
ного состояния 𝜆, которое мы хотим добавить в начальный спектр, и Γ = 𝑁2 есть
соответствующая нормировочная константа, то формулы (45)–(47) дают возмож-
ность конструировать потенциал с новым связанным состоянием при ℰ = 𝜆. Если
спектры для потенциалов 𝑣2 и 𝑣 совпадают и отличаются только нормировками
одного из связанных состояний Γ = 𝑁2

2 − 𝑁2, например 𝜆, то эти соотношения
позволяют строить семейства фазово-эквивалентных гамильтонианов. Отметим,
что соответствующие фазово-эквивалентные потенциалы имеют разную форму,
они могут быть глубже и у́же или более мелкими и широкими, и в то же время
обладают одинаковыми спектральными свойствами, за исключением нормировок
выбранного состояния. Последовательно применяя преобразования Дарбу, можно
конструировать гамильтонианы с заранее заданными спектральными свойствами.

5. Приложение

В качестве примера рассмотрим задачу конструирования потенциалов и ре-
шений в рамках преобразований Дарбу первого и второго порядка. Для исход-
ного уравнения (2) выберем следующие потенциальные функции: 𝑣(𝑥) = 1/4𝑥,
𝑚(𝑥) = 1/𝑥, ℎ(𝑥) = 𝑥. Уравнение (2) с такими потенциалами решается точно.

Общее решение имеет вид: 𝜙(𝑥) =
𝐶1 sin(𝑘𝑥)

𝑘
√
𝑥

+
𝐶2 cos(𝑘𝑥)

𝑘
√
𝑥

. Выбирая в качестве

начального решения частное решение 𝜙(𝑥) =
𝐶1 sin(𝑘𝑥)

𝑘
√
𝑥

, а в качестве функции

преобразования 𝒰 =
𝐶2 cosh(𝜅𝑥)

𝜅
√
𝑥

, из соотношений преобразований Дарбу первого

порядка (13) и (15) получим потенциал и решения в аналитическом виде

𝑣1(𝑥) =
1

4𝑥
− 2𝑥𝜅2

(︀
1− th2(𝜅𝑥)

)︀
, 𝜙1(𝑥) =

𝐶1 cos(𝑘𝑥)√
𝑥

− 𝐶1𝜅 sin(𝑘𝑥) th(𝜅𝑥)

𝑘
√
𝑥

.

На рис. 1(а) приведены примеры нескольких разных потенциалов 𝑣1, отличаю-
щихся от исходного 𝑣 одним связанным состоянием, взятым при разных энергиях.
На рис. 1(б) представлено несколько точных решений 𝜙1, рассчитанных для со-
ответствующих гамильтонианов с полученными потенциалами 𝑣1. Функция 𝜂 при
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энергии преобразования 𝜆 = −𝜅2 определяется с использованием (18) следующим
образом: 𝜂 =

𝜅

𝐶2
√
𝑥 cosh(𝜅𝑥)

.

(а) (б)

Рис. 1. (а) потенциалы 𝑣1(𝑥); (б) соответствующие решения 𝜙1(𝑥) и начальное
решение 𝜙(𝑥)

(а) (б)

Рис. 2. (а) потенциалы 𝑣2(𝑥); (б) соответствующие решения 𝜙2(𝑥) при 𝑘 = 3 и
начальное решение 𝜙(𝑥)

Построим потенциалы 𝑣2 и аналитические решения 𝜙2 в рамках второго пре-

образования Дарбу. Из соотношений (31) и (33) получим 𝑣2 =
9

4𝑥
−2𝑥

d2

d𝑥2
, ln𝑊1,2,

где

𝑊1,2 =
𝐶2

2

𝜅2𝜅1𝑥

(︁
𝜅2 cosh(𝜅1𝑥) cosh(𝜅2𝑥)− 𝜅1 sinh(𝜅2𝑥) sinh(𝜅1𝑥)

)︁
и

𝜙2 =
𝜅1

√
𝑥

𝐶2 cosh(𝜅1𝑥)

(︂
d

d𝑥
𝑊1,ℰ − d

d𝑥

(︁
ln𝑊1,2

)︁
𝑊1,ℰ

)︂
,
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где 𝑊1,ℰ =
𝐶1𝐶2

𝑘𝜅1𝑥

(︁
𝑘 cosh(𝜅1𝑥) cos(𝑘𝑥)− 𝜅 sinh(𝜅1𝑥) sin(𝑘𝑥)

)︁
.

На рис. 2(а) приведены примеры потенциалов 𝑣2, отличающиеся от исходного
𝑣 двумя связанными состояниями 𝜆1 = −𝜅21, 𝜆2 = −𝜅22. Соответствующие точные
решения 𝜙2 даны на рис. 2(б). Таким образом, получены новые точно решаемые
модели в рамках первого и второго преобразований Дарбу.

6. Заключение
Техника преобразований Дарбу произвольного порядка обобщена на уравне-

ние Шрёдингера с эффективной массой, зависящей от пространственной пере-
менной, и с потенциалом, линейно зависящим от энергии. Выведена интегральная
форма преобразований Дарбу. На конкретных примерах показано, как получен-
ные преобразования Дарбу можно применять для конструирования потенциалов
с заданным спектром. Эта техника может быть использована для моделирования
нано-структур с заранее заданными спектральными параметрами.
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The Darboux transformations of the 𝑛-th order is elaborated for a generalized Schrödinger
equation with a position-dependent effective mass and with a linearly energy-dependent po-
tential. The Darboux transformations are given also in an integral form. A correspondence
between the differential Darboux transformations and the integral ones has been established.
The second-order Darboux transformations are analyzed both at different energies and at the
same transformation energy. The method is illustrated by several examples of constructing
quantum potential wells with a given spectrum.
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