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Методом разделения получены достаточные условия разрешимости задачи восста-
новления в классе стохастических дифференциальных систем Ито первого порядка (со
случайными возмущениями из класса винеровских процессов и вырождающейся относи-
тельно части переменных диффузией) по заданным свойствам движения, когда управле-
ние входит в коэффициент сноса. В нелинейной и линейной постановках задачи опреде-
ляется вид управляющих параметром, обеспечивающий достаточные условия существо-
вания у множества построенных уравнений заданного интегрального многообразия.
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Введение

Основы теории и общие методы решения обратных задач дифференциальных
систем разработаны в [1–7] для детерминированных систем, уравнения которых
являются обыкновенными дифференциальными уравнениями (ОДУ). Так, в ра-
боте Еругина [1] строится множество ОДУ, которое имеет заданную интегральную
кривую. Эта работа, впоследствии, оказалась основополагающей в становлении и
развитии теории обратных задач динамики систем, описываемых ОДУ. В рабо-
тах [2–7] изложены постановка, классификация обратных задач дифференциаль-
ных систем и их решение в классе ОДУ. Следует отметить, что один из общих
методов решения обратных задач динамики в классе ОДУ метод квазиобращения
предложен в работе [7], позволяющий получить необходимые и достаточные усло-
вия разрешимости. Но наряду с указанным методом там же предлагаются метод
разделения и метод проектирования дающие, вообще говоря, лишь достаточные
условия разрешимости обратных задач, но полезные для конкретных прикладных
обратных задач.

В работах [8–10] обратные задачи динамики рассматриваются при дополни-
тельном предположении о наличии случайных возмущений из класса винеров-
ских процессов и, в частности, методом квазиобращения решены:
1) основная обратная задача динамики — построение множества стохастиче-

ских дифференциальных уравнений второго порядка типа Ито, обладающих
заданным интегральным многообразием;

2) задача восстановления уравнений движения — построение множества
управляющих параметров, входящих в заданную систему стохастических диф-
ференциальных уравнений второго порядка типа Ито, по заданному инте-
гральному многообразию;

3) задача замыкания уравнений движения — построение множества замы-
кающих стохастических дифференциальных уравнений второго порядка ти-
па Ито по заданной системе уравнений и заданному интегральному многооб-
разию.

Статья поступила в редакцию 9 декабря 2010 г.
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1. Стохастическая задача с управлением сносу

Пусть задана система стохастических дифференциальных уравнений первого
порядка типа Ито⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦̇ = 𝑓1(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡), 𝑦 ∈ 𝑅𝑙1 , 𝑧 ∈ 𝑅𝑙2 , 𝑣 ∈ 𝑅𝑝1 , 𝑤 ∈ 𝑅𝑝2 ,

𝑧̇ = 𝑓2(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) + 𝜎1(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡)𝜉, 𝜉 ∈ 𝑅𝑟,

𝑣̇ = 𝑓3(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) + 𝐿1(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡)𝑢1, 𝑢1 ∈ 𝑅𝑘1 , 𝑢2 ∈ 𝑅𝑘2 ,

𝑤̇ = 𝑓2(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) + 𝐿2(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡)𝑢2 + 𝜎2(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡)𝜉,

(1)

где 𝑙1 + 𝑙2 + 𝑝1 + 𝑝2 = 𝑛. Требуется определить по заданному интегральному
многообразию

Λ(𝑡) : 𝜆(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) = 0, где 𝜆 = 𝜆(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) ∈ 𝐶12121
𝑦𝑧𝑣𝑤𝑡, 𝜆 ∈ 𝑅𝑚 (2)

вектор-функции 𝑢1(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) ∈ 𝑅𝑟 и 𝑢1(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) ∈ 𝑅𝑟, входящие в коэффици-
ент сноса. Здесь 𝐶12121

𝑦𝑧𝑣𝑤𝑡 обозначает множество функций 𝛾(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡), непрерывно
дифференцируемых по 𝑦, 𝑣 и по 𝑡 и дважды непрерывно дифференцируемых по
𝑧, 𝑤.

Предполагается, что 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, 𝑓4, 𝜎1, 𝜎2 принадлежат классу функций 𝐾-
непрерывных по 𝑡 и липшицевых по 𝑦, 𝑧, 𝑣 и 𝑤 в окрестности множества Λ(𝑡)

𝑈ℎ(Λ) = {𝑞 = (𝑦𝑇 , 𝑧𝑇 , 𝑣𝑇 , 𝑤𝑇 )𝑇 : 𝜌(𝑞,Λ(𝑡)) < ℎ, ℎ > 0}. (3)

Поставленная задача:

1) в случае отсутствия случайных возмущений (𝜎 ≡ 0) достаточно полно иссле-
дована в работах [2–7];

2) обобщает рассмотренную в [9] задачу построения стохастических дифферен-
циальных уравнений Ито второго порядка

𝑥̈ = 𝑓(𝑥, 𝑥̇, 𝑡) +𝐷(𝑥, 𝑥̇, 𝑡)𝑢+ 𝜎(𝑥, 𝑥̇, 𝑡)𝜉 (4)

по заданному множеству

Λ(𝑡) : 𝜆(𝑥, 𝑥̇, 𝑡) = 0, где 𝜆 ∈ 𝑅𝑚, 𝜆 = 𝜆(𝑥, 𝑥̇, 𝑡) ∈ 𝐶121
𝑥𝑥̇𝑡 (5)

так, чтобы множество (5) было интегральным многообразием уравнения (4);
3) иным методом, а именно, методом квазиобращения решена в [11].

Для решения поставленной задачи построения системы уравнений (1) по за-
данному интегральному многообразию (2) по правилу Ито стохастического диф-
ференцирования сложной функции [12, с. 204] составляется уравнение возмущён-
ного движения

𝜆̇ =
𝜕𝜆

𝜕𝑡
+
𝜕𝜆

𝜕𝑦
𝑓1 +

𝜕𝜆

𝜕𝑧
𝑓2 +

𝜕𝜆

𝜕𝑣
𝑓3 +

𝜕𝜆

𝜕𝑤
𝑓4 +

𝜕𝜆

𝜕𝑣
𝐿1𝑢1 +

𝜕𝜆

𝜕𝑤
𝐿2𝑢2+

+ 𝑆1 + 𝑆2 +
𝜕𝜆

𝜕𝑧
𝜎1𝜉 +

𝜕𝜆

𝜕𝑤
𝜎2𝜉, (6)

где 𝑆1 =
1

2

[︂
𝜕2𝜆

𝜕𝑧𝜕𝑧
𝜎1𝜎

𝑇
1

]︂
, 𝑆2 =

1

2

[︂
𝜕2𝜆

𝜕𝑤𝜕𝑤
: 𝜎2𝜎

𝑇
2

]︂
, а под

[︂
𝜕2𝜆

𝜕𝑧𝜕𝑧
: 𝐷

]︂
, следуя [12], по-

нимается вектор, элементами которого служат следы произведений матриц вто-
рых производных соответствующих элементов 𝜆𝜇(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡), 𝜇 = 1,𝑚 вектора
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𝜆(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) по компонентам 𝑧 на матрицу 𝐷:

[︂
𝜕2𝜆

𝜕𝑧𝜕𝑧
: 𝐷

]︂
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑡𝑟

(︂
𝜕2𝜆1

𝜕𝑧𝜕𝑧
𝐷

)︂
...

𝑡𝑟

(︂
𝜕2𝜆𝑚

𝜕𝑧𝜕𝑧
𝐷

)︂
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ ,

и вводятся произвольные типа Н.П. Еругина [1] 𝑚-мерная вектор-функция 𝐴 и
(𝑚× 𝑟)-матрица 𝐵, обладающие свойством 𝐴(0; 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) ≡ 0, 𝐵(0; 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) ≡
≡ 0, и имеет место равенство

𝜆̇ = 𝐴(𝜆; 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) +𝐵(𝜆; 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡)𝜉. (7)

Сравнивая уравнения (6) и (7), приходим к соотношениям⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝜆

𝜕𝑡
+
𝜕𝜆

𝜕𝑦
𝑓1 +

𝜕𝜆

𝜕𝑧
𝑓2 +

𝜕𝜆

𝜕𝑣
𝑓3 +

𝜕𝜆

𝜕𝑤
𝑓4 +

𝜕𝜆

𝜕𝑣
𝐿1𝑢1 +

𝜕𝜆

𝜕𝑤
𝐿2𝑢2 + 𝑆1 + 𝑆2 = 𝐴,

𝜕𝜆

𝜕𝑧
𝜎1 +

𝜕𝜆

𝜕𝑤
𝜎2 = 𝐵,

которые перепишем в следующем виде⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝜆

𝜕𝑣
𝐿1𝑢1 +𝐺𝑢2 = 𝐴−

(︂
𝜕𝜆

𝜕𝑡
+
𝜕𝜆

𝜕𝑦
𝑓1 +

𝜕𝜆

𝜕𝑧
𝑓2 +

𝜕𝜆

𝜕𝑣
𝑓3 +

𝜕𝜆

𝜕𝑤
𝑓4 + 𝑆1 + 𝑆2

)︂
,

𝜕𝜆

𝜕𝑧
𝜎1 +

𝜕𝜆

𝜕𝑤
𝜎2 = 𝐵,

(8)

где через 𝐷 обозначена (𝑚× 𝑘2) матрица 𝐷 =
𝜕𝜆

𝜕𝑤
𝐿2.

Из данных соотношений надо найти 𝑢1, 𝑢2, 𝜎1, 𝜎2. Для этого используем метод
разделения [7, с. 21] искомой системы. Следуя методу разделения, предварительно

матрицы 𝐷,
𝜕𝜆

𝜕𝑤
, 𝜎2 и вектор-функцию 𝑢2 представим в виде:

𝐷 = (𝐷′, 𝐷′′),
𝜕𝜆

𝜕𝑤
= (𝐺′, 𝐺′′), 𝜎2 =

(︂
𝜎′
2

𝜎′′
2

)︂
, 𝑢2 =

(︂
𝑢′2
𝑢′′2

)︂
,

где 𝐷′ есть квадратная матрица размерности (𝑚 × 𝑚), 𝐷′′ — (𝑚 × (𝑘2 − 𝑚))-
матрица, 𝐺′есть квадратная матрица размерности (𝑚×𝑚), 𝐺′′ — (𝑚× (𝑝2 −𝑚))-
матрица, 𝜎′

2 — (𝑚×𝑟)-матрица, 𝜎′′
2 — ((𝑝2−𝑚)×𝑟)-матрица, 𝑢′2 — 𝑚-вектор, 𝑢′′2 —

(𝑘2 −𝑚)-вектор.

Тогда систему (8) можно записать в виде:⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝜆

𝜕𝑣
𝐿1𝑢1 +𝐷′𝑢′2 +𝐷′′𝑢′′2 = 𝑁,

𝜕𝜆

𝜕𝑧
𝜎1 +𝐺′𝜎′

2 +𝐺′′𝜎′′
2 = 𝐵,

(9)

где 𝑁 = 𝐴−
(︂
𝜕𝜆

𝜕𝑡
+
𝜕𝜆

𝜕𝑦
𝑓1 +

𝜕𝜆

𝜕𝑧
𝑓2 +

𝜕𝜆

𝜕𝑣
𝑓3 +

𝜕𝜆

𝜕𝑤
𝑓4 + 𝑆1 + 𝑆2

)︂
.
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Предположим, что det 𝐷′ ̸= 0 и det 𝐺′ ̸= 0, тогда решение системы (9) можно
представить в виде

𝑢′2 = (𝐷′)−1

(︂
𝑁 − 𝜕𝜆

𝜕𝑣
𝐿1𝑢1 −𝐷′′𝑢′′2

)︂
, (10)

𝜎′
2 = (𝐺′)−1

(︂
𝐵 − 𝜕𝜆

𝜕𝑧
𝜎1 −𝐺′′𝜎′′

2

)︂
, (11)

Следовательно, справедлива теорема.

Теорема 1. Для того чтобы множество (2) было интегральным многооб-
разием системы дифференциальных уравнений (1) достаточно, чтобы выполня-
лись следующие условия:

1) квадратные подматрицы 𝐷′, 𝐺′ матриц 𝐷, 𝐺 были невырожденными
det𝐷′ ̸= 0, det𝐺′ ̸= 0;

2) при произвольно заданных 𝑢1, 𝑢
′′
2 ∈ 𝐾 первые 𝑚 координат 𝑢′2 вектора 𝑢2

имели вид (10);
3) при произвольно заданных 𝜎1, 𝜎′′

2 ∈ 𝐾 подматрица 𝜎′
2 матрицы 𝜎2 имела

вид (11).

2. Линейный случай стохастической задачи с управлением
по сносу

По заданному линейному по сносу стохастическому дифференциальному урав-
нению первого порядка типа Ито⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑦̇ = 𝐷1(𝑡)𝑦 +𝐷2(𝑡)𝑧 +𝐷3(𝑡)𝑣 +𝐷4(𝑡)𝑤 + 𝑑(𝑡),

𝑧̇ = 𝐶1(𝑡)𝑦 + 𝐶2(𝑡)𝑧 + 𝐶3(𝑡)𝑣 + 𝐶4(𝑡)𝑤 + 𝑐(𝑡) + 𝜎1(𝑡)𝜉,

𝑣̇ = 𝐹1(𝑡)𝑦 + 𝐹2(𝑡)𝑧 + 𝐹3(𝑡)𝑣 + 𝐹4(𝑡)𝑤 + 𝐹5(𝑡)𝑢1 + 𝑓(𝑡),

𝑤̇ = 𝐺1(𝑡)𝑦 +𝐺2(𝑡)𝑧 +𝐺3(𝑡)𝑣 +𝐺4(𝑡)𝑤 +𝐺5(𝑡)𝑢2 + 𝑔(𝑡) + 𝜎2(𝑡)𝜉

(12)

требуется определить 𝑢1 = 𝑢(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) и 𝑢2 = 𝑢(𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) ∈ 𝑅𝑟 — вектор-
функции управления по заданному линейному интегральному многообразию

Λ(𝑡) : 𝜆 ≡ 𝐻1(𝑡)𝑦 +𝐻2(𝑡)𝑧 +𝐻3(𝑡)𝑣 +𝐻4(𝑡)𝑤 + ℎ(𝑡) = 0. (13)

В рассматриваемой задаче уравнение возмущённого движения имеет вид

𝜆̇ = 𝐸1(𝑡)𝑦 + 𝐸2(𝑡)𝑧 + 𝐸3(𝑡)𝑣 + 𝐸4(𝑡)𝑤 + 𝐸5(𝑡)+

+𝐻3(𝑡)𝐹5(𝑡)𝑢1 +𝐻4(𝑡)𝐺5(𝑡)𝑢2 +𝐻2(𝑡)𝜎1𝜉 +𝐻4(𝑡)𝜎2𝜉, (14)

где
𝐸1(𝑡) = 𝐻1(𝑡)𝐷1(𝑡) +𝐻2(𝑡)𝐶1(𝑡) +𝐻3(𝑡)𝐹1(𝑡) +𝐻4(𝑡)𝐺1(𝑡) + 𝐻̇1(𝑡),

𝐸2(𝑡) = 𝐻1(𝑡)𝐷2(𝑡) +𝐻2(𝑡)𝐶2(𝑡) +𝐻3(𝑡)𝐹2(𝑡) +𝐻4(𝑡)𝐺2(𝑡) + 𝐻̇2(𝑡),

𝐸3(𝑡) = 𝐻1(𝑡)𝐷3(𝑡) +𝐻2(𝑡)𝐶3(𝑡) +𝐻3(𝑡)𝐹3(𝑡) +𝐻4(𝑡)𝐺4(𝑡) + 𝐻̇3(𝑡),

𝐸4(𝑡) = 𝐻1(𝑡)𝐷4(𝑡) +𝐻2(𝑡)𝐶4(𝑡) +𝐻3(𝑡)𝐹4(𝑡) +𝐻4(𝑡)𝐺4(𝑡) + 𝐻̇4(𝑡),

𝐸5(𝑡) = 𝐻1(𝑡)𝑑(𝑡) +𝐻2(𝑡)𝑐(𝑡) +𝐻3(𝑡)𝑓(𝑡) +𝐻4(𝑡)𝑔(𝑡) + ℎ̇(𝑡),
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а, с другой стороны, с помощью произвольной вектор-функции Еругина 𝐴 =
= 𝐴1(𝑡)𝜆 и матрицы-функции 𝐵1 со свойством 𝐵1(0, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡) ≡ 0 имеем

𝜆̇ = 𝐴1(𝑡)𝜆+𝐵1(𝜆, 𝑦, 𝑧, 𝑣, 𝑤, 𝑡)𝜉. (15)

Из соотношений (14) и (15) следуют равенства⎧⎨⎩
𝐻3(𝑡)𝐹5(𝑡)𝑢1 +𝐻4(𝑡)𝐺5(𝑡)𝑢2 = (𝐴1𝐻1 − 𝐸1) 𝑦 + (𝐴1𝐻2 − 𝐸2) 𝑧+

+ (𝐴1𝐻3 − 𝐸3) 𝑣 + (𝐴1𝐻4 − 𝐸4)𝑤 + (𝐴1ℎ(𝑡)− 𝐸5) ,

𝐻2𝜎1 +𝐻4𝜎2 = 𝐵.

(16)

Для применения метода разделения [3, с. 21] предварительно введём обозна-
чения 𝑀(𝑡) = 𝐻4𝐺5, ̃︀𝑁(𝑡) = (𝐴1𝐻1 − 𝐸1) 𝑦 + (𝐴1𝐻2 − 𝐸2) 𝑧 + (𝐴1𝐻3 − 𝐸3) 𝑣 +
(𝐴1𝐻4 − 𝐸4)𝑤+ +(𝐴1ℎ(𝑡)− 𝐸5) и, далее, систему (16) представим в виде{︃

𝑀 ′𝑢′2 = ̃︀𝑁 −𝐻3(𝑡)𝐹5(𝑡)𝑢1 −𝑀 ′′𝑢′′2 ,

𝐻 ′
4𝜎

′
2 = 𝐵 −𝐻2𝜎1 −𝐻 ′′

4 𝜎
′′
2 .

(17)

где матрицы 𝑀, 𝐻4, 𝜎2 и вектор-функция 𝑢2(𝑡) разбиты на соответствующие
матрицы и вектора:

𝑀 = (𝑀 ′,𝑀 ′′), 𝐻4 = (𝐻 ′
4, 𝐻

′′
4 ), 𝜎2 = (𝜎′

2, 𝜎
′′
2 ), 𝑢2 =

(︂
𝑢′2
𝑢′′2

)︂
,

где 𝑀 ′ — матрица размерности (𝑚 ×𝑚), 𝑀 ′′ — (𝑚 × (𝑘2 −𝑚)), 𝐻 ′
4 — (𝑚 ×𝑚),

𝐻 ′′
4 — (𝑚× (𝑝2 −𝑚)); 𝜎′

2 — (𝑚× 𝑟), 𝜎′′
2 — ((𝑝2 −𝑚)× 𝑟); 𝑢′2 — 𝑚-вектор-функция,

𝑢′′2− (𝑟2 −𝑚)-вектор-функция.
Предположим, что det 𝑀 ′ ̸= 0 и det 𝐻 ′

4 ̸= 0, тогда из (17) следуют соотноше-
ния

𝑢′2 =
(︀
𝑀 ′)︀−1(︀ ̃︀𝑁(𝑡)−𝐻3(𝑡)𝐹5(𝑡)𝑢1 −𝑀 ′′𝑢′′2

)︀
, (18)

𝜎′
2 =

(︀
𝐻 ′

4

)︀−1(︀
𝐵 −𝐻2𝜎1 −𝐻 ′′

4 𝜎
′′
2

)︀
. (19)

Следовательно, имеет место следующее утверждение:

Теорема 2. Для того чтобы линейное множество (13) было интегральным
многообразием системы линейных по сносу дифференциальных уравнений (12)
достаточно, чтобы выполнялись следующие условия:

1) квадратные подматрицы 𝑀 ′ и 𝐻 ′
4 прямоугольных матриц 𝑀 = 𝐻4𝐺5 и 𝐻4

обладали свойством det𝑀 ′ ̸= 0, det𝐻 ′
4 ̸= 0;

2) при произвольно заданных 𝑢1, 𝑢
′
2 ∈ 𝐾 первые 𝑚 координат 𝑢′2 вектора 𝑢2

имели вид (18);
3) при произвольно заданных 𝜎1, 𝜎

′′
2 ∈ 𝐾 подматрица 𝜎′

2 матрицы 𝜎2 имела
вид (19).

Заключение

Таким образом, методом разделения в нелинейной и линейной постановках
решены стохастические задачи восстановления с вырождающейся относительно
части переменных диффузией.
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by Separation Method
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The sufficient conditions of restoration problems’ solvability in a class of the Ito stochastic
differential systems of the first order (with random disturbances from a class of Wiener
processes and the diffusion degenerated with regard to a part of variables) with the given
properties of a movement, when a control is included into the coefficient of drift, are obtained
by separation method. The structure of the control parameter is defined, ensuring sufficient
conditions of the given integral manifold’s existence of constructed equations’ set in nonlinear
and linear Problem statements.

Key words and phrases: inverse problems, stochastic differential equation, integral
manifold.




