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Изучены вопросы существования и единственности решения обратной задачи опреде-
ления неизвестного коэффициента 𝛼(𝑥) перед 𝑢(𝑡, 𝑥) в недивергентном параболическом
уравнении на плоскости. В качестве дополнительной информации задаётся интеграл от
решения по времени с некоторой заданной весовой функцией. Важно, что коэффициенты
рассматриваемого уравнения зависят как от временной, так и от пространственной пере-
менной. Получены достаточные условия существования и единственности обобщённого
решения рассматриваемой задачи. Приведены примеры обратных задач, для которых
применимы доказанные в работе теоремы.
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1. Введение. Постановка обратной задачи
В работе изучаются вопросы существования и единственности решения

{𝑢(𝑡, 𝑥), 𝛼(𝑥)} обратной задачи

𝜌(𝑡, 𝑥)𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝑏(𝑥)𝑢𝑥 + d(𝑡, 𝑥)𝑢+ 𝛼(𝑥)𝑢 = 𝑓(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄; (1)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙]; (2)

𝑢(𝑡, 0) = 𝛽1(𝑡), 𝑢(𝑡, 𝑙) = 𝛽2(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; (3)
𝑇∫︁

0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)d𝑡 = 𝜙(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙]; (4)

здесь 𝑄 = [0, 𝑇 ]× [0, 𝑙], 𝑇, 𝑙 — некоторые числа.
Аналогичная обратная задача при других предположениях о входных данных

и другими методами изучалась ранее в [1–3]. В настоящей работе установлены
достаточные условия, при которых решение обратной задачи (1)–(4) существует
и единственно. Обратим внимание, что применяемые в работе методы позволяют
рассматривать уравнения с коэффициентами, зависящими как от 𝑥, так и от 𝑡.

Положим 𝑄𝜏 = [0, 𝜏 ] × [0, 𝑙], 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑄𝑇 ≡ 𝑄. Используемые в работе про-
странства Лебега, Соболева и Гольдера с соответствующими нормами будем пони-
мать в общепринятом смысле (см., например, [4]). Введём множества 𝐿+

∞([0, 𝑙]) =
{𝛼(𝑥) ∈ 𝐿∞([0, 𝑙]) : 𝛼(𝑥) > 0}, 𝐵𝑅 = {𝛼(𝑥) ∈ 𝐿∞([0, 𝑙]) : 0 6 𝛼(𝑥) 6 𝑅},
𝑅 = const > 0.

В дальнейшем нам понадобятся известные неравенства:
1) арифметическое неравенство Коши

|𝑎𝑏| 6 𝜀

2
𝑎2 +

1

2𝜀
𝑏2, 𝜀 > 0, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅; (5)
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2) неравенство Пуанкаре–Стеклова

‖𝑧‖2𝐿2([0,𝑙])
6
𝑙2

2
‖𝑧𝑥‖2𝐿2([0,𝑙])

, 𝑧(𝑥) ∈
0

𝑊
1
2([0, 𝑙]); (6)

3) а также легко выводимые (см., например, [5]) неравенства

‖𝑧𝑥‖2𝐿2([0,𝑙])
6
𝑙2

2
‖𝑧𝑥𝑥‖2𝐿2([0,𝑙])

, 𝑧(𝑥) ∈𝑊 2
2,0([0, 𝑙]); (7)

‖𝑧‖𝐿∞([0,𝑙]) 6 𝑙
1/2‖𝑧𝑥‖𝐿2([0,𝑙]), 𝑧(𝑥) ∈

0

𝑊
1
2([0, 𝑙]); (8)

𝑇∫︁
0

‖𝑣(𝑡, ·)‖𝐿∞([0,𝑙])d𝑡 6 (𝑙𝑇 )1/2‖𝑣𝑥‖𝐿2(𝑄), 𝑣(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿∞(0, 𝑇 ;
0

𝑊
1
2([0, 𝑙])). (9)

Во всех дальнейших рассуждениях мы будем предполагать, что функции, вхо-
дящие в исходные данные задачи (1)–(4), измеримы и удовлетворяют следующим
условиям:

(𝐴) 0 < 𝜌1 6 𝜌(𝑡, 𝑥) 6 𝜌2, |𝜌𝑡| 6 𝐾𝜌, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄;

(𝐵) |𝑏(𝑥)| 6 𝐾𝑏, |𝑏′(𝑥)| 6 𝐾*
𝑏 , 𝑥 ∈ [0, 𝑙]; |𝑑(𝑡, 𝑥)| 6 𝐾𝑑, |𝑓(𝑡, 𝑥)| 6 𝐾𝑓 , (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄;

(𝐶) 𝑢0(𝑥) ∈𝑊 2
∞([0, 𝑙]), 𝛽𝑖(𝑡) ∈𝑊 1

∞([0, 𝑇 ]), 𝑖 = 1, 2;

‖𝑢0‖𝑊 2
∞([0,𝑙]) 6𝑀0, ‖𝛽𝑖‖𝑊 1

∞([0,𝑇 ]) 6 𝐾𝛽; 𝑢0(0) = 𝛽1(0), 𝑢0(𝑙) = 𝛽2(0);

(𝐷) |𝜒(𝑡)| 6 𝐾𝜒, |𝜒′(𝑡)| 6 𝐾*
𝜒, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; 𝜙(𝑥) ∈𝑊 2

∞([0, 𝑙]), 0 < 𝜙1 6 𝜙(𝑥) 6 𝜙2,

|𝜙′(𝑥)| 6 𝐾𝜙, 𝜙3 6 𝜙′′(𝑥) 6 𝜙4, 𝑥 ∈ [0, 𝑙];

∫︁ 𝑇

0
𝛽1(𝑡)𝜒(𝑡)d𝑡 = 𝜙(0),

∫︁ 𝑇

0
𝛽2(𝑡)𝜒(𝑡)d𝑡 = 𝜙(𝑙);

здесь 𝜌1, 𝜌2, 𝑀0, 𝐾𝛽, 𝜙1, 𝜙2 = const > 0; 𝐾𝜙, 𝐾𝜌, 𝐾𝑏, 𝐾𝑑, 𝐾𝑓 , 𝐾𝜒 = const > 0, 𝜙3,
𝜙4 = const.

Определение. Обобщённым решением задачи (1)–(4) будем называть пару
функций {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝛼(𝑥)}, 𝑢(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑊 1,2

2 (𝑄) ∩ 𝐶1,𝛾(𝑄), 𝛾 = const ∈ (0, 1), 𝛼(𝑥) ∈
𝐿+
∞([0, 𝑙]) такую, что эта пара удовлетворяет уравнению (1) почти всюду в 𝑄, а

функция 𝑢(𝑡, 𝑥) удовлетворяет условиям (2)–(4).

2. Оценки решения прямой задачи

Рассмотрим прямую задачу (1)–(3) с 𝛼(𝑥) ∈ 𝐵𝑅 при некотором 𝑅 > 0. Пусть
выполнены условия (𝐴)−(𝐶). Тогда в силу [4] обобщённое решение 𝑢(𝑡, 𝑥) прямой
задачи (1)–(3) существует, единственно и для него справедливы оценки

‖𝑢‖𝑊 1,2
2 (𝑄) 6 𝐾1(𝑅), (10)
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‖𝑢‖𝐶1,𝛾(𝑄) 6 𝐾2(𝑅), (11)

где 𝐾1(𝑅),𝐾2(𝑅) = const > 0 зависят от входных данных задачи (1)–(3), в том
числе и от 𝑅.

В силу принципа максимума (см., например, [6, с. 28–30] или [7, с. 60–61]) для
решения 𝑢(𝑡, 𝑥) прямой задачи (1)–(3) справедлива также оценка

|𝑢(𝑡, 𝑥)| 6𝑀, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄, (12)

где 𝑀 = const > 0 может быть выбрана не зависящей от 𝑅. Например, в [6]

𝑀 =

(︂
max{𝑀0,𝐾𝛽}+

𝐾𝑓

𝜌1
𝑇

)︂
𝑒

𝐾𝑑
𝜌1

𝑇 . (13)

Лемма 1. Рассмотрим в 𝑄 прямую задачу

𝜌(𝑡, 𝑥)𝑣𝑡 − 𝑣𝑥𝑥 + 𝑏(𝑥)𝑣𝑥 + 𝑑(𝑡, 𝑥)𝑣 + 𝛼(𝑥)𝑣 = 𝑔(𝑡, 𝑥); (14)

𝑣(0, 𝑥) = 𝑣0(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙]; (15)

𝑣(𝑡, 0) = 𝑣(𝑡, 𝑙) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], (16)

где функции 𝜌(𝑡, 𝑥), 𝑏(𝑥), 𝑑(𝑡, 𝑥) удовлетворяют условиям (𝐴), (𝐵), 𝛼(𝑥) ∈ 𝐵𝑅,

𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿2(𝑄), 𝑣0(𝑥) ∈
0

𝑊1
2([0, 𝑙]).

Положим
𝜇(𝑅) =

4𝜌2
𝜌21

(︂
𝐾2

𝑏 +
𝑙2

2
𝐾2

𝑑 +
𝑙2

2
𝑅2

)︂
− 2

𝜌2𝑙2
. (17)

Тогда для решения 𝑣(𝑡, 𝑥) ∈𝑊 1,2
2,0 (𝑄) задачи (14)–(16) справедлива оценка

‖𝑣𝑥(𝜏, ·)‖2𝐿2([0,𝑙])
6
{︁
‖𝑣′0‖2𝐿2([0,𝑙])

+ 4𝜌2 ‖𝑔/𝜌‖2𝐿2(𝑄)

}︁
𝑒𝜇(𝑅)𝜏 . (18)

Доказательство. Разделим уравнение(14) на 𝜌(𝑡, 𝑥), затем умножим полу-
чившееся соотношение на −𝑣𝑥𝑥 и проинтегрируем по 𝑄𝜏 , 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ]. После инте-
грирования по частям с учётом (15), (16) получим

1

2

𝑙∫︁
0

𝑣2𝑥(𝜏, 𝑥)d𝑥+

∫︁
𝑄𝜏

𝑣2𝑥𝑥
𝜌(𝑡, 𝑥)

d𝑥d𝑡 =
1

2

𝑙∫︁
0

𝑣′
2

0 (𝑥)d𝑥+

∫︁
𝑄𝜏

𝑏(𝑥)

𝜌(𝑡, 𝑥)
𝑣𝑥𝑣𝑥𝑥d𝑥d𝑡+

+

∫︁
𝑄𝜏

𝛼(𝑥)

𝜌(𝑡, 𝑥)
𝑣𝑣𝑥𝑥d𝑥d𝑡+

∫︁
𝑄𝜏

𝑑(𝑡, 𝑥)

𝜌(𝑡, 𝑥)
𝑣𝑣𝑥𝑥d𝑥d𝑡−

∫︁
𝑄𝜏

𝑔(𝑡, 𝑥)

𝜌(𝑡, 𝑥)
𝑣𝑥𝑥d𝑥d𝑡. (19)

Применяя для оценки четырёх последних слагаемых в правой части соотно-
шения (19) неравенство (5) с 𝜀 = 1/4𝜌2, учитывая затем неравенства (6), (7) и
условия леммы, имеем

1

2
‖𝑣𝑥(𝜏, ·)‖2𝐿2([0,𝑙])

+
1

𝜌2𝑙2
‖𝑣𝑥‖2𝐿2(𝑄𝜏 )

6

6
1

2
‖𝑣′0‖2𝐿2([0,𝑙])

+
2𝜌2
𝜌1

(︂
𝑅2 +

𝑙2

2
𝐾2

𝑑

)︂
‖𝑣𝑥‖2𝐿2(𝑄𝜏 )

+ 2𝜌2 ‖𝑔/𝜌‖2𝐿2(𝑄) ,

откуда с учётом определения 𝜇(𝑅) в (17)

‖𝑣𝑥(𝜏, ·)‖2𝐿2([0,𝑙])
6 𝜇(𝑅)‖𝑣𝑥‖2𝐿2(𝑄𝜏 )

+ ‖𝑣′0‖2𝐿2([0,𝑙])
+ 4𝜌2 ‖𝑔/𝜌‖2𝐿2(𝑄) . (20)
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Применяя к неравенству (20) лемму Гронуолла (см., например, [8, c. 112]),
приходим к искомой оценке (18). Лемма 1 доказана. �

Лемма 2. Пусть выполнены условия (𝐴)− (𝐶), 𝛼(𝑥) ∈ 𝐵𝑅,. Введём функции

Φ(𝑡, 𝑥) =
𝑥

𝑙
𝛽2(𝑡) +

𝑙 − 𝑥

𝑙
𝛽1(𝑡), 𝑤0(𝑥) = 𝑢0(𝑥)− Φ(0, 𝑥).

Тогда для решения 𝑢(𝑡, 𝑥) прямой задачи (1)–(3) справедлива оценка

‖𝑢𝑥(𝜏, ·)‖2𝐿2([0,𝑙])
6

4𝐾2
𝛽

𝑙
+

+

{︂
2‖𝑤′

0‖2𝐿2([0,𝑙])
+

40𝜌2
𝜌21

𝑙𝑇

[︂
𝐾2

𝛽

(︂
𝜌21 +

2𝐾2
𝑏

𝑙2
+𝐾2

𝑑 +𝑅2

)︂
+𝐾2

𝑓

]︂}︂
𝑒𝜇(𝑅)𝜏 , 𝜏 ∈ [0, 𝑇 ].

(21)

Доказательство. Введём функцию 𝑤(𝑡, 𝑥) = 𝑢(𝑡, 𝑥) − Φ(𝑡, 𝑥), где Φ(𝑡, 𝑥) из
(2.6). Тогда, как нетрудно видеть, 𝑤(𝑡, 𝑥) является обобщённым решением из
𝑊 1,2

2,0 (𝑄) задачи (14)–(16) с 𝑣0(𝑥) = 𝑤0(𝑥),

𝑔(𝑡, 𝑥) = 𝑓(𝑡, 𝑥)− 𝜌(𝑡, 𝑥)Φ𝑡(𝑡, 𝑥)− 𝑏(𝑥)Φ𝑥(𝑡, 𝑥)− 𝑑(𝑡, 𝑥)Φ(𝑡, 𝑥)− 𝛼(𝑥)Φ(𝑡, 𝑥).

Имеем Φ2
𝑡 6 𝐾2

𝛽, Φ2
𝑥 6

2𝐾2
𝛽

𝑙2
, Φ2 6 𝐾2

𝛽. Поэтому, учитывая условия (𝐴) − (𝐶),
получаем

‖(𝑓 − 𝜌Φ𝑡 − 𝑏Φ𝑥 − dΦ− 𝛼Φ)/𝜌‖2𝐿2(𝑄𝜏 )
6 5𝑙𝑇

[︂
𝐾2

𝑓

𝜌21
+𝐾2

𝛽

(︂
1 +

2𝐾2
𝑏

𝑙2𝜌21
+
𝐾2

𝑑

𝜌21
+
𝑅2

𝜌21

)︂]︂
.

Применяя лемму 1 к функции 𝑤(𝑡, 𝑥), получаем

‖𝑤𝑥(𝜏, ·)‖2𝐿2([0,𝑙])
6

6

{︂
‖𝑤′

0‖2𝐿2([0,𝑙])
+

20𝜌2
𝜌21

𝑙𝑇

[︂
𝐾2

𝑓 +𝐾2
𝛽

(︂
𝜌21 +

2𝐾2
𝑏

𝑙2
+𝐾2

𝑑 +𝑅2

)︂]︂}︂
𝑒𝜇(𝑅)𝜏 ,

а учитывая, что ‖𝑢𝑥(𝜏, ·)‖2𝐿2([0,𝑙])
6 2‖𝑤𝑥(𝜏, ·)‖2𝐿2([0,𝑙])

+2‖Φ𝑥(𝜏, ·)‖2𝐿2([0,𝑙])
, приходим

к оценке (21). Лемма 2 доказана. �

3. Существование решения обратной задачи
Рассмотрим обратную задачу (1)–(4) и выведем операторное уравнение для

коэффициента 𝛼(𝑥). Пусть 𝛼(𝑥) — произвольная функция из 𝐿+
∞([0, 𝑙]). Умножим

уравнение (1) на 𝜒(𝑡) и проинтегрируем по отрезку [0, 𝑇 ]. Учитывая условия (3),
(4) и предположения (𝐴)− (𝐷), приходим к соотношению

𝛼(𝑥) =
1

𝜙(𝑥)

{︁
𝐹 (𝑥) + 𝜙′′(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝜙′(𝑥)− 𝜌(𝑇, 𝑥)𝜒(𝑇 )𝑢(𝑇, 𝑥)+

+𝜌(0, 𝑥)𝜒(0)𝑢0(𝑥) +

𝑇∫︁
0

[(𝜌𝜒)𝑡 − d𝜒]𝑢d𝑡
}︁
, (22)

где 𝐹 (𝑥) =
∫︁ 𝑇

0
𝑓(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)d𝑡.
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Введём нелинейный оператор 𝒜 : 𝐿+
∞([0, 𝑙]) → 𝐿∞([0, 𝑙]) по формуле

𝒜(𝛼) =
1

𝜙(𝑥)

{︁
𝐹 (𝑥) + 𝜙′′(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝜙′(𝑥)− 𝜌(𝑇, 𝑥)𝜒(𝑇 )𝑢(𝑇, 𝑥)+

+𝜌(0, 𝑥)𝜒(0)𝑢0(𝑥) +

𝑇∫︁
0

[(𝜌𝜒)𝑡 − d𝜒]𝑢d𝑡
}︁
, (23)

где 𝑢(𝑡, 𝑥) — обобщённое решение прямой задачи (1)–(3) с коэффициентом 𝛼(𝑥) ∈
𝐿+
∞([0, 𝑙]) в уравнении (1).

В силу условий (𝐴)− (𝐷) оператор 𝒜 действительно действует из 𝐿+
∞([0, 𝑙]) в

𝐿∞([0, 𝑙]), а соотношение (22) можно переписать в виде

𝛼 = 𝒜(𝛼). (24)

Лемма 3. Пусть выполнены условия (𝐴)− (𝐷). Тогда для того, чтобы пара
{𝑢(𝑡, 𝑥), 𝛼(𝑥)} была обобщённым решением задачи (1)–(4), необходимо и доста-
точно, чтобы эта пара удовлетворяла соотношениям (1)–(3), (24).

Доказательство. Необходимость доказана выше при выводе соотношения (24).

Докажем достаточность. Пусть 𝛼*(𝑥) ∈ 𝐿+
∞([0, 𝑙]) является решением урав-

нения (24). Рассмотрим функцию 𝑢*(𝑡, 𝑥) как единственное обобщённое решение
прямой задачи (1)–(3) с выбранным коэффициентом 𝛼(𝑥) = 𝛼*(𝑥) в уравнении (1).
Положим

𝜙*(𝑥) =

𝑇∫︁
0

𝑢*(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)d𝑡. (25)

Очевидно, 𝜙*(𝑥) ∈𝑊 2
2 ([0, 𝑙]). Повторяя рассуждения, приведённые выше при вы-

воде (22) (в этих рассуждениях достаточно, чтобы 𝜙*(𝑥) ∈ 𝑊 2
2 ([0, 𝑙])), приходим

к соотношению

𝛼*(𝑥)𝜙*(𝑥) = 𝐹 (𝑥) + 𝜙*′′
(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝜙*′

(𝑥)− 𝜌(𝑇, 𝑥)𝜒(𝑇 )𝑢*(𝑇, 𝑥)+

+ 𝜌(0, 𝑥)𝜒(0)𝑢0(𝑥) +

𝑇∫︁
0

[(𝜌𝜒)𝑡 − d𝜒]𝑢*d𝑡. (26)

С другой стороны, 𝛼*(𝑥) является решением уравнения (24), поэтому учитывая
определение оператора 𝒜 в (23), имеем

𝛼*(𝑥)𝜙(𝑥) = 𝐹 (𝑥) + 𝜙′′(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝜙′(𝑥)− 𝜌(𝑇, 𝑥)𝜒(𝑇 )𝑢*(𝑇, 𝑥)+

+ 𝜌(0, 𝑥)𝜒(0)𝑢0(𝑥) +

𝑇∫︁
0

[(𝜌𝜒)𝑡 − d𝜒]𝑢*d𝑡. (27)

Заметим, что из определения функции 𝜙*(𝑥) в (25) и условия (𝐷) следует, что

𝜙*(0) =

𝑇∫︁
0

𝛽1(𝑡)𝜒(𝑡)d𝑡 = 𝜙(0), 𝜙*(𝑙) =

𝑇∫︁
0

𝛽2(𝑡)𝜒(𝑡)d𝑡 = 𝜙(𝑙). (28)
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Положим 𝜓(𝑥) = 𝜙(𝑥)−𝜙*(𝑥). Тогда вычитая (27) из (26) и учитывая (28), полу-
чаем, что 𝜓(𝑥) является на отрезке [0, 𝑙] решением краевой задачи

−𝜓′′ + 𝑏(𝑥)𝜓′ + 𝛼*(𝑥)𝜓 = 0, 𝜓(0) = 𝜓(𝑙) = 0.

Напомним, что 𝛼*(𝑥) > 0 на [0, 𝑙]. Поэтому 𝜓(𝑥) ≡ 0 на [0, 𝑙] (см., например, [9,
с.173]), а следовательно, пара {𝑢*(𝑡, 𝑥), 𝛼*(𝑥)} является обобщённым решением
обратной задачи (1)–(4). Лемма 3 доказана. �

Лемма 4. Пусть выполнены условия (𝐴) − (𝐷). Пусть 𝑀 — константа из
оценки (12), не зависящая от 𝑅 (например, определена формулой (13)). Предпо-
ложим, что выполняется неравенство

𝐹1 + 𝜙3 > 𝐾𝑏𝐾𝜙 + (𝐾𝑑𝐾𝜒 +𝐾𝜌𝐾𝜒 + 𝜌2𝐾
*
𝜒)𝑀𝑇 + 𝜌2|𝜒(𝑇 )|𝑀 + 𝜌2|𝜒(0)|𝑀0, (29)

где

𝐹1 = inf
[0,𝑙]

𝑇∫︁
0

𝑓(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)d𝑡 ≡ inf
[0,𝑙]

𝐹 (𝑥). (30)

Тогда ∀𝛼(𝑥) ∈ 𝐿+
∞([0, 𝑙]) 𝒜(𝛼) > 0.

Доказательство. Из (29) с учётом (30) и оценки (12) вытекает неравенство

𝐹 (𝑥) + 𝜙′′(𝑥)− 𝑏(𝑥)𝜙′(𝑥)+

+

𝑇∫︁
0

(𝜌𝑡𝜒+ 𝜌𝜒𝑡 − d𝜒)𝑢d𝑡− 𝜌(𝑇, 𝑥)𝜒(𝑇 )𝑢(𝑇, 𝑥) + 𝜌(0, 𝑥)𝜒(0)𝑢0(𝑥) > 0,

из которого в силу определения оператора 𝐴 следует утверждение леммы. �

Лемма 5. Пусть выполнены условия (𝐴) − (𝐷). Пусть 𝑀 — константа из
оценки (12), не зависящая от 𝑅. Тогда ∀𝛼(𝑥) ∈ 𝐿+

∞([0, 𝑙]) справедлива оценка

𝐴(𝛼) 6 𝑅0, (31)

где

𝑅0 =
1

𝜙1

[︀
𝐾𝑓𝐾𝜒𝑇 +𝐾𝑏𝐾𝜙 + (𝐾𝑑𝐾𝜒 +𝐾𝜌𝐾𝜒 + 𝜌2𝐾

*
𝜒)𝑀𝑇+

+ 𝜌2|𝜒(𝑇 )|𝑀 + 𝜌2|𝜒(0)|𝑀0] . (32)

Доказательство. Оценка (31) есть непосредственное следствие определения
оператора 𝒜, условий (𝐴)− (𝐷) и оценки (12). �

Лемма 6. Пусть выполнены условия (𝐴) − (𝐷) и (29), где 𝑀 из (12). То-
гда оператор 𝒜 отображает множество 𝐿+

∞([0, 𝑙]) в множество 𝐵𝑅0 , где 𝑅0

из (32).

Доказательство. Утверждение леммы 6 является следствием лемм 3 и 4. �

Лемма 7. Пусть выполнены условия (𝐴)−(𝐷). Тогда оператор 𝒜 непрерывен
на множестве 𝐵𝑅 ∀𝑅 > 0.

Доказательство. Пусть 𝛼(1)(𝑥), 𝛼(2)(𝑥) ∈ 𝐵𝑅, а 𝑢(1)(𝑡, 𝑥), 𝑢(2)(𝑡, 𝑥) — соот-
ветствующие обобщённые решения прямой задачи (1)–(3). Положим �̂�(𝑡, 𝑥) =
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𝑢(1)(𝑡, 𝑥) − 𝑢(2)(𝑡, 𝑥), �̂�(𝑥) = 𝛼(1)(𝑥) − 𝛼(2)(𝑥). Для данных функций выполняются
соотношения

𝜌(𝑡, 𝑥)�̂�𝑡 − �̂�𝑥𝑥 + 𝑏(𝑥)�̂�𝑥 + d(𝑡, 𝑥)�̂�+ 𝛼(1)(𝑥)�̂� = −�̂�(𝑥)𝑢(1)(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄;

�̂�(0, 𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝑙]; �̂�(𝑡, 0) = �̂�(𝑡, 𝑙) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ].

В силу леммы 1 имеем оценку ‖�̂�𝑥(𝜏, ·)‖2𝐿2([0,𝑙])
6

4𝜌2
𝜌21
𝑀2‖�̂�‖2𝐿∞([0,𝑙])𝑙

2𝑇 2𝑒𝜇(𝑅)𝜏 ,

из которой следует, что sup06𝜏6𝑇 ‖�̂�𝑥(𝜏, ·)‖2𝐿2([0,𝑙])
→ 0 при ‖�̂�‖2𝐿∞([0,𝑙]) → 0. С

другой стороны, учитывая (𝐴)− (𝐷) и неравенства (8), (9), получаем

‖𝒜(𝛼(1))−𝒜(𝛼(2))‖𝐿∞([0,𝑙]) 6

6 𝑐1‖�̂�(𝑇, ·)‖𝐿∞([0,𝑙]) + 𝑐2

𝑇∫︁
0

‖�̂�(𝑡, ·)‖𝐿∞([0,𝑙])d𝑡 6 𝑐3‖�̂�𝑥(𝑇, ·)‖𝐿2([0,𝑙]) + 𝑐4‖�̂�𝑥‖𝐿2(𝑄).

Следовательно, ‖𝒜(𝛼(1)) − 𝒜(𝛼(2))‖𝐿∞([0,𝑙]) → 0 при ‖𝛼(1) − 𝛼(2)‖𝐿∞([0,𝑙]) → 0.
Лемма доказана. �

Лемма 8. Пусть выполнены условия (𝐴)− (𝐷), 𝑅 > 0 — произвольно. Тогда
оператор 𝒜 является вполне непрерывным оператором на множестве 𝐵𝑅.

Лемма 9. Утверждение леммы есть прямое следствие оценки (11), ком-
пактности вложения пространства 𝐶1,𝛾(𝑄) в 𝐶(𝑄), определения оператора 𝒜
и леммы 7.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (𝐴) − (𝐷) и неравенство (29). Тогда
обобщённое решение {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝛼(𝑥)} обратной задачи (1)–(4) существует, причём
справедлива оценка

0 6 𝛼(𝑥) 6 𝑅0, 𝑥 ∈ [0, 𝑙], (33)

где 𝑅0 — константа, определённая в (32), а также справедливы оценки (10),
(11) при 𝑅 = 𝑅0.

Доказательство. В силу лемм 4–8 оператор 𝒜 является вполне непрерыв-
ным оператором, переводящим множество 𝐵𝑅0

в себя. Поэтому по теореме Ша-
удера о неподвижной точке (см. [10, с. 193]) существует решение 𝛼(𝑥) уравне-
ния (24).

Но тогда в силу леммы 3 существует обобщённое решение {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝛼(𝑥)} зада-
чи (1)–(4), причём для функции 𝑢(𝑡, 𝑥) справедливы оценки (10), (11) с 𝑅 = 𝑅0.
Теорема доказана. �

4. Единственность решения обратной задачи
Теорема 2. Пусть выполнены условия (𝐴) − (𝐷) и неравенство (29). Пред-

положим дополнительно, что входные данные обратной задачи (1)–(4) удовле-
творяют неравенству

2𝑀𝜌
1/2
2

𝜙1𝜌1
𝑙𝑇
[︀
(𝐾𝜌 +𝐾𝑑)𝐾𝜒 + 𝜌2𝐾

*
𝜒

]︀⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝑒𝜇0𝜏d𝜏

⎫⎬⎭
1/2

+
2𝑀𝜌

3/2
2

𝜙1𝜌1
𝑙𝑇 1/2|𝜒(𝑇 )|𝑒

𝜇0𝑇
2 < 1,

(34)
где 𝑀 из (12), 𝑅0 из (32), 𝜇0 = 𝜇(𝑅0), а 𝜇(𝑅) определена в (17).

Тогда решение {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝛼(𝑥)} обратной задачи (1)–(4), существование кото-
рого обеспечено теоремой 1, будет единственным.
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Доказательство. В условиях теоремы 2 справедлива также и теорема 1, по-
этому решение {𝑢(𝑡, 𝑥), 𝛼(𝑥)} обратной задачи (1)–(4) существует и для него вы-
полняются оценки (33) и (10), (11) при 𝑅 = 𝑅0.

Предположим теперь, что вопреки утверждению теоремы 2 существует два
различных решения {𝑢(1)(𝑡, 𝑥), 𝛼(1)(𝑥)} и {𝑢(2)(𝑡, 𝑥), 𝛼(2)(𝑥)} обратной задачи (1)–
(4). Тогда обязательно

𝛼(1)(𝑥) ̸≡ 𝛼(2)(𝑥), 𝑥 ∈ [0, 𝑙], (35)

иначе и 𝑢(1)(𝑡, 𝑥) ≡ 𝑢(2)(𝑡, 𝑥) в 𝑄 в силу единственности решения прямой зада-
чи (1)–(3) (см. [4]).

Положим

𝑧(𝑡, 𝑥) = 𝑢(1)(𝑡, 𝑥)− 𝑢(2)(𝑡, 𝑥), 𝜎(𝑥) = 𝛼(1)(𝑥)− 𝛼(2)(𝑥).

Тогда данная пара функций удовлетворяет соотношениям

𝜌((𝑡, 𝑥))𝑧𝑡 − 𝑧𝑥𝑥 + 𝑏(𝑥)𝑧𝑥 + 𝑑(𝑡, 𝑥)𝑧 + 𝛼(1)(𝑥)𝑧 = −𝜎(𝑥)𝑢(2)(𝑡, 𝑥), (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄; (36)

𝑧(0, 𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝑙]; 𝑧(𝑡, 0) = 0, 𝑧(𝑡, 𝑙) = 0, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; (37)
𝑇∫︁

0

𝑧(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)d𝑡 = 0, 𝑥 ∈ [0, 𝑙]. (38)

Умножим соотношение (36) на 𝜒(𝑡) и проинтегрируем по 𝑡 в пределах от 0 до 𝑇 .
Учитывая (37), (38) и (4), после интегрирования по частям придём к соотношению

𝜎(𝑥) =
1

𝜙(𝑥)

⎡⎣ 𝑇∫︁
0

(𝜌𝑡𝜒+ 𝜌𝜒′ − d𝜒)𝑧d𝑡− 𝜌(𝑇 )𝜒(𝑇 )𝑧(𝑇, 𝑥)

⎤⎦ . (39)

Учитывая условия (𝐴)− (𝐷) и неравенства (8), (9), получаем отсюда оценку

‖𝜎‖𝐿∞([0,𝑙]) 6
1

𝜙1

[︀
(𝐾𝜌 +𝐾𝑑)𝐾𝜒 + 𝜌2𝐾

*
𝜒

]︀
×

×
𝑇∫︁

0

‖𝑧(𝑡, ·)‖𝐿∞([0,𝑙])d𝑡+
1

𝜙1
𝜌2|𝜒(𝑇 )|‖𝑧(𝑇, ·)‖𝐿∞([0,𝑙]) 6

6
1

𝜙1

[︀
(𝐾𝜌 +𝐾𝑑)𝐾𝜒 + 𝜌2𝐾

*
𝜒

]︀
(𝑙𝑇 )1/2‖𝑧𝑥‖𝐿2(𝑄) +

1

𝜙1
𝜌2|𝜒(𝑇 )|𝑙1/2‖𝑧𝑥(𝑇, ·)‖𝐿2([0,𝑙]).

(40)

Заметим, что функция 𝑧(𝑡, 𝑥) является обобщённым решением задачи (14)–
(16) с 𝑣0(𝑥) = 0 и 𝑔(𝑡, 𝑥) = −𝜎(𝑥)𝑢(2)(𝑡, 𝑥), поэтому, применяя лемму 1, получаем
оценки

‖𝑧𝑥(𝑇, ·)‖𝐿2([0,𝑙]) 6
2𝜌

1/2
2

𝜌1
‖𝜎‖𝐿∞([0,𝑙])(𝑙𝑇 )

1/2𝑀𝑒𝜇0𝑇/2, (41)

‖𝑧𝑥‖𝐿2(𝑄) 6
2𝜌

1/2
2

𝜌1
‖𝜎‖𝐿∞([0,𝑙])(𝑙𝑇 )

1/2𝑀

⎡⎣ 𝑇∫︁
0

𝑒𝜇0𝜏d𝜏

⎤⎦1/2

. (42)

Мы здесь ещё учли, что для функции 𝛼(1)(𝑥) справедлива оценка (33).
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Подставляя оценки (41) и (42) в (40), получим

‖𝜎‖𝐿∞([0,𝑙]) 6
1

𝜙1

⎧⎪⎨⎪⎩[︀(𝐾𝜌 +𝐾𝑑)𝐾𝜒 + 𝜌2𝐾
*
𝜒

]︀ 2𝜌1/22

𝜌1
𝑙𝑇𝑀

⎡⎣ 𝑇∫︁
0

𝑒𝜇0𝜏d𝜏

⎤⎦1/2

+

+
2𝜌

3/2
2

𝜌1
|𝜒(𝑇 )|𝑙𝑇 1/2𝑀𝑒𝜇0𝑇/2

}︂
‖𝜎‖𝐿∞([0,𝑙]),

откуда в силу условия (34) и предположения (35) приходим к неравенству

‖𝜎‖𝐿∞([0,𝑙]) < ‖𝜎‖𝐿∞([0,𝑙]),

что невозможно. Теорема доказана. �

5. Некоторые примеры

Приведём примеры обратных задач, для которых справедливы доказанные в
работе теоремы существования и единственности.

Пример 1. Рассмотрим в 𝑄 = [0, 𝑇 ]× [0, 𝑙] обратную задачу(︁
2 + sin

𝑥𝑡

𝑇

)︁
𝑢𝑡 − 𝑢𝑥𝑥 + 𝛼(𝑥)𝑢 = 0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝑄; (43)

𝑢(0, 𝑥) = 1, 𝑥 ∈ [0, 𝑙]; 𝑢(𝑡, 0) = 𝑢(𝑡, 𝑙) = 1, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ]; (44)
𝑇∫︁

0

𝑢(𝑡, 𝑥)𝑡(𝑇 − 𝑡)d𝑡 =
𝑇 3

12

(︂
(𝑥− 𝑙/2)2

(𝑙/2)2
+ 1

)︂
. (45)

Очевидно, что для задачи (43)–(45) выполнены условия (𝐴)− (𝐷). В качестве
константы 𝑀 в (12) можно выбрать 𝑀 = 1 (см. (13)). Как нетрудно вычислить,
в нашем случае

𝑅0 =
12

𝑇

(︂
𝑙

4
+ 3

)︂
, 𝜇0 = 6𝑙2𝑅2

0 −
2

3𝑙2
. (46)

Тогда неравенство (29) для задачи (43)–(45) запишется в виде

2𝑇

3𝑙2
>

𝑙

4
+ 3,

и, очевидно, оно выполнено либо при малых 𝑙 (𝑇–фиксировано), либо при больших
𝑇 (𝑙–фиксировано).

Неравенство (34) запишется в виде

24
√
3
𝑙

𝑇

(︂
𝑙

4
+ 3

)︂⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝑒𝜇0𝜏d𝜏

⎫⎬⎭
1/2

< 1, (47)

где 𝜇0 определена в (46).
Если зафиксировать 𝑇 > 0, то при малых 𝑙 величина 𝜇0 < 0 (см. (46)) и

неравенство (47), очевидно, будет выполнено за счёт малого множителя 24
√
3𝑙.
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Если зафиксировать 𝑙 > 0, то при больших 𝑇 величина 𝜇0 также будет отри-
цательной (при 𝑇 → +∞ 𝜇0 → −2/3𝑙2), и неравенство (47) будет выполнено за

счёт малого множителя
24

√
3

𝑇
.

Таким образом, при малых 𝑙 (и фиксированном 𝑇 ) или при больших 𝑇 (и
фиксированном 𝑙) для задачи (43)–(45) будут выполнены условия теорем 1 и 2,
а следовательно, в этих случаях решение данной обратной задачи существует и
единственно.

Пример 2. Рассмотрим в 𝑄 обратную задачу для уравнения (43) с краевыми
условиями (44), но с дополнительным условием

1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑢(𝑡, 𝑥)d𝑡 =
1

2

(︂
(𝑥− 𝑙/2)2

(𝑙/2)2
+ 1

)︂
. (48)

Заметим, что условие (48) имеет простой физический смысл: это взятие сред-
него по времени от функции 𝑢(𝑡, 𝑥).

Как нетрудно видеть, для задачи (43), (44), (48) условия (𝐴)−(𝐷) выполнены,
а также в данном случае

𝑅0 =
2𝑙

𝑇
(𝑙 + 6), 𝜇0 = 6𝑙2𝑅2

0 −
2

3𝑙2
. (49)

Неравенство (29) для задачи (43), (44), (48) запишется в виде

4

𝑙2
>
𝑙 + 6

𝑇
, (50)

а неравенство (34) — в виде

4
√
3
𝑙2

𝑇

⎧⎨⎩
𝑇∫︁

0

𝑒𝜇0𝜏d𝜏

⎫⎬⎭
1/2

+ 12
√
3

𝑙

𝑇 1/2
𝑒

𝜇0𝑇
2 < 1, (51)

Как и в примере 1, неравенства (50) и (51) будут выполнены либо при малых 𝑙
(и фиксированном 𝑇 ), либо при больших 𝑇 (и фиксированном 𝑙). Следовательно,
в указанных случаях для задачи (43), (44), (48) будут выполнены условия теорем
1 и 2 и будет существовать единственное решение этой задачи.
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Inverse Problem of Determination of Absorbtion Coefficient in

Parabolic Equation in a Plane
V. L. Kamynin, T. I. Bukharova

Department of Mathematics
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31, Kashirskoe highway, Moscow, 115409, Russia

We consider existence and uniqueness of solution for the inverse problem of determination
of the unknown coefficient 𝛼(𝑥) at the 𝑢(𝑡, 𝑥) in nondivergent parabolic equation in a plane.

The additional information is given by
∫︁ 𝑇

0
𝑢(𝑡, 𝑥)𝜒(𝑡)d𝑡, with 𝜒(𝑡) being the weight function.

It should be noted that the coefficients of the equation depend both on time as well as spatial
variable. For the problem concerned we obtain conditions sufficient for the existence and the
uniqueness of generalized solution. We adduce the examples of the inverse problems satisfying
the conditions imposed.

Key words and phrases: inverse problem, parabolic equations, integral observation
with respect to spatial variables.




