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Представленная модель с высшими производными координат по времени основывает-
ся на обобщении классических законов Ньютона на специальный класс произвольных
систем отсчёта (как инерциальных, так и неинерциальных) с уравнениями динамики,
описываемыми дифференциальными уравнениями с высшими производными. Высшие
производные могут дополнять классическое и квантовое описание физической реально-
сти как нелокальные скрытые параметры.
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1. Введение

Обсуждается методическое изложение законов Ньютона, расширенное на та-
кой класс произвольных систем отсчёта, в которых инвариантом является высшая
производная координаты по времени. В частности, для наблюдателя в равноуско-
ренной системе отсчёта (инвариантом системы отсчёта является вторая производ-
ная, т.е. ускорение) свободное от внешних сил тело сохраняет своё ускорение, а
динамика любого тела в такой системе отсчёта (с силой, зависящей от координа-
ты и скорости) описывается дифференциальным уравнением четвёртого порядка.
Предлагаются преобразования перехода от одной системы отсчёта (с инвариан-
том системы отсчёта в виде высшей производной) к произвольной системе отсчёта
(включая случай инварианта системы отсчёта другого порядка). Обобщая законы
Ньютона на более широкий класс задач классической динамики, такой подход да-
ёт более подробное описание для расширенного класса систем отсчёта не только
классических задач, но и предлагает перспективы для плавного квазиклассиче-
ского перехода к квантовой механике.

Классическая механика Ньютона представляет собой наиболее удобный и про-
стой способ описания динамики механических систем, который вместо общих опи-
саний с помощью дифференциальных уравнений высшего порядка путём выбора
специального класса систем отсчёта (из всего возможного разнообразия произ-
вольных систем отсчёта выбираются инерциальные системы отсчёта) позволяет
перейти к дифференциальным уравнениям второго порядка.

Для выполнения законов Ньютона в неинерциальных системах отсчёта, не вхо-
дящих в указанный класс инерциальных систем отсчёта, например, в равноуско-
ренных системах отсчёта, необходимо искусственное введение фиктивных сил, на-
зываемых силами инерции. Обобщённая динамика тел в произвольных системах
отсчёта (инерциальных, равноускоренных или не равноускоренных, со сложным
переменным ускорением) может быть рассмотрена с помощью дифференциаль-
ных уравнений с высшими производными координаты тела по времени. Если при
этом высшие производные оказываются равными нулю, а это так для инерци-
альных систем отсчёта или для равноускоренных систем отсчёта с фиктивными
силами инерции, то такое общее описание переходит в классическую механику
Ньютона.
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Реальное пространство–время практически всегда неинерциально, так как все-
гда существуют малые поля, волны или силы, возмущающие идеальную инерци-
альную систему отсчёта. Этот же вывод следует из одного из общих определе-
ний принципа Маха [1]: «Локальные физические законы определяются крупно-
масштабной структурой вселенной». В пользу неинерциальности реального про-
странства–времени говорит и то, что по данным наблюдательной астрономии,
расширение Вселенной происходит с ускорением. Иными словами, любая реаль-
ная система отсчёта практически является неинерциальной, а физическая реаль-
ность с наблюдателем, находящимся в неинерциальной системе отсчёта, может
описываться дифференциальным уравнением с производными от координат по
времени порядка выше второго.

В физике Аристотеля считалось, что скорость пропорциональна приложенной
силе, поэтому динамика тела описывается дифференциальным уравнением перво-
го порядка. В физике Ньютона динамика тела в инерциальных системах отсчёта
описывается дифференциальным уравнением второго порядка — ускорение про-
порционально силе [2]. Этому случаю инерциальных систем отсчёта с преобразо-
ваниями Лоренца соответствует функция Лагранжа, зависящая от координат и
их первых производных (скоростей), и следующее из принципа наименьшего дей-
ствия уравнение Эйлера–Лагранжа. Приложенные к телу силы, выражающиеся
через производные от функции Лагранжа, также должны в этом случае зависеть
от координаты и скорости.

В равноускоренной системе отсчёта функция Лагранжа(а значит и сила) долж-
на зависеть ещё и от ускорения. Поэтому законы Ньютона не применимы в такой
системе отсчёта, а для применимости второго закона Ньютона в этом случае необ-
ходимо добавить фиктивные силы инерции.

Например, для наблюдателя, находящегося в равноускоренной ракете, астеро-
иды будут сохранять своё ускорение даже при отсутствии внешних сил. В этом
случае ускорение наблюдателя является инвариантом системы отсчёта, а асте-
роид сохраняет своё ускорение, равное инварианту системы отсчёта со знаком
минус. Тогда будем говорить, что кинематическое состояние астероида опреде-
ляет ускорение. Кинематическое состояние астероида в этом случае постоянно в
отсутствии приложенных к астероиду внешних сил. При наличии таких сил ки-
нематическое состояние астероида будет меняться, т.е изменяется его ускорение,
и динамика астероида с внешними силами, зависящими от координаты, скорости
и ускорения, должна описываться дифференциальным уравнением с производ-
ными от ускорения.

Так же как и в вышеописанном случае, законы Ньютона видоизменяются в
микромире. Но в этом случае не используют фиктивные силы, а вводят средние
значения наблюдаемых физических величин, которые в микромире дают прибли-
женный аналог второго закона Ньютона — это так называемая «вторая теорема
Эренфеста». Уравнение Эренфеста даёт среднее, а не точное соотношение между
второй производной от координаты по времени и силой.

Итак, предлагаемой модели динамики с высшими производными координат
по времени рассматривается классическая и квантовая теории с дополнительны-
ми переменными в виде высших производных координат по времени, при этом
динамика тел описывается дифференциальными переменными высшего порядка.
В такой модели необходимо рассматривать функцию Лагранжа (и силу, прило-
женную к телу), зависящую не только от координат и их первых производных,
но ещё и от высших производных от координат по времени. Классическая дина-
мика движения пробных частиц с высшими производными координат по времени
впервые была описана в 1850 г. М. Остроградским [3] и известна как «Форма-
лизм Остроградского». Будучи математиком, М. Остроградский рассматривал
не системы отсчёта, а системы координат. Этому случаю как раз и соответству-
ет реальная система отсчёта, включающая в себя не только инерциальные, но и
неинерциальные системы отсчёта. Лагранжиан в таком общем случае имеет вид:

𝐿 = 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑞, ..., 𝑞(𝑛), ...).
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2. Обобщённая динамика Ньютона для
наблюдателя в неинерциальной системе отсчёта с

инвариантом в виде высшей производной
координаты по времени

Рассмотрим подробнее точное описание динамики движения тел с учётом про-
извольных систем отсчёта. Для описания расширенной модели динамики тел в
произвольной системе координат (это соответствует случаю любой системы от-
счёта) будем различать понятия кинематического состояния тела и кинематиче-
ского инварианта произвольной системы отсчёта.

Определение. Кинематическое состояние тела определено, если 𝑛 производ-
ная её координаты по времени конечна и равна со знаком минус инварианту про-

извольной системы отсчёта:
d𝑛𝑞

d𝑡𝑛
= 𝑞(𝑛) = const.

Заметим, что система отсчёта, совершающая гармонические колебания отно-
сительно инерциальной системы отсчёта, не обладает определёнными кинемати-
ческим инвариантом.

Рассматривая частицы в любых системах отсчёта, мы предлагаем два посту-
лата.

Постулат 1. Практически любая реальная система отсчёта является неинер-
циальной, поэтому в произвольной системе отсчёта в отсутствии взаимодействия
с другими телами любая частица сохраняет своё состояние движения с неизмен-
ным кинематическим состоянием, определяемым инвариантом системы отсчёта.

В частности, для наблюдателя в равноускоренной системе отсчёта, когда инва-
риантом системы отсчёта является вторая производная, т.е. ускорение, свободное
от сил тело сохраняет своё ускорение.

В расширенной модели динамики преобразование от одной произвольной си-
стемы отсчёта к другой будем задавать так:

𝑞′ = 𝑞0 + 𝑞𝑡+
1

2!
𝑞𝑡2 + ...+

1

𝑛!
𝑞(𝑛)𝑡𝑛, 𝑡′ = 𝑡.

Постулат 2. Если кинематический инвариант системы отсчёта — это произ-
водная 𝑛 порядка координаты тела по времени, то динамика тела под действием
силы 𝐹 описывается дифференциальным уравнением 2𝑛 порядка.

𝛼2𝑛𝑞
(2𝑛) + ...+ 𝛼2𝑞 + 𝛼1𝑞 + 𝛼0𝑞 = 𝐹 (𝑡, 𝑞, 𝑞, 𝑞, ..., 𝑞(𝑛)).

Здесь 𝛼𝑛 — некоторые константы.
Это значит, что если функция Лагранжа (и сила) зависит от производной

координаты по времени 𝑛 порядка, то при варьировании, применив принцип наи-
меньшего действия, мы получим порядок 2𝑛. Иными словами, динамика тела в
системе отсчёта с инвариантом системы отсчёта 𝑛 порядка описывается диффе-
ренциальным уравнением 2𝑛 порядка:

𝛿𝑆 = 𝛿

∫︁
𝐿(𝑞′, 𝑞′)d𝑡 =

∫︁ 𝑁∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
d𝑛

d𝑡𝑛
𝜕𝐿

𝜕𝑞(𝑛)
𝛿𝑞(𝑛)d𝑡 = 0.

Тогда уравнение, описывающее динамику тела в системе координат с 𝑛-инва-
риантом, является дифференциальным уравнением 2𝑛 порядка. Нечётные произ-
водные соответствуют трению или излучению (потерям). Для случая отсутствия
потерь необходимо оставить лишь чётные производные. Случай, когда присут-
ствуют силы трения или излучение, соответствует дифференциальному уравне-
нию с нечётными производными. Случаю с чётными производными соответствует
обратимость времени.
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Если обобщать закон Галилея на случай произвольных систем отсчёта, то ин-
вариантность законов динамики в этом случае должна означать, что в любой
системе отсчёта с инвариантом 𝑛 порядка динамика частицы описывается диф-
ференциальным уравнением 2𝑛 порядка. Например, динамика тела с внешней
силой, зависящей от координаты, скорости и ускорения, описывается дифферен-
циальным уравнением четвёртого порядка.

Разлагая в ряд Тейлора функцию 𝑞 = 𝑞(𝑡), получим

𝑞 = 𝑞0 + 𝑞𝑡+
1

2!
𝑞𝑡2 + ...+

1

𝑛!
𝑞(𝑛)𝑡𝑛 + ...

В инерциальных системах отсчёта координата частицы, движущейся с посто-

янным ускорением 𝑎, выражается кинематической формулой 𝑞 = 𝑞0 + 𝑣𝑡+
1

2
𝑎𝑡2.

Преобразования Лоренца содержат первую производную координаты по вре-
мени: 𝑞𝑁 = 𝑞(𝑡, 𝑞, 𝑞). Можно обозначить разность в инерциальной и произвольной
системе отсчёта следующим образом: 𝑞(𝑡, 𝑞, 𝑞, 𝑞, ..., 𝑞(𝑛), ...)− 𝑞𝑁 (𝑡, 𝑞, 𝑞) = Δ𝑞. Ана-
логично для импульса: 𝑝(𝑡, 𝑞, 𝑞, 𝑞, ..., 𝑞(𝑛), ...)− 𝑝𝑁 (𝑡, 𝑞, 𝑞) = Δ𝑝.

В нашем случае ошибка описания двух моделей равна разности описания проб-
ных частиц в модели расширенной динамики с Лагранжианом 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑞, ..., 𝑞(𝑛), ...)
и динамики Ньютона в инерциальных системах отсчёта с Лагранжианом 𝐿(𝑞, 𝑞)∫︁

[𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑞, ..., 𝑞(𝑛), ...)− 𝐿(𝑞, 𝑞)]d𝑡 = ℎ,

где ℎ — ошибка описания двух моделей. Или для функции действия:

𝑆(𝑞, 𝑞, ...𝑞(𝑛), ...)− 𝑆(𝑞, 𝑞) = ℎ.

В классической механике в инерциальных системах отсчёта функция Лагран-
жа зависит только от координат и их первых производных. В расширенной мо-
дели в реальной системе отсчёта функция Лагранжа зависит не только от ко-
ординат и их первых производных по времени, но и от высших производных.
Применив принцип наименьшего действия [4], получим обобщённое уравнение
Эйлера–Лагранжа:

𝑁∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛
d𝑛

d𝑡𝑛
𝜕𝐿

𝜕𝑞(𝑛)
= 0,

или
𝜕𝐿

𝜕𝑞
− d

d𝑡

𝜕𝐿

𝜕𝑞
+

d2

d𝑡2
𝜕𝐿

𝜕𝑞
− ...+ (−1)𝑁

d𝑁

d𝑡𝑁
𝜕𝐿

𝜕𝑞(𝑁)
= 0.

В частном случае функция Лагранжа будет выражаться через квадратичные
функции от координат и их высших производных по времени

𝐿 = −𝑘𝑞2 + 𝑘1𝑞
2 − 𝑘2𝑞

2 + ...+ 𝑘𝛼𝑞
(𝛼)2 =

∞∑︁
𝛼=0

(−1)𝛼𝑘𝛼𝑞
(𝛼)2.

Энергию в равноускоренной системе отсчёта можно записать в виде

𝐸 = 𝛽0𝑞
2 + 𝛽1𝑞

2 + 𝛽2𝑞
2.

Обозначая через 𝑄 энергию ускорений Аппеля [5], а через 𝛽𝑛 — постоянные
коэффициенты, получим для кинетической энергии и потенциальной энергии:

𝐸 = 𝑉 +𝑊 +𝑄, 𝑉 = 𝛽0𝑟
2, 𝑊 = 𝛽1�̇�

2, 𝑄 = 𝛽2𝑟
2. (1)
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В нашем случае обобщённое уравнение Якоби–Гамильтона для функции дей-
ствия примет вид

−𝜕𝑆
𝜕𝑡

=
(∇𝑆)2

2𝑚
+ 𝑉 +𝑄. (2)

Последнее слагаемое в (2) является так называемой «энергией ускорений Аппе-
ля» [5]. Дополним уравнение (1) уравнением непрерывности [6]. В первом при-
ближении считаем, что 𝑄 ≈ 𝛽3

∇2𝑆
𝑚2 . Тогда в первом приближении для функции

𝜓 = 𝑒
𝑖
~𝑆 получим уравнение Шрёдингера

𝑖~
𝜕𝜓

𝜕𝑡
= − ~2

2𝑚
∇2𝜓 + 𝑉 𝜓.

3. Вывод

Нашему случаю соответствует Лагранжиан 𝐿(𝑞, 𝑞, 𝑞, ..., 𝑞(𝑛), ...), зависящий не
только от координат и скоростей, но и от высших производных координат по
времени, которые будем называть дополнительными переменными, добавочными
слагаемыми или скрытыми переменными. Добавочные слагаемые в виде высших
производных от координат по времени, имеющие нелокальный характер, допол-
няют в нашем случае как классическую, так и квантовую физику. Их будем на-
зывать скрытыми параметрами, дополняющими описание частиц. Заметим, что
в нашем случае такими нелокальными скрытыми параметрами можно дополнять
квантовое описание, причём теорема фон Неймана о скрытых параметрах здесь
неуместна, так как она не распространяется на случай неинерциальных систем
отсчёта. Сравнивая обобщённое уравнение Якоби–Гамильтона

−𝜕𝑆
𝜕𝑡

=
(∇𝑆)2

2𝑚
+ 𝑉 +𝑄,

где 𝑄 — добавочные переменные с высшими производными, с квантовым потен-
циалом Бома, можно сделать вывод о том, что пренебрежение высшими произ-
водными от координат по времени ведёт к неполному описанию физической ре-
альности. Производная от 𝑄 по координате определяет квантовую силу. В нашей
модели — это сила инерции. Природа нелокальности волновой функции микро-
объекта в этом случае может описываться флуктуациями систем отсчёта. Для
такого случая Гильбертово пространство отражает совокупность неинерциаль-
ных систем отсчёта и имеет инерционно-гравитационную природу. Инерционно-
гравитационная природа квантовых эффектов выражается в этой модели зависи-
мостью вероятности нахождения микрочастицы (и волновой функции) от неинер-
циальности системы отсчёта с высшими производными координат по времени.
Это значит, что волновая функция микрочастицы описывает в нашей модели
инерционно-гравитационные свойства пространства, а микрочастица может при-
обретать квантовые свойства, описываемые волновой функцией, если рассматри-
вать микрообъект как классическую пробную частицу. По аналогии с теорией
«волна–пилот» де-Бройля волной де-Бройля в нашем случае является волновая
функция, имеющая инерционно-гравитационную природу, которая выражает за-
висимость волновой функции от нелокальных скрытых параметров в виде выс-
ших производных координат по времени.

Для полноты описания физической реальности необходимо рассматривать диф-
ференциальные уравнения выше второго порядка, а неопределённость положения
исследуемой частицы в этом случае можно отнести к флуктуациям тела отсчё-
та и связанной с ним произвольной системой отсчёта. Тогда дифференциальное
уравнение, описывающее такой случай, будет выше второго порядка. В этом слу-
чае неопределённость частицы объясняется неполнотой описания реальности и
отсутствием в этом случае полного описания с дополнительными переменными в
виде высших производных от координат по времени.
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Современная физика предполагает использование преимущественно инерци-
альных систем отсчёта. Однако такую идеальную систему отсчёта получить очень
трудно — всегда присутствуют внешние посторонние влияния, например, в виде
гравитационных сил, полей или волн. В этом случае принцип относительности
позволяет перейти от гравитационных сил или волн к силам инерции. Например,
если рассмотреть корабль с двумя наблюдателями в разных каютах, то можно
увидеть, что это неидеальная система отсчёта, а силы инерции (или фиктивные
силы), зависящие от высших производных, здесь могут играть роль нелокальных
скрытых параметров. В этом случае наложение двух распределений, полученных
наблюдателями, дадут коэффициент корреляции, отличный от нуля, хотя каждое
из двух наблюдений, казалось бы, носит случайный характер. Если не знать, что
система отсчёта неинерциальная и существуют нелокальные скрытые параметры,
то не понятен нелокальный корреляционный характер, казалось бы, независи-
мых наблюдений. Этот пример может иллюстрировать не только интерференцию
микрообъектов, но и демонстрировать нелокальность квантовых корреляций при
рассмотрении эффекта запутанности (entanglement) [7–9].
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