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В статье в виде однородной экспоненциальной сети массового обслуживания построе-
на модель воспроизведения телевизионных каналов в одноранговой сети (англ. peer-to-
peer network). В случае двух типов пользователей с высокой и с низкой скоростями от-
дачи видеопотока в статье получена точная формула для анализа вероятности всеобщей
передачи — такого состояния сети P2P TV, когда скорость загрузки видеопотока всеми
пользователями не падает ниже скорости воспроизведения телевизионного канала. Для
сети P2P TV большой размерности (не менее 1000 пользователей) с целью упрощения
вычислений предложена аппроксимация вероятности всеобщей передачи нормальным
законом.
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1. Введение
В течение последних лет наблюдается стремительный рост популярности муль-

тимедийных услуг, предоставляемых через Интернет с использованием техноло-
гии P2P (от англ. peer-to-peer) [1,2]. Преимуществами этой технологии являются
эффективное использование скоростей подключения пользователей к сети Интер-
нет, устойчивость, масштабируемость сети P2P и др. Во многих P2P-сетях, на-
пример, PPLive, PPLite, PPStream, CoolStreaming, UUSee, QQLive, SopCast [3–9],
через Интернет транслируются телевизионные каналы, при этом каждый канал
могут просматривать десятки тысяч пользователей одновременно. В таких се-
тях, известных как сети P2P TV, пользователь может загружать информацию
и от сервера-источника трансляции телеканала, и от других пользователей сети,
также просматривающих выбранный пользователем телеканал. Одним из пара-
метров оценки качества предоставления услуги телевещания, оказывающих вли-
яние на степень удовлетворенности пользователя качеством услуги (Quality of
Experience, QoE), является возможность просмотра пользователем телеканала
без пауз в воспроизведении, «застывания» изображения, рассинхронизации зву-
ка и изображения и т.п. Причиной приведенных в качестве примера нарушений
трансляции телеканала может служить недостаточная скорость загрузки пользо-
вателем из сети видеопотока для воспроизведения телеканала. Скорость загрузки
пользователя зависит от скорости входящего трафика пользователя, от скорости
исходящего трафика сервера-источника телетрансляции и от скоростей исходя-
щего трафика других просматривающих телеканал пользователей. Если пользо-
вателю удается найти источники для загрузки видеопотока так, чтобы в течение
всего времени просмотра телеканала скорость загрузки видеопотока пользовате-
лем не падала ниже скорости воспроизведения телеканала, то снижения качества
просмотра телеканала не происходит.

В [10, 11] определена вероятность того, что все пользователи в сети загружа-
ют видеопоток выбранного телевизионного канала со скоростью не ниже скоро-
сти его воспроизведения, которая названа вероятностью всеобщей передачи (от
англ. universal streaming). В [12] получены точные формулы расчета этой харак-
теристики для сети P2P TV с пользователями, постоянно находящимися в сети и
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переключающимися с канала на канал, а также для сети P2P TV, в которой поль-
зователи могут подключаться и отключаться от сети в любой момент времени.
Однако для P2P-сетей с десятками тысяч пользователей, в которых транслиру-
ются сотни телеканалов, расчет по этим формулам требует сложных вычислений.

Для упрощения оценки вероятности всеобщей передачи для сетей P2P TV
большой размерности в статье получена аппроксимация этого QoE параметра
нормальным законом.

2. Построение общей модели

Рассмотрим сеть P2P TV (далее для краткости — сеть), в которой могут на-
ходиться пользователи из множества N, |N| = 𝑁 . В сети транслируются теле-
визионные каналы из множества M, |M| = 𝑀 , и пусть 𝜌𝑚 (𝑁) — популярность
𝑚-го телевизионного канала (𝑚-канала) в сети с 𝑁 6 ∞ пользователями. Пред-
положим также, что каналы и пользователи функционируют независимо друг от
друга.

Обозначим 𝑥𝑛𝑚 ∈ {0, 1} состояние 𝑛-пользователя на 𝑚-канале, т.е. 𝑥𝑛𝑚 = 1,
если 𝑛-пользователь просматривает 𝑚-канал, и 𝑥𝑛𝑚 = 0 в противном случае.
Состояние сети описывает матрица X = (𝑥𝑛𝑚)𝑛∈N ,𝑚∈M, а пространство состояний
сети имеет вид

𝑋 =

{︃
X : 𝑥𝑛𝑚 ∈ {0, 1} ,

∑︁
𝑚∈M

𝑥𝑛𝑚 = 1, 𝑛 ∈ N

}︃
.

Для рассматриваемой сети в [12] получено выражение для стационарного рас-
пределения вероятностей состояний в мультипликативном виде:

𝑃 (X) =
∏︁
𝑛∈𝑁

∏︁
𝑚∈𝑀

𝜌𝑥𝑛𝑚
𝑚 (𝑁), X ∈ 𝑋.

Зная распределение 𝑃 (X), X ∈ 𝑋, можно найти вероятность 𝜋𝑚 всеобщей пере-
дачи для 𝑚-канала. Будем считать, что 𝑚-канал находится в состоянии всеоб-
щей передачи, если все просматривающие его пользователи имеют возможность
получать видео поток со скоростью не ниже скорости воспроизведения канала
сервером. Из этого определения следует определение множества 𝐴𝑚 состояний
всеобщей передачи для 𝑚-канала:

𝐴𝑚 =

{︃
X ∈ 𝑋 : 𝑠𝑚 +

∑︁
𝑛∈N

𝑥𝑛𝑚𝑢𝑛 > 𝑅𝑚

∑︁
𝑛∈N

𝑥𝑛𝑚

}︃
,

где 𝑠𝑚 — скорость отдачи сервером видеопотока 𝑚-канала, 𝑢𝑛 — скорость отдачи
𝑛-пользователя, 𝑅𝑚 — скорость воспроизведения 𝑚-канала. Тогда вероятность
𝜋𝑚 всеобщей передачи для 𝑚-канала определяется формулой

𝜋𝑚 = 𝑃 (𝐴𝑚) =
∑︁

X∈𝐴𝑚

𝑃 (X).

3. Модель сети с пользователями с высокой и с низкой
скоростями отдачи

Обозначим Nℎ
(︀⃒⃒
Nℎ
⃒⃒
= 𝑁ℎ

)︀
и N𝑙

(︀ ⃒⃒
N𝑙
⃒⃒
= 𝑁 𝑙

)︀
множества пользователей с вы-

сокой и с низкой скоростями отдачи соответственно. Тогда 𝑁 = 𝑁ℎ +𝑁 𝑙 — число
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пользователей в сети. Будем называть сеть замкнутой, если 𝑁 < ∞, и откры-

той в противном случае. Введем коэффициент 𝐾 =
𝑁ℎ

𝑁 𝑙
, как отношение числа

пользователей с высокой скоростью и с низкой скоростью отдачи в замкнутой
сети.

Пусть 0 6 𝜉ℎ𝑚 6 𝑁ℎ (0 6 𝜉𝑙𝑚 6 𝑁 𝑙) — случайная величина (СВ) числа про-
сматривающих 𝑚-канал пользователей с высокой (низкой) скоростью отдачи в
замкнутой сети. В [12] показано, что маргинальное распределение числа пользо-
вателей в замкнутой сети имеет вид

𝑃𝑚

(︀
𝑥𝑖𝑚
)︀
= 𝑃

{︀
𝜉𝑖𝑚 = 𝑥𝑖𝑚

}︀
=

(︂
𝑁 𝑖

𝑥𝑖𝑚

)︂
𝜌
𝑥𝑖
𝑚

𝑚

(︀
𝑁 𝑖
)︀ (︀

1− 𝜌𝑚
(︀
𝑁 𝑖
)︀)︀𝑁𝑖−𝑥𝑖

𝑚 ,

0 6 𝑥𝑖𝑚 6 𝑁 𝑖, 𝑖 ∈ {ℎ, 𝑙} , 𝑚 ∈ M.

(1)

Очевидно, что множество состояний всеобщей передачи для 𝑚-канала в замкну-
той сети с двумя типами пользователей имеет вид

𝐴𝑚 =
{︀(︀
𝜉ℎ𝑚, 𝜉

𝑙
𝑚

)︀
: 0 6 𝜉ℎ𝑚 6 𝑁ℎ, 0 6 𝜉𝑙𝑚 6 𝑁 𝑙, 𝑠𝑚 + 𝜉ℎ𝑚𝑢

ℎ + 𝜉𝑙𝑚𝑢
𝑙 >

(︀
𝜉ℎ𝑚 + 𝜉𝑙𝑚

)︀
𝑅𝑚

}︀
,

и тогда вероятность всеобщей передачи для 𝑚-канала определяется формулой

𝜋𝑚 = 𝑃 (𝐴𝑚) = 𝑃
{︀(︀
𝜉ℎ𝑚, 𝜉

𝑙
𝑚

)︀
∈ 𝐴𝑚

}︀
=

=
𝑁ℎ∑︁

𝑥ℎ
𝑚=0

𝑁 𝑙∑︁
𝑥𝑙
𝑚=0

𝐼 (𝐴𝑚)𝑃𝑚

(︀
𝑥ℎ𝑚
)︀
𝑃𝑚

(︀
𝑥𝑙𝑚
)︀
, 𝑚 ∈ M, (2)

где I (𝐴𝑚) — функция-индикатор.

Перейдем к анализу открытой сети (𝑁 = ∞), где 𝜉ℎ𝑚 > 0 (𝜉𝑙𝑚 > 0) – СВ
числа просматривающих 𝑚-канал пользователей с высокой (низкой) скоростью
отдачи. Маргинальное распределение числа пользователей в открытой сети по-
лучим предельным переходом в формуле (22) от биномиального распределения к
распределению Пуассона [13]:

𝑃𝑚

(︀
𝑥𝑖𝑚
)︀
= 𝑃

{︁
𝜉𝑖𝑚 = 𝑥𝑖𝑚

}︁
= 𝑒−𝛾𝑖

𝑚

(︀
𝛾𝑖
𝑚

)︀𝑥𝑖
𝑚

𝑥𝑖
𝑚!

, 0 6 𝑥𝑖𝑚 6 𝑁 𝑖, 𝑖 ∈ {ℎ, 𝑙} , 𝑚 ∈ M,

где 𝛾𝑖𝑚 = lim
𝑁𝑖→∞

𝑁 𝑖𝜌𝑚
(︀
𝑁 𝑖
)︀

— среднее число просматривающих 𝑚-канал пользо-

вателей, 𝑖 ∈ {ℎ, 𝑙}.

Будем считать, что в открытой сети выполняется соотношение
𝛾ℎ𝑚
𝛾𝑙𝑚

= 𝐾,

𝑚 ∈ M, и теперь очевидным образом определяется множество 𝐴𝑚 состояний все-
общей передачи для 𝑚-канала в открытой сети с двумя типами пользователей и
соответствующая этому множеству вероятность всеобщей передачи:

�̂�𝑚 = 𝑃
(︁
𝐴𝑚

)︁
= 𝑃

{︁(︁
𝜉ℎ𝑚, 𝜉

𝑙
𝑚

)︁
∈ 𝐴𝑚

}︁
=

=
∞∑︁

𝑥ℎ
𝑚=0

∞∑︁
𝑥𝑙
𝑚=0

𝐼
(︁
𝐴𝑚

)︁
𝑃𝑚

(︀
𝑥ℎ𝑚
)︀
𝑃𝑚

(︀
𝑥𝑙𝑚
)︀
, 𝑚 ∈ M. (3)

В следующем разделе статьи для упрощения расчетов правая часть формулы (3)
аппроксимируется нормальным законом.
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4. Аппроксимация вероятности всеобщей передачи в
открытой сети

Воспользуемся центральной предельной теоремой в условиях Линденберга–
Леви [14], центрируя и нормируя распределенные по закону Пуассона случайные

величины 𝜉ℎ𝑚 и 𝜉𝑙𝑚: 𝑍𝑖
𝑚 =

𝜉𝑖𝑚 − 𝛾𝑖𝑚√︀
𝛾𝑖𝑚

, 𝑖 ∈ {ℎ, 𝑙} . Очевидно, что СВ 𝑍𝑖
𝑚 распреде-

лена по стандартному нормальному закону, т.е. 𝑍𝑖
𝑚 ∈ 𝑁 (0, 1), 𝑖 ∈ {ℎ, 𝑙}.

Обозначим 𝜀𝑚 =
𝑅𝑚 − 𝑢𝑙

𝑢ℎ −𝑅𝑚
— отношение разницы между скоростью воспроизве-

дения 𝑚-канала и скоростью пользователя с низкой скоростью отдачи к разнице
между скоростью пользователя с высокой скоростью отдачи и скоростью вос-
произведения 𝑚-канала; 𝛿𝑚 =

𝑠𝑚
𝑢ℎ −𝑅𝑚

— отношение скорости отдачи сервера к
разнице между скоростью пользователя с высокой скоростью отдачи и скоростью
воспроизведения 𝑚-канала.

Определим СВ 𝑍𝑚 как линейную комбинацию СВ 𝑍ℎ
𝑚 и 𝑍𝑙

𝑚: 𝑍𝑚 = 𝜀𝑚𝑍
𝑙
𝑚 −√

𝐾𝑍ℎ
𝑚, и заметим, что СВ 𝑍𝑚 распределена по нормальному закону, т.е. 𝑍𝑚 ∈

𝑁
(︀
0, 𝐾 + 𝜀2𝑚

)︀
.

Теорема. Открытая сеть с параметрами 𝛾ℎ𝑚, 𝛾𝑙𝑚, 𝜀𝑚 и 𝛿𝑚 находится в со-

стоянии всеобщей передачи для 𝑚-канала, если 𝑍𝑚 6 𝑑𝑚, где 𝑑𝑚 =
(𝐾 − 𝜀𝑚) 𝛾𝑙

𝑚 + 𝛿𝑚√︀
𝛾𝑙
𝑚

.

Доказательство. Преобразуем формулу для множества 𝐴𝑚 состояний все-
общей передачи для 𝑚-канала в открытой сети следующим образом:

𝐴𝑚 =
{︁(︁
𝜉ℎ𝑚, 𝜉

𝑙
𝑚

)︁
: 𝜉ℎ𝑚 > 0, 𝜉𝑙𝑚 > 0, 𝑠𝑚 + 𝜉ℎ𝑚𝑢

ℎ + 𝜉𝑙𝑚𝑢
𝑙 >

(︁
𝜉ℎ𝑚 + 𝜉𝑙𝑚

)︁
𝑅𝑚

}︁
=

=
{︁
𝜉ℎ𝑚 > 𝜀𝑚𝜉

𝑙
𝑚 − 𝛿𝑚

}︁
=

{︂√︁
𝛾ℎ𝑚𝑍

ℎ
𝑚 + 𝛾ℎ𝑚 > 𝜀𝑚

(︂√︁
𝛾𝑙𝑚𝑍

𝑙
𝑚 + 𝛾𝑙𝑚

)︂
− 𝛿𝑚

}︂
=

=

{︃√︂
𝛾ℎ
𝑚

𝛾𝑙
𝑚
𝑍ℎ
𝑚 +

(︂
𝛾ℎ
𝑚

𝛾𝑙
𝑚

− 𝜀𝑚

)︂√︁
𝛾𝑙𝑚 > 𝜀𝑚𝑍

𝑙
𝑚 − 𝛿𝑚√︀

𝛾𝑙
𝑚

}︃
=

=

{︃√︂
𝛾ℎ
𝑚

𝛾𝑙
𝑚
𝑍ℎ
𝑚 +

𝛾ℎ
𝑚

𝛾𝑙
𝑚

√︁
𝛾𝑙𝑚 > 𝜀𝑚

(︂
𝑍𝑙
𝑚 +

√︁
𝛾𝑙𝑚

)︂
− 𝛿𝑚√︀

𝛾𝑙
𝑚

}︃
=

=

{︃
𝜀𝑚𝑍

𝑙
𝑚 −

√︂
𝛾ℎ
𝑚

𝛾𝑙
𝑚
𝑍ℎ
𝑚 6

(︂
𝛾ℎ
𝑚

𝛾𝑙
𝑚

− 𝜀𝑚

)︂√︁
𝛾𝑙𝑚 +

𝛿𝑚√︀
𝛾𝑙
𝑚

}︃
=

=

{︂
𝑍𝑚 6

(︂
𝛾ℎ
𝑚

𝛾𝑙
𝑚

− 𝜀𝑚

)︂√︁
𝛾𝑙𝑚 +

𝛿𝑚√︀
𝛾𝑙
𝑚

}︂
=

=

{︂
𝑍𝑚 6 (𝐾 − 𝜀𝑚)

√︁
𝛾𝑙𝑚 +

𝛿𝑚√︀
𝛾𝑙
𝑚

}︂
=
{︁
𝑍𝑚 6 𝑑𝑚

}︁
.

Следствие. Вероятность всеобщей передачи в открытой сети аппроксимиру-
ется нормальным законом:

�̂�𝑚 = Φ

(︂
𝑑𝑚√

𝐾 + 𝜀2𝑚

)︂
, где Φ (𝑥) =

1√
2𝜋

𝑥∫︁
−∞

𝑒
−𝑦2

/2𝑑𝑦. (4)



АдамуАмину, Гайдамака Ю.В. Аппроксимация нормальным законом ве . . . 67

5. Заключение

В заключение приведем пример расчета вероятности 𝜋𝑚 всеобщей передачи
для замкнутой сети с 𝑀 = 20 каналами и 𝑁 = 1800 пользователями, считая,
что 𝑁ℎ = 𝑁 𝑙 = 0, 5𝑁 . Полагаем, что 𝛾ℎ𝑚 = 𝛾𝑙𝑚 = 𝜌𝑚 · 0, 5𝑁 , и следовательно
𝐾 = 1. Все каналы имеют одинаковые требования к скорости передачи, т.е. 𝑅𝑚 =
𝑅 = 500 кбит/с, 𝑚 ∈ M, а скорости отдачи пользователей 𝑢𝑙 = 100 кбит/с и
𝑢ℎ = 1500 кбит/с. Предполагается, что популярность каналов распределена по

закону Ципфа с параметром 𝑧 = 1, т.е. 𝜌𝑚 =

(︃
𝑚𝑧

𝑀∑︁
𝑖=1

1

𝑚𝑧

)︃−1

, 𝑚 ∈ M.

На рис. 1 для всех каналов, пронумерованных в порядке уменьшения попу-
лярности, показаны значения вероятности 𝜋𝑚 всеобщей передачи, рассчитанные
по формулам (1)–(2), и вероятности �̂�𝑚, рассчитанные по формуле (4). Сравне-
ние показывает, что относительная погрешность аппроксимации (4) для каналов
с большой популярностью (каналы 1–7) близка к нулю. Самая большая относи-
тельная погрешность наблюдается для наименее популярного канала (канал 20)
и не превышает 1%. Следовательно, аппроксимацию (4) можно использовать для
оценки значения вероятности всеобщей передачи сети P2P TV, причем с ростом
популярности канала точность предложенной аппроксимации возрастает.

Рис. 1. Вероятность всеобщей передачи для каналов сети P2P TV
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Approximation of a Universal Streaming Probability with the

Normal Distribution
Aminu Adamu, Yu.V. Gaidamaka
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Miklukho-Maklaya str., 6, Moscow, 117198, Russia

In this paper the model of P2P live streaming network with peer churn (peers joining
and leaving) providing the closed-form expressions was developed. The approximation of a
universal streaming probability with the normal (or Gaussian) distribution for large P2P live
streaming networks was obtained.
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