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В статье изучаются множества, являющиеся объединениями открытых и нигде не
плотных множеств. Такие множества называются просто-открытыми. Установлены свя-
зи просто-открытых множеств с регулярно-открытыми, локально-замкнутыми, полу-
открытыми множествами, 𝛼-множествами. Доказано, что класс просто-открытых мно-
жеств совпадает с классом 𝛿-множеств.
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1. Введение и предварительные сведения
Пусть (𝑋,𝑇 ) топологическое пространство. Для подмножества 𝑆 ⊂ 𝑋 замы-

кание, внутренность и дополнение множества 𝑆 по отношению к (𝑋,𝑇 ) будем
обозначать через cl𝑆, int𝑆 и 𝑆𝑐 соответственно.

Ранее было введено понятие просто-открытого множества, вызвавшее опре-
делённый интерес. Согласно Neubrunnovia подмножество 𝑆 пространства назы-
вается просто-открытым, если S= 𝑂 ∪ 𝑁 , где O открыто а 𝑁 нигде не плотно.
Ganster, Reilly и Vamanmurthy показали, что подмножество 𝑆 пространства (𝑋,𝑇 )
является просто-открытым тогда и только тогда, когда оно есть пересечение по-
луоткрытого и полузамкнутого множеств пространства (𝑋,𝑇 ).

В [1] и [2] просто-открытые множества названы полулокально-замкнутыми и
NDB-множествами, соответственно.

Nour в [3] назвал подмножество 𝑆 пространства (𝑋,𝑇 ) регулярно-открытым
(соотв., регулярно-замкнутым), если 𝑆 = int (cl𝑆) (соотв., 𝑆 = cl (int𝑆)). Под-
множество 𝑆 пространства (𝑋,𝑇 ) называется полурегулярным, если существует
такое регулярное открытое множество 𝑈 , что 𝑈 ⊂ 𝑆 ⊂ cl𝑈 .

Подмножество 𝑆 пространства 4(𝑋,𝑇 ) называется локально-замкнутым, если
𝑆 = 𝑂 ∩ 𝐹 , где O — это открытое, а 𝐹 — замкнутое подмножество пространства
(𝑋,𝑇 ).

Определение 1. Подмножество 𝑆 пространства 𝑋 называется:
– полуоткрытым [4], если 𝑆 ⊂ cl (int𝑆),
– 𝛼-множеством [5], если 𝑆 ⊂ int (cl (int𝑆)),
– 𝛿-множеством [6], если int (cl𝑆) ⊂ cl (int𝑆),
– приоткрытым, если𝑆 ⊂ int (cl𝑆),
– полуприоткрытым если 𝑆 ⊂ cl (int (cl𝑆),
– 𝑆-приоткрытым, если 𝑆 приоткрыто и 𝑆 = 𝑂 ∩𝐵, где O есть открытое мно-

жество и int𝐵 = int (cl (int𝐵)).

Дополнение полуоткрытого (соотв., локально замкнутого) множества 𝑆 назы-
вается полузамкнутым (соотв., ко-локально конечным) множеством. Иначе го-
воря, 𝑆 полузамкнуто (соотв., ко-локально конечно), если int (cl𝑆) ⊂ 𝑆 (соотв.,
𝑆 = 𝑂 ∪ 𝐹 , где О открыто, а 𝐹 замкнуто и nwd).

Семейства полуоткрытых, полузамкнутых, локально замкнутых множеств и
𝛼-множеств в (𝑋,𝑇 ) будут обозначаться соответственно через 𝑆𝑂(𝑋,𝑇 ), 𝑆𝐶(𝑋𝑇 ),
𝐿𝐶(𝑋𝑇 ), и 𝑇𝛼. Njasted [5] показал,что 𝑇𝛼 есть топология на 𝑋 со следующими
свойствами: 𝑇𝛼 ⊂ 𝑇 , (𝑇𝛼)𝛼 = 𝑇𝛼 и 𝑆 ∈ 𝑇𝛼, и тогда и только тогда, когда всякое
nwd-множество в (𝑋,𝑇 ) замкнуто.

Статья поступила в редакцию 5 мая 2011 г.
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2. Некоторые свойства просто-открытых множеств
Теперь рассмотрим класс обобщённых открытых множеств.

Определение 2 (см. [7]). Подмножество 𝑆 пространства (𝑋,𝑇 ) называется
просто-открытым, если 𝑆 = 𝑂 ∪𝑁 , где О открыто, а 𝑁 есть nwd-подмножество
множества 𝑋. Класс всех просто-открытых множеств в 𝑋 будем обозначать через
𝑆𝑀𝑂(𝑋,𝑇 ).

Лемма 1. Пусть (𝑋,𝑇 ) – пространство и 𝑆 ⊂ 𝑋. Тогда 𝑆 есть просто-
открытое множество, если 𝑆 есть пересечение полуоткрытого и полузамкну-
того подмножеств в 𝑋.

Предложение 1. Пусть 𝑆 – просто-открытое, а О – открытое множество в
пространстве (𝑋,𝑇 ). Тогда 𝑆 ∩𝑂 есть просто-открытое множество.

Доказательство. Согласно лемме 1, 𝑆 = 𝐺 ∩ 𝐹 , где 𝐺 есть полуоткрытое, а
𝐹 — подпространство пространства (𝑋,𝑇 ). Тогда 𝑆∩𝑂=(𝐺∩𝑂)∩𝐹 , но мы знаем,
что пересечение открытого и полуоткрытого множеств полуоткрыто, из чего и
следует справедливость данного утверждения.

Предложение 2. Пусть 𝑆 – просто-открытое, а 𝑂1 — открытое множество в
(𝑋,𝑇 ). Тогда 𝑆 ∪𝑂1 есть просто-открытое множество.

Доказательство. Согласно определению 1, 𝑆 = 𝑂2 ∪𝑁 , где 𝑂2 — открытое
множество, а 𝑁 есть nwd-множество. Следовательно, 𝑆 ∪𝑂2 =(𝑂1 ∪𝑂2 )∪𝑁 , что
и доказывает наше утверждение.

Тем же путём, каким было доказано предложение 1, можно доказать следую-
щее предложение.

Предложение 3. Пересечение просто-открытого и просто-замкнутого под-
множеств пространства (𝑋,𝑇 ) является просто-открытым.

Предложение 4. Пусть 𝑆 – просто-открытое подмножество пространства
(𝑋,𝑇 ). Тогда существует такое нетривиальное открытое подмножество O, что
𝑆 ⊂ cl𝑂.

Доказательство. Согласно лемме 1, 𝑆 = 𝐺 ∩ 𝐹 , где 𝐺 – полуоткрыто, а
𝐹 – полузамкнуто в (𝑋,𝑇 ). Тогда 𝑆 ⊂ 𝐺, но в [7] доказано, что если 𝐺 есть
полуоткрытое множество, то существует такое открытое множество 𝑂, что 𝑂 ⊂
𝐺 ⊂ cl𝑂. Следовательно, 𝑆 ⊂ cl𝑂.

Ясно, что всякое открытое (соотв., nwd) подмножество пространства (𝑋,𝑇 )
является полуоткрытым (соотв., полузамкнутым), и это доказывает следующее
предложение.

Предложение 5. Если 𝑆 – просто-открытое подмножество пространства
(𝑋,𝑇 ), то 𝑆 есть объединение полуоткрытого и полузамкнутого подмножеств про-
странства (𝑋,𝑇 ).

Andrijevic [8] заметил, что 𝑆𝑂(𝑋,𝑇 )=𝑆𝑂(𝑋,𝑇𝛼) и что 𝑁 ⊂ 𝑋 есть nwd в
(𝑋,𝑇𝛼) тогда и только тогда, когда 𝑁 есть nwd в (𝑋,𝑇 ). Таким образом, мы
имеем следующее предложение.

Предложение 6. Если 𝑆 есть просто-открытое подмножество пространства
(𝑋,𝑇 ), то 𝑋 является просто-открытым в пространстве (𝑋,𝑇𝛼).

Лемма 2. Если 𝑁 есть nwd в (𝑋,𝑇 ), то int𝑁 также есть nwd.

Из леммы 2 получаем следующее предложение.

Предложение 7. Если 𝑆 есть просто-открытое подмножество пространства
(𝑋,𝑇 ), то существует просто-открытое собственное подмножество множества 𝑆.
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3. Соотношения между просто-открытыми множествами и
другими обобщениями открытых множеств

Теорема 1. Всякое полуоткрытое подмножество пространства (𝑋,𝑇 ) есть
просто-открытое множество.

Доказательство. Пусть𝐴 – полуоткрытое подмножество пространства (𝑋,𝑇 ).
Как показано в [4], существует такое открытое множество 𝑂, что 𝑂 ⊂ 𝐴 ⊂ cl𝑂.
Но 𝐴 = 𝑂∪𝐴∖𝑂. Пусть 𝐵 = 𝐴∖𝑂. Тогда 𝐵 ⊂ cl𝑂 ∖𝑂. Теперь нам остаётся толь-
ко доказать, что 𝐵 есть nwd в 𝑋. Имеем int (cl (cl𝑂 ∖ 𝑂)) =(int (cl (cl𝑂 ∩ 𝑂𝑐))) ⊂
(int (cl𝑂 ∩ cl𝑂𝑐)) = (int (cl𝑂 ∩ (int𝑂)𝑐)) ⊂ (cl𝑂 ∩ int (int𝑂)) = (cl𝑂 ∩ (cl𝑂𝑐)) = ø.
Итак, cl𝑂 ∖ 𝑂 есть nwd но 𝐵 ⊂ ((cl𝑂) ∖ 𝑂), следовательно, 𝐵 есть nwd. Теорема
доказана.

Замечание 1. Как показывают приведённые ниже примеры, утверждение,
обратное теореме 1, вообще говоря, неверно.

Пример 1. Пусть𝑋 – пространство натуральных чисел и 𝑆 = (𝑎, 𝑏) ∪ {1}.
Тогда 𝑆 есть просто-открытое множество, так как (𝑎, 𝑏) открыто, а {2} есть, оче-
видно, nwd-множество. Однако 𝑆 не является полуоткрытым множеством.

Пример 2. Пусть𝑋 – плоскость и 𝑆 = {(𝑥, 𝑦) : 0 < 𝑥 < 1 и 0 < 𝑦 < 1}
∪{(𝑥, 0) : 1 ≤ 𝑥 ≤ 2}. Ясно, что 𝑆 есть просто-открытое, но не полуоткрытое
множество.

Теорема 2. Для пространства (𝑋,𝑇 ) и точки 𝑥 ∈ 𝑋 следующие условия
эквивалентны:
(a) {𝑥} ∈ 𝑆𝑂(𝑋,𝑇 ),
(b) {𝑥} или открыто, или nwd,
(c) {𝑥} или полуоткрыто, или полузамкнуто.

Доказательство.
(𝑎) → (𝑏). По определению 1 {𝑥}= 𝑂 ∪ 𝑁 , где 𝑂 открыто, а 𝑁 есть nwd-

подмножество пространства (𝑋,𝑇 ). Тогда или {𝑥} = 𝑂, или {𝑥} = 𝑁 .
(𝑏) → (𝑐). Доказательство следует из того, что каждое открытое множество

является полуоткрытым, и каждое nwd-множество замкнуто.
(𝑐) → (𝑎). По теореме 1 каждое полуоткрытое множество является просто-

открытым. Пусть {𝑥} — полузамкнутое множество. Тогда {𝑥} = {𝑥} ∩𝑋 Следо-
вательно, {𝑥} есть просто-открытое множество. �

Лемма 3. Каждое полурегулярное подмножество пространства (𝑋,𝑇 ) есть
просто-открытое множество.

Доказательство. Очевидно.

Теорема 3. Замыкание полуприоткрытого подмножества пространства
(𝑋,𝑇 ) есть просто-открытое множество.

Доказательство. Пусть 𝑆 – полуприоткрытое подмножество пространства
(𝑋,𝑇 ), тогда cl𝑆 ⊂ cl (int (cl𝑆)), но int (cl𝑆) есть регулярное открытое множе-
ство и int (cl𝑆) ⊂ cl𝑆 ⊂ cl (int (cl𝑆)), тогда cl𝑆 есть полурегулярное множество,
следовательно, по лемме 3 cl𝑆 есть просто-открытое множество.

Теорема 4. Если 𝑆 есть полуприоткрытое подмножество пространства
(𝑋,𝑇 ) и int (cl𝑆) ⊂ 𝐵 ⊂ cl𝑆, то 𝐵 есть просто-открытое множество.

Доказательство. По теореме 7 int (cl𝑆) ⊂ 𝐵 ⊂ cl𝑆 ⊂ cl (int (cl𝑆)). Тогда по
лемме 3, 𝐵 есть просто-открытое множество.
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Теорема 5. Каждое регулярно замкнутое подмножество пространства
(𝑋,𝑇 ) есть просто-открытое множество.

Доказательство. Пусть 𝑆 – регулярно замкнутое подмножество простран-
ства (𝑋,𝑇 ), 𝑆 = cl (int𝑆). Тогда 𝑆 полуоткрыто, cl𝑆 ⊂ cl (int𝑆), тогда 𝑆 полуре-
гулярно. Следовательно, по лемме 3, 𝑆 есть просто-открытое множество.

Предложение 8. Замыкание полуоткрытого подмножества пространства
(𝑋,𝑇 ) есть просто-открытое множество.

Доказательство. Следует из того, что замыкание полуоткрытого множества
есть регулярно замкнутое множество и из теоремы 5.

Предложение 9. Для всякого пространства (𝑋,𝑇 ) справедливы утвержде-
ния:

(i) каждое локально замкнутое множество является просто-открытым;
(ii) каждое ко-локально замкнутое множество является просто-открытым.

Предложение 10. Если 𝑆 ∈ 𝐿𝐶(𝑋,𝑇𝛼), то 𝑆 есть просто-открытое множе-
ство.

Доказательство. Следует из того, что всякое полуоткрытое (соотв., полуза-
мкнутое) подмножество пространства (𝑋,𝑇𝛼) есть полуоткрытое (соотв., полуза-
мкнутое) подмножество пространства (𝑋,𝑇 ).

Теорема 6. Пусть 𝑆 – подмножество пространства (𝑋,𝑇 ). Тогда следую-
щие условия эквивалентны:
(a) 𝑆 есть просто-открытое множество;
(b) 𝑆 есть 𝛿-множество.

Доказательство.
(𝑎) → (𝑏). По лемме 2 𝑆 = 𝐺∩𝐹 , где 𝐺 — полуоткрытое, а 𝐹 — полузамкнутое

множества. Тогда int (cl𝑆) ⊂ int (cl𝐹 ) ⊂ 𝐹 , следовательно, int (cl𝑆) ⊂ int𝐹 . Так
как 𝑆 ⊂ 𝐺 ⊂ cl (int𝐺), то cl𝑆 ⊂ cl (int𝐺), следовательно, int (cl𝑆) ⊂ cl𝑆 ⊂
cl (int𝐺). Поэтому из int (cl𝑆) ⊂ int𝐹 и int (cl𝑆) ⊂ cl (int𝐺) мы имеем int (cl𝑆) ⊂
(cl (int𝐺) ∩ int𝐹 ) ⊂ (cl (int𝐺 ∩ int𝐹 )) = cl (int𝐺 ∩ 𝐹 ) = cl (int𝑆). Следовательно,
𝑆 есть 𝛿-множество.

(𝑏) → (𝑎). Имеем int (cl𝑆) ⊂ cl (int𝑆). Положим 𝑂 = int𝑆,𝑁 = 𝑆∖int𝑆. Оче-
видно, 𝑆 = 𝑂 ∪ 𝑁 . Следовательно, согласно лемме 2, нам остаётся только до-
казать, что 𝑁 есть nwd-множество. Так как 𝑁 ⊂ 𝑆, то int (cl𝑁) ⊂ int (cl𝑆) ⊂
cl (int𝑆), но (int𝑆 ∩ cl𝑁) ⊂ cl (𝑁 ∩ int𝑆) = cl𝜑 = 𝜑. Тогда int𝑆 ∩ cl𝑁 = 𝜑.
Следовательно,int𝑆 ∩ int (cl𝑁) = 𝜑 и int (cl𝑁) ∩ cl (int𝑆) = 𝜑, но int (cl𝑁) ⊂
cl (int𝑆), поэтому int (cl𝑁) = 𝜑. Теорема доказана.

Лемма 4 (см. [6]). Подмножество 𝑆 пространства (𝑋,𝑇 ) открыто тогда
и только тогда, когда 𝑆 есть 𝑆-приоткрытое 𝛿-множество.

Из сформулированной выше леммы 4 легко следует

Предложение 11. Если 𝑆 есть 𝑆-приоткрытое и просто-открытое подмно-
жество пространства (𝑋,𝑇 ), то 𝑆 полуоткрыто.

Теорема 7. Пусть 𝑆 – подмножество пространства (𝑋,𝑇 ), для которого
существует такое регулярно открытое множество 𝑈 , что 𝑈 ⊂ 𝑆 ⊂ cl𝑈 . Тогда
𝑆 есть просто-открытое множество.

Доказательство. Мы знаем, что всякое регулярно открытое множество от-
крыто. Поэтому 𝑆 есть полуоткрытое множество [7]. Следовательно, по теореме 1
𝑆 есть просто-открытое множество.
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The aim of this paper is to continue study of simply-open sets, and we give some properties
of simply-open sets. And we investigate the relations between simply-open sets and other
forms of generalized open sets in a topological space like semi-open sets 𝛼-sets 𝛿-sets preopen
sets semi-preopen sets, and we give some properties of the class of all simply–open sets.
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