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В работе рассматриваются 𝐺-трансляторы на многообразиях с изолированными осо-
бенностями, т.е. трансляторы, инвариантные относительно действия группы 𝐺. Полу-
чены условия эллиптичности 𝐺-трансляторов и теорема конечности в ситуации, когда
группа 𝐺 является конечной циклической группой простого порядка.
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1. Введение
При изучении задачи Соболева (относительной эллиптической теории) для

граничных подмногообразий с особенностями возникает новый класс операторов,
которые называются трансляторами. Такие операторы впервые были введены в
1979 г. в работе [1] (см. также [2–4]). В данной работе вводится и изучается новый
класс операторов, которые назовём 𝐺-трансляторами. Эти трансляторы инвари-
антны относительно действия конечной циклической группы 𝐺 простого порядка
на многообразии с точечными особенностями. Интерес к такому классу операто-
ров возникает в связи с изучением нелокальных псевдодифференциальных опера-
торов. В настоящей статье введено понятие эллиптичности для 𝐺-трансляторов,
доказана для них теорема конечности и проведено сравнение 𝐺-эллиптичности с
обычной эллиптичностью.

В первом параграфе даётся геометрическое описание многообразий с особен-
ностями и действием группы на них. Точнее, перечисляются всевозможные дей-
ствия группы 𝐺 в окрестности точки пересечения подмногообразий.

Во втором параграфе изучаются 𝐺-трансляторы. Вводится понятие эллиптич-
ности 𝐺-транслятора и доказывается теорема конечности.

В двух последних параграфах сравниваются понятия𝐺-эллиптичности и обыч-
ной эллиптичности транслятора в скалярном и векторном случаях. Оказывается,
эти понятия, вообще говоря, не совпадают, и в статье приводятся соответствую-
щие контрпримеры.

2. Геометрическое описание многообразия и действия
группы на нем

Пусть 𝑀 — гладкое замкнутое многообразие. Пусть далее 𝑚 — простое число
и 𝑌 𝑝, 𝑝 = 1, 2, . . . ,𝑚 — замкнутые подмногообразия многообразия 𝑀 размерно-
стей 𝑛𝑝, которые трансверсально пересекаются в одной точке 𝑂. Выберем такие
координаты 𝑦 = (𝑦1, . . . , 𝑦𝑚), что подпространство 𝑌 𝑝 выделяется следующими
уравнениями:

𝑦1 = . . . = 𝑦𝑝 = . . . = 𝑦𝑚 = 0.

Здесь знак ̂︀ над индексом означает, что его надо пропустить. Обозначим далее
через

𝐻𝑠(𝑌 ) = ⊕𝑝𝐻
𝑠𝑝(𝑌 𝑝),

прямую сумму пространств Соболева на подмногообразиях 𝑌 𝑝. Здесь 𝑌 = 𝑌 1 ∪
𝑌 2∪. . .∪𝑌 𝑚, 𝑠 = (𝑠1, 𝑠2, . . . , 𝑠𝑚) — набор вещественных чисел, 𝑢 = (𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚),
где 𝑢𝑝 (𝑦𝑝) — функции на 𝑌 𝑝.

Статья поступила в редакцию 30 апреля 2011 г.
Автор признателен А.Ю. Савину и Б.Ю. Стернину за постановку задачи и помощь в написании
статьи.



Линь НгуенЛе Об эллиптичности 𝐺-трансляторов на многообразиях с . . . 25

Пусть на многообразии 𝑀 действует группа 𝐺 = Z𝑚, так что 𝐺𝑌 = 𝑌 . Заме-
тим, что при этом точка пересечения 𝑂 является неподвижной. Действие группы
𝐺 на 𝑌 естественным образом индуцирует представление этой группы на про-
странстве 𝐺-инвариантных функций 𝐻𝑠(𝑌 )𝐺:

𝐻𝑠(𝑌 )𝐺 = {𝑢 ∈ 𝐻𝑠(𝑌 ) | ∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔*𝑢 = 𝑢} . (1)

В силу простоты числа 𝑚 имеют место два случая.
1. При действии группы 𝐺 все подмногообразия 𝑌 𝑝 инвариантны.
2. Подмногообразия 𝑌 𝑝 переходят друг в друга.

Рассмотрим оба этих случая.

2.1. Все подмногообразия 𝑌 𝑝 инвариантны

Пусть 𝑔, образующий элемент группы 𝐺, действует на 𝑌 следующим образом:

𝑔 = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑚) : 𝑌 1 ⊔ . . . ⊔ 𝑌 𝑚 → 𝑌 1 ⊔ . . . ⊔ 𝑌 𝑚,

где 𝑔𝑝 : 𝑌 𝑝 → 𝑌 𝑝, 𝑔𝑚𝑝 = 1𝑌 𝑝 , 𝑝 = 1, . . . ,𝑚. Тогда в некоторой окрестности точки 𝑂
существуют координаты 𝑦 такие, что точка 𝑂 имеет координаты 𝑦 = 0, а элемент
𝑔 действует как линейный оператор с матрицей1

𝑔 = diag (𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝐸, . . . , 𝐸) , (2)

по отношению к разложению 𝑦 =
(︀
𝑦1, . . . , 𝑦𝑚

)︀
, где 𝐵𝑖 — диагональная матрица,

на главной диагонали которой присутствуют только элементы вида
(︂

𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎

)︂
и 𝑎+ 𝑏𝑖 — корень уравнения 𝜆𝑚 = 1, а 𝐸 — единичная матрица.

2.2. Подмногообразия 𝑌 𝑝 переходят друг в друга

Пусть образующий элемент 𝑔 ∈ 𝐺 действует на 𝑌 следующим образом:

𝑔 = (𝑔1, . . . , 𝑔𝑚) : 𝑌 1 ⊔ . . . ⊔ 𝑌 𝑚 → 𝑌 1 ⊔ . . . ⊔ 𝑌 𝑚,

где 𝑔𝑝 : 𝑌 𝑝 → 𝑌 𝑝+1, 𝑔𝑝+𝑚−1 . . . 𝑔𝑝+1𝑔𝑝 = 1𝑌 𝑝 .

Тогда в некоторой окрестности точки 𝑂 существуют координаты 𝑦 с началом
𝑂, в которых 𝑔 имеет вид

𝑔(𝑦) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 𝐸 0

0 0 𝐸 0

. . . .

0 0 𝐸

𝐸 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑦1

.

.

.

𝑦𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (3)

Замечание 1. В этом случае для того, чтобы действие 𝑔 на пространстве
𝐻𝑠(𝑌 ) было корректно определено, необходимо, чтобы были выполнены равен-
ства 𝑠1 = . . . = 𝑠𝑚 и 𝑛1 = . . . = 𝑛𝑚.

1Существование такой системы координат обеспечивается изометричностью преобразования 𝑔.



26 Вестник РУДН. Серия Математика. Информатика. Физика. № 3. 2011. С. 24–33

3. 𝐺-трансляторы

3.1. Определение

Рассмотрим оператор

𝑇 =

⎛⎜⎜⎝
0 𝑇12 .. 𝑇1𝑚
𝑇21 0 .. 𝑇2𝑚
.. .. ..

𝑇𝑚1 𝑇𝑚2 .. 0

⎞⎟⎟⎠ : 𝐻𝑠(𝑌 ) → 𝐻𝑠(𝑌 ), (4)

где 𝑇𝑝𝑞 = 𝐷1𝑖
*
𝑝𝐷2𝑖𝑞*𝐷3 : 𝐻𝑠𝑞(𝑌 𝑞) → 𝐻𝑠𝑝(𝑌 𝑝) — транслятор (см. [4]), 𝐷𝑗 — псевдо-

дифференциальные операторы порядков 𝑑𝑗 на соответствующих многообразиях,
а 𝑖*𝑝 и 𝑖𝑝* — граничный и кограничный операторы, соответствующие вложениям
𝑖𝑝 : 𝑌 𝑝 →𝑀 , 𝑝 = 1, . . . ,𝑚. Заметим что здесь многообразия 𝑌 𝑝, 𝑌 𝑞 рассматрива-
ются как подмногообразия в многообразии 𝑌 𝑝 × 𝑌 𝑞.

Оператор 𝑇 на 𝐻𝑠(𝑌 ) называется 𝐺-инвариантным, если ∀𝑔 ∈ 𝐺 имеем

𝑔*𝑇𝑔*−1 = 𝑇.

Сужая 𝐺-инвариантный оператор 𝑇 на подпространство 𝐻𝑠(𝑌 )𝐺, получим
оператор 𝑇𝐺, такой что диаграмма

𝐻𝑠(𝑌 )
𝑇−−−−→ 𝐻𝑠(𝑌 )⌃⎮⎮ ⌃⎮⎮

𝐻𝑠(𝑌 )𝐺
𝑇𝐺

−−−−→ 𝐻𝑠(𝑌 )𝐺

коммутативна. При этом оператор 𝑇𝐺 будем называть 𝐺-транслятором.

3.2. Эллиптичность 𝐺-транслятора

В работе [4] было показано, что вне произвольно малой окрестности точки 𝑂
оператор 1 + 𝑇𝐺 равен диагональному оператору diag(1, 1) c точностью до ком-
пактных операторов. Поэтому будем исследовать оператор 1 + 𝑇𝐺 в окрестности
точки 𝑂.

Определение 1. Пусть

1 + 𝜎(𝑇 )(𝑧) =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 𝐾̂12(𝑧) .. 𝐾̂1𝑚(𝑧)

𝐾̂21(𝑧) 1 .. 𝐾̂2𝑚(𝑧)

.. .. ..

𝐾̂𝑚1(𝑧) 𝐾̂𝑚2(𝑧) .. 1

⎞⎟⎟⎟⎠ : ⊕𝑝𝐿
2(S𝑛𝑝−1) → ⊕𝑝𝐿

2(S𝑛𝑝−1)

символ оператора 1 + 𝑇 (см. [4]). Тогда его сужение

1 + 𝜎(𝑇𝐺)(𝑧) :
(︀
⊕𝑝𝐿

2
(︀
S𝑛𝑝−1

)︀)︀𝐺 →
(︀
⊕𝑝𝐿

2
(︀
S𝑛𝑝−1

)︀)︀𝐺
будем называть символом оператора 1 + 𝑇𝐺.

Определение 2. Оператор 1+𝑇𝐺 называется эллиптическим, если функция
1 + 𝜎

(︀
𝑇𝐺
)︀
(𝑧) обратима всюду на прямой Re 𝑒𝑧 = 𝛼 = 𝑠+

𝑛

2𝑚
, где 𝑛 = dim𝑀 .
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Теорема 1. Если оператор 1+𝑇𝐺 эллиптичен, то он является фредгольмо-
вым.

Доказательство. Воспользуемся схемой доказательства фредгольмовости опе-
ратора 1+𝑇 из [4]. Заморозим коэффициенты оператора 1+𝑇𝐺 в рассматриваемой
точке и сделаем преобразование Фурье от переменных 𝑥 к двойственным пере-
менным 𝜉. В результате получим интегральный оператор 1+𝑇𝐺. Далее переходим
в сферическую систему координат

𝜉𝑝 = 𝑟𝑝𝜔𝑝, 𝑟𝑝 > 0, 𝜔𝑝 ∈ S𝑛𝑝−1, 𝑝 = 1, 2.

Заметим, что в локальных координатах действия группы 𝐺 имеют вид (2) и
(3). Аналогичный вид имеют действия в 𝜉-пространстве, следовательно, в сфе-
рических координатах (𝑟, 𝜔) радиальная переменная не меняется при действии
группы 𝐺. Поэтому корректно определённо действие 𝐺 на сферах S𝑛𝑝−1.

Редукция оператора 1 + 𝑇𝐺 к меллиновской свёртке (см., например, [2]) по
радиальным переменным с последующим применением преобразования Меллина
приводит к оператору умножения на символ 1+ 𝜎

(︁
𝑇𝐺
)︁
. Следовательно, обрати-

мость символа 1+𝜎
(︁
𝑇𝐺
)︁

даёт почти обратимость оператора 𝐴𝐺 = 𝜓
(︁
1 + 𝑇𝐺

)︁
𝜓,

где 𝜓 — 𝐺-инвариантная срезающая функция, равная нулю в окрестности нача-
ла координат 𝜉 = 0 и равная единице при больших |𝜉|. В силу этого получим
фредгольмовость оператора 1 + 𝑇𝐺. �

Замечание 2. Для полноты изложения дадим формулу для компонент сим-
вола 𝜎(𝑇 )(𝑧). Компонента 𝐾̃𝑝𝑞(𝑧) является результатом применения преобразо-
вания Меллина по радиальной переменной к интегральному оператору 𝐾𝑝𝑞(𝑟) с
ядром

𝐾𝑝𝑞 (𝑟, 𝜔𝑝, 𝜔𝑞) = 𝐷1 (𝜔𝑝)𝐷2 (𝑟𝜔𝑝, 𝜔𝑞)𝐷3 (𝜔𝑞) 𝑟
𝑑1−𝛿𝑝 ,

где 𝛿𝑝 =
1

𝑚

(︁∑︁𝑚

𝑗=1
𝑠𝑗

)︁
− 𝑠𝑝 −

𝑛𝑝

2
+

𝑛

2𝑚
.

4. Сравнение эллиптичности операторов 1 + 𝑇 и 1 + 𝑇𝐺

Установим связь между эллиптичностью операторов 1 + 𝑇 и 1 + 𝑇𝐺.

Теорема 2. Если оператор 1 + 𝑇 эллиптичен, то оператор 1 + 𝑇𝐺 также
эллиптичен. Обратное утверждение имеет место, если выполнено одно из сле-
дующих условий:
1) действие группы 𝐺 тривиально;
2) нетривиальный элемент группы имеет вид 𝑔 = diag(𝐵,𝐸, . . . , 𝐸) по отно-

шению к разложению 𝑦 =
(︀
𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚

)︀
.

В остальных случаях (т.е. когда либо нетривиальный элемент имеет вид 𝑔 =
diag (𝐵1, . . . , 𝐵𝑗 , 𝐸, . . . , 𝐸), где 𝑗 > 2, либо подмногообразия 𝑌 𝑝 переходят друг в
друга) из эллиптичности оператора 1 + 𝑇𝐺, вообще говоря, не следует эллип-
тичность оператора 1 + 𝑇 .

Доказательство. Первое утверждение теоремы очевидно, поскольку символ
1 + 𝜎(𝑇𝐺) есть сужение символа 1 + 𝜎(𝑇 ) на инвариантное подпространство. Об-
ратное утверждение доказываем в зависимости от типа действия группы 𝐺.

1. Если действие группы 𝐺 тривиально, то операторы 1+𝑇 и 1+𝑇𝐺 изоморф-
ны.

2. Нетривиальный элемент имеет вид 𝑔 = diag(𝐵,𝐸, . . . , 𝐸).
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При этом пространство
(︀
⊕𝑝𝐿

2
(︀
S𝑛𝑝−1

)︀)︀𝐺 состоит из функций (𝑢1 (𝜔1) , . . . , 𝑢𝑚 (𝜔2)),
где 𝑢1 (𝐵𝜔1) = 𝑢1 (𝜔1) ∈ 𝐿2

(︀
S𝑛1−1

)︀
, а 𝑢𝑝 (𝜔𝑝) ∈ 𝐿2

(︀
S𝑛𝑝−1

)︀
, 𝑝 = 2, . . . ,𝑚. Рассмот-

рим уравнение
(︀
1 + 𝜎

(︀
𝑇𝐺
)︀
(𝑧)
)︀
𝑢 = 𝑣 или⎛⎜⎜⎜⎝

1 𝐾̂12 .. 𝐾̂1𝑚

𝐾̂21 1 .. 𝐾̂2𝑚

.. .. ..

𝐾̂𝑚1 𝐾̂𝑚2 .. 1

⎞⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

𝑢1
𝑢2
.

𝑢𝑚

⎞⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎝
𝑣1
𝑣2
.

𝑣𝑚

⎞⎟⎟⎠
Применяя стандартные преобразования, получим⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1 𝐾̂12 .. 𝐾̂1𝑚

0

0

.

0

𝒦

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

𝑢1
𝑢2
𝑢3
.

𝑢𝑚

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑣1

𝑣2 − 𝐾̂21𝑣1

𝑣3 − 𝐾̂31𝑣1
. . .

𝑣𝑚 − 𝐾̂𝑚1𝑣1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

где 𝒦 — некоторый оператор.
Для 𝑖 = 2, . . . ,𝑚 функции 𝑢𝑖, 𝑣𝑖 − 𝐾̂𝑖1𝑣1 суть обычные функции в 𝐿2

(︀
S𝑛𝑖−1

)︀
.

Поэтому для обратимости оператора 1+𝑇𝐺 необходимо, чтобы был обратим опе-
ратор 𝒦, а это и есть условие обратимости для символа оператора 1 + 𝑇 .

3. Нетривиальный элемент имеет вид 𝑔 = diag (𝐵1, . . . , 𝐵𝑗 , 𝐸, . . . , 𝐸).
Для простоты все контрпримеры рассматриваются, когда 𝑚 = 2.
Определим пространство 𝐺-антиинвариантных функций, по формуле

𝐻𝑠(𝑌 )−𝐺 = {𝑢 ∈ 𝐻𝑠(𝑌 ) | ∀𝑔 ̸= 𝑒 𝑔*𝑢 = −𝑢} .

Легко проверить, что любой 𝐺-инвариантный оператор 𝐴 сохраняет простран-
ства 𝐺-инвариантных функций и 𝐺-антиинвариантных функций. Поэтому ес-
ли 𝐺-инвариантный оператор 𝐴 обратим, то его сужения на каждое из этих
подпространств обратимы. Построим пример, в котором сужение символа 𝐺-
инвариантного оператора 1 + 𝑇 на подпространство 𝐺-инвариантных функций
обратимо, но сужение символа в подпространстве 𝐺-антиинвариантных функций
не обратимо.

Пусть 𝑀 = T2, 𝑌 1 = {𝑦 = 0}, 𝑌 2 = {𝑥 = 0}, 𝑔 = diag(−1,−1), а 𝐶1, 𝐶2 —
некоторые константы. Трансляторы определим следующим образом:

𝑇12 : 𝐻𝑠(𝑌 2) → 𝐻𝑠− 1
3 (𝑌 1),

где 𝑇12 = 𝐷1𝑖
*
1𝐷2𝑖2*𝐷3, и 𝐷𝑖 — ПДО с символами2 𝐷1(𝜉1) = 𝐶1𝜉

1
3
1 , 𝐷2(𝜉1, 𝜉2) =

(𝜉41 + 𝜉42)
− 1

3 , 𝐷3(𝜉2) = 𝜉
1
3
2 ,

𝑇21 : 𝐻𝑠− 1
3 (𝑌 1) → 𝐻𝑠(𝑌 2),

где 𝑇21 = 𝐸1𝑖
*
2𝐸2𝑖1*𝐸3, и 𝐸𝑖 — ПДО с символами 𝐸1(𝜉2) = 𝐶2𝜉

1
3
2 , 𝐸2(𝜉1, 𝜉2) =(︀

𝜉61 + 𝜉62
)︀− 1

3 , 𝐸3(𝜉1) = 𝜉
1
3
1 , а 𝜉1, 𝜉2 — двойственные переменные к 𝑥, 𝑦.

Операторы 𝑇12, 𝑇21 непрерывны при 0 < 𝑠 <
1

3
.

2Отметим, что здесь и ниже 𝜉
1
3
𝑖 < 0 при 𝜉𝑖 < 0 (𝑖 = 1, 2).
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Пусть

𝜙1(𝑧) =
1√
2𝜋

+∞∫︁
0

𝑟𝑧+
1
6

(𝑟4 + 1)
1
3

d𝑟

𝑟
, 𝜙2(𝑧) =

1√
2𝜋

+∞∫︁
0

𝑟𝑧+
1
2

(𝑟6 + 1)
1
3

d𝑟

𝑟
.

Символ оператора 𝑇 действует на пространстве ⊕𝑝𝐿
2(S0)(см. замечание 2) по

формуле ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝐾̂12(𝑧)𝑢2(𝑧) = 𝐶1𝜙1(𝑧)

∫︁
S0

𝑢2(𝑧, 𝜔2)𝜔1𝜔2d𝜔2,

𝐾̂21(𝑧)𝑢1(𝑧) = 𝐶2𝜙2(𝑧)

∫︁
S0

𝑢1(𝑧, 𝜔1)𝜔1𝜔2d𝜔1.

Фиксируем некоторое значение
1

3
< 𝛼 = Re 𝑒𝑧 = 𝑠+

1

3
<

2

3
, такое, что функции

𝜙1(𝑧), 𝜙2(𝑧) отличны от нуля3 на прямой Re 𝑒𝑧 = 𝛼. Далее выбираем

𝐶1 =
1

2𝜙1(𝛼)
, 𝐶2 =

1

2𝜙2(𝛼)
.

При этом можно записать действие оператора 1 + 𝜎(𝑇 )(𝑧) в виде{︂
𝑢1(𝜔1) + 𝐶1𝜙1(𝑧)(𝑢2(1)− 𝑢2(−1))𝜔1 = 𝑣1(𝜔1),

𝐶2𝜙2(𝑧)(𝑢1(1)− 𝑢1(−1))𝜔2 + 𝑢2(𝜔2) = 𝑣2(𝜔2).

В подпространстве𝐺-инвариантных, т.е. чётных функций, оператор 1+𝜎(𝑇 )(𝑧)
равен тождественному оператору для любого 𝑧 на прямой Re 𝑒𝑧 = 𝛼. А в подпро-
странстве нечётных функций для 𝑧 = 𝛼 оператор 1 + 𝜎(𝑇 )(𝑧) имеет вид:⎧⎨⎩ 𝑢1(𝜔1) +

1

2
(𝑢2(1)− 𝑢2(−1))𝜔1 = 𝑣1(𝜔1)

1

2
(𝑢1(1)− 𝑢1(−1))𝜔2 + 𝑢2(𝜔2) = 𝑣2(𝜔2).

Прямой подстановкой можем найти ядро этого оператора, которое порождается
элементом (𝑢1 (𝜔1) , 𝑢2 (𝜔2)) = (𝜔1 = −𝜔2).

4. Подмногообразия 𝑌 𝑝 переходят друг в друга.
Подпространство 𝐺-инвариантных функций 𝑢 = (𝑢1 (𝜔1) , 𝑢2 (𝜔2)) изоморф-

но пространству функций на одном подмногообразии. В силу этого символ 𝐺-
инвариантного транслятора изоморфен оператору 1 + 𝐾̃12𝑔

*
1 . А оператор 1 +

𝜎(𝑇 )(𝑧) обратим тогда и только тогда, когда следующий оператор обратим

1− 𝐾̂12(𝑧)𝐾̂21(𝑧) =
(︁
1 + 𝐾̂12(𝑧)𝑔

*
1

)︁(︁
1− 𝑔*2𝐾̂21(𝑧)

)︁
.

Следовательно, чтобы доказать это утверждение достаточно построить при-
мер, в котором для 𝐺-инвариантного оператора 1 + 𝑇 операторы 1 + 𝐾̂12(𝑧)𝑔

*
1

обратимы на прямой Re 𝑒𝑧 = 𝛼, а оператор 1− 𝑔*2𝐾̂21(𝑧0) не является обратимым
всюду на прямой Re 𝑒𝑧 = 𝛼.

Пусть 𝑀 = T4, 𝑌 1 =
{︀
𝑦1 = 𝑦2 = 0

}︀
, 𝑌 2 =

{︀
𝑥1 = 𝑥2 = 0

}︀
. Трансляторы опре-

деляются следующим образом:

𝑇12 : 𝐻𝑠(𝑌 2) → 𝐻𝑠(𝑌 1),

3Такое 𝛼 всегда найдётся в силу аналитичности функций 𝜙1(𝑧), 𝜙2(𝑧).
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где 𝑇12 = 𝐷1𝑖
*
1𝐷2𝑖2*𝐷3, и 𝐷𝑖 — ПДО с символами

𝐷1(𝜉) = 𝐶1, 𝐷2(𝜉, 𝜂) =
1

(𝜉21 + 𝜉22 + 𝜂2
1 + 𝜂2

2)
2 , 𝐷3(𝜂) = 𝜂22,

а 𝜉, 𝜂 — двойственные переменные к 𝑥, 𝑦. Также положим

𝑇21 : 𝐻𝑠(𝑌 1) → 𝐻𝑠(𝑌 2),

где 𝑇21 = 𝐸1𝑖
*
2𝐸2𝑖1*𝐸3, и 𝐸𝑖 — ПДО с символами

𝐸1(𝜂) = 𝐶2, 𝐸2(𝜉, 𝜂) =
1

(𝜉21 + 𝜉22 + 𝜂2
1 + 𝜂2

2)
2 , 𝐸3(𝜉) = 𝜉22 .

Операторы 𝑇12, 𝑇21 непрерывны при 0 < 𝑠 < 2.

Для некоторого 1 < 𝛼 = Re 𝑒𝑧 = 𝑠 + 1 < 3, такого, что функции 𝜙1(𝑧), 𝜙2(𝑧)
отличны от нуля на прямой Re 𝑒𝑧 = 𝛼, подбирая константы

𝐶1 = 𝐶2 =
1

𝜋𝜙1(𝛼)
, где 𝜙1(𝑧) = 𝜙2(𝑧) =

1√
2𝜋

+∞∫︁
0

𝑟𝑧+2

(𝑟2 + 1)2
d𝑟

𝑟
,

можем записать действие оператора 1 + 𝜎(𝑇 )(𝑧)(см. замечание 2)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
𝑢1(𝜔1) + 𝐶1𝜙1(𝑧)

𝜋∫︁
−𝜋

cos2 𝜔2𝑢2(𝜔2)d𝜔2 = 𝑣1(𝜔1),

𝐶2𝜙2(𝑧)

𝜋∫︁
−𝜋

cos2 𝜔1𝑢1(𝜔1)d𝜔1 + 𝑢2(𝜔2) = 𝑣2(𝜔2).

При этом прямой подстановкой можно проверить, что функция 𝑢1(𝜔1) = 𝑐, где
𝑐 = const ̸= 0 принадлежит оператору 𝑔*2𝐾̂21(𝛼)− 1.

С другой стороны, оператор 𝐾̂12(𝑧)𝑔
*
1 компактен. Поэтому 1+ 𝐾̂12(𝑧)𝑔

*
1 фред-

гольмов, причём размерности его ядра и коядра одинаковы. Рассмотрим его ядро.
Элемент ядра удовлетворяет уравнениям

𝑢1(𝜔1) + 𝐶1𝜙1(𝑧)

𝜋∫︁
−𝜋

cos2 𝜔2𝑢2(𝜔2)d𝜔2 = 0, (5)

Следовательно,

𝑢1(𝜔1) = 𝑢2(𝜔1) = −𝐶1𝜙1(𝑧)

𝜋∫︁
−𝜋

cos2 𝜔2𝑢2(𝜔2)d𝜔2 = 𝑘𝐶1𝜙1(𝑧).

где 𝑘 — константа. Подставляя в (5), получим 𝑘𝐶1𝜙1(𝑧)(1+𝜋𝐶1𝜙1(𝑧)) = 0, следо-
вательно, 𝑘 = 0 т.е. 𝑢1 = 0. В силу этого

dim Ker
(︁
1 + 𝐾̂12(𝑧)𝑔

*
1

)︁
= dim Coker

(︁
1 + 𝐾̂12(𝑧)𝑔

*
1

)︁
= 0,

т.е. оператор 1 + 𝐾̂12(𝑧)𝑔
*
1 обратим. �
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5. Обобщённые действия на пространстве векторных
функций

В пространстве вектор-функций рассматриваются действия элементов груп-
пы 𝐺

𝑔*𝑢(𝑦) = 𝐴𝑔(𝑦)𝑢(𝑔𝑦), (6)

где 𝑢 — вектор-функция, 𝐴 — матричнозначная функция.
В локальных координатах (6) запишется в виде⎛⎝ 𝑔*1𝑢1(𝑦

1)

. . .

𝑔*𝑚𝑢𝑚(𝑦𝑚)

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝐴1(𝑦
1)𝑢1(𝑔1𝑦

1)

. . .

𝐴𝑚(𝑦𝑚)𝑢𝑚(𝑔𝑚𝑦
𝑚)

⎞⎠ ,

𝑔𝑖 — действие элемента 𝑔, индуцируемое на подмногообразии 𝑌 𝑖.
Теорема 3. Если оператор 1 + 𝑇 эллиптичен, то оператор 1 + 𝑇𝐺 также

эллиптичен, а в обратную сторону имеют место следующие утверждения:
1) Из эллиптичности оператора 1 + 𝑇𝐺 следует эллиптичность оператора

1+𝑇 , если нетривиальный элемент имеет вид 𝑔 = diag(𝐵,𝐸, . . . , 𝐸) по от-
ношению к разложению 𝑦 =

(︀
𝑦1, . . . , 𝑦𝑚

)︀
и матрицы 𝐴𝑖(𝑦

𝑖) = 1, 𝑖 = 2, . . . ,𝑚.
2) В остальных случаях из эллиптичности оператора 1 + 𝑇𝐺, вообще говоря,

не следует эллиптичность оператора 1 + 𝑇 .
Доказательство. Достаточно рассмотреть только те случаи, когда для ска-

лярных функций условия эллиптичности операторов 1+𝑇 и 1+𝑇𝐺 эквивалентны.
1. Действие группы 𝐺 тривиально.
В векторном случае транслятор действует следующим образом:

1 + 𝑇 : 𝐻𝑠
(︀
𝑌,C𝑘

)︀
→ 𝐻𝑠

(︀
𝑌,C𝑘

)︀
.

В силу тривиальности действия группы 𝐺 имеет место равенство:

𝐴𝑖(𝑦
𝑖)𝑢𝑖(𝑦

𝑖) = 𝑢𝑖(𝑦
𝑖).

Отсюда при каждом фиксированном 𝑦𝑖, 𝑢𝑖(𝑦𝑖) — собственный вектор матрицы
𝐴𝑖(𝑦

𝑖) с собственным значением +1. Множество всех таких векторов образует
собственное подпространство 𝐸𝑦𝑖 ⊂ C𝑘. Так как собственное значение не зависит
от 𝑦𝑖, то собственное подпространство 𝐸𝑦𝑖 зависит от 𝑦𝑖 гладко. При этом опреде-
ляется векторное расслоение 𝐸 ∈ 𝑉 𝑒𝑐𝑡(𝑀). И подпространство 𝐺-инвариантных
функций в 𝐻𝑠(𝑌,C𝑘) можно рассматривать как пространство 𝐻𝑠(𝑌,𝐸) сечений
расслоения 𝐸. Поэтому 𝐺-транслятор можно рассматривать как транслятор на
𝐻𝑠(𝑌,𝐸). Следовательно, условие эллиптичности этого транслятора, вообще го-
воря, не совпадает с условием эллиптичности оператора 1 + 𝑇 .

2. Нетривиальный элемент имеет вид 𝑔 = diag(𝐵,𝐸, . . . , 𝐸), и существует мат-
рица 𝐴𝑖(𝑦

𝑖) ̸= 1, 𝑖 ∈ {2, . . . ,𝑚}.
Пусть для простоты 𝑚 = 2, при этом нетривиальный элемент в некоторых

координатах в окрестности точки 𝑂 имеет вид 𝑔 = (𝑔1, 𝑔2) = diag(𝐵,𝐸). Тогда
условие 𝐺-инвариантности имеет вид(︃

𝑢1(𝑦
1)

𝑢2(𝑦
2)

)︃
=

(︃
𝐴1(𝑦

1)𝑢1(𝑔1𝑦
1)

𝐴2(𝑦
2)𝑢2(𝑦

2)

)︃
.

В окрестности точки пересечения рассматривается оператор

1 + 𝑇 : 𝐻𝑠
(︀
R𝑛

𝑦 ,C𝑘
)︀
→ 𝐻𝑠

(︀
R𝑛

𝑦 ,C𝑘
)︀
,
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с его символом

1 + 𝜎(𝑇 )(𝑧) =

⎛⎜⎝ 1 𝐾̂12(𝑧)

𝐾̂21(𝑧) 1

⎞⎟⎠ : ⊕𝑝𝐿
2
(︀
S𝑛𝑝−1, 𝑘

)︀
→ ⊕𝑝𝐿

2
(︀
S𝑛𝑝−1, 𝑘

)︀
.

Если матрица 𝐴2(𝑦
2) = 1, то, аналогично скалярному случаю, условия эллип-

тичности операторов 1 + 𝑇 и 1 + 𝑇𝐺 эквивалентны. Если же матрица 𝐴2(𝑦
2) ̸= 1,

то дадим контрпример.
Пусть 𝑀 = T2, 𝑌 1 = {𝑦2 = 0}, 𝑌 2 = {𝑦1 = 0}, 𝑘 = 1, матрицы 𝐴𝑔(𝑦

1) = 1,
𝐴𝑔(𝑦

2) = −1. Трансляторы определяются следующим образом:

𝑇12 : 𝐻𝑠
(︀
𝑌 2
)︀
→ 𝐻𝑠(𝑌 1),

где 𝑇12 = 𝐷1𝑖
*
1𝐷2𝑖2*𝐷3, и 𝐷𝑖 — ПДО с символами

𝐷1(𝜉) = 𝐶1𝜉, 𝐷2(𝜉, 𝜂) =
1

𝜉2 + 𝜂2
, 𝐷3(𝜂) = 1,

а 𝜉, 𝜂 — двойственные переменные к 𝑦1, 𝑦2. Положим также

𝑇21 : 𝐻𝑠(𝑌 1) → 𝐻𝑠(𝑌 2),

где 𝑇21 = 𝐸1𝑖
*
2𝐸2𝑖1*𝐸3, и 𝐸𝑖 — ПДО с символами

𝐸1(𝜂) = 𝐶2𝜂
2, 𝐸2(𝜉, 𝜂) =

1

𝜉4 + 𝜂4
, 𝐸3(𝜉) = 𝜉.

Операторы 𝑇12, 𝑇21 непрерывны при −1 < 𝑠 < 0.

Для некоторого −1

2
< 𝛼 = Re 𝑒𝑧 = 𝑠+

1

2
<

1

2
, такого, что функции 𝜙1(𝑧), 𝜙2(𝑧)

отличны от нуля на прямой Re 𝑒𝑧 = 𝛼, подбирая константы

𝐶1 =
1

2𝜙1(𝛼)
, 𝐶2 =

1

2𝜙2(𝛼)
,

где

𝜙1(𝑧) =
1√
2𝜋

+∞∫︁
0

𝑟𝑧+1

𝑟2 + 1

d𝑟

𝑟
, 𝜙2(𝑧) =

1√
2𝜋

+∞∫︁
0

𝑟𝑧+2

𝑟4 + 1

d𝑟

𝑟
,

можем записать действие оператора 1 + 𝜎(𝑇 )(𝑧) в виде{︂
𝑢1(𝜔1) + 𝐶1𝜙1(𝑧)(𝑢2(1) + 𝑢2(−1))𝜔1 = 𝑣1(𝜔1),

𝐶2𝜙2(𝑧)(𝑢1(1)− 𝑢1(−1)) + 𝑢2(𝜔2) = 𝑣2(𝜔2).

Подпространство𝐺-инвариантных функций состоит из пар (𝑢1, 𝑢2) вида (𝑢1, 0),
где 𝑢1 — чётная функция. Тогда оператор 1+𝜎(𝑇𝐺)(𝑧) для ∀𝑧 ∈ {Re 𝑒𝑧 = 𝛼} равен
тождественному оператору.

Далее оператор 1 + 𝜎(𝑇 )(𝛼) записывается следующим образом⎧⎨⎩𝑢1(𝜔1) +
1

2
(𝑢2(1) + 𝑢2(−1))𝜔1 = 𝑣1(𝜔1),

1

2
(𝑢1(1)− 𝑢1(−1)) + 𝑢2(𝜔2) = 𝑣2(𝜔2).
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Легко проверить, что пара (𝑢1(𝜔1), 𝑢2(𝜔2)) = (−𝑐𝜔1, 𝑐), 𝑐 ̸= 0, принадлежит ядру
оператора 1 + 𝜎(𝑇 )(𝛼), т.е. он необратим. �
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