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В работе представлены новые результаты, связывающие число фокальных точек со-
пряжённого базиса симплектической разностной системы размерности 2𝑛 и отрицатель-
ный индекс инерции дополнения Шура в некоторой симметрической матрице той же раз-
мерности. Доказанный результат позволяет свести задачу вычисления фокальных точек
дискретных симплектических систем к задаче вычисления спектра некоторой «седло-
вой» задачи для блочной симметрической матрицы с собственными значениями различ-
ных знаков.
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1. Введение
В работе рассматриваются симплектические системы разностных уравнений [1]:

𝑌𝑖+1 =𝑊𝑖𝑌𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑁, 𝑊𝑖 =

[︂
𝐴𝑖 𝐵𝑖

𝐶𝑖 𝐷𝑖

]︂
, (1)

где вещественная 2𝑛×2𝑛 матрица 𝑊𝑖 системы (1) является симплектической для
любого 𝑖:

𝑊𝑇
𝑖 𝐽𝑊𝑖 = 𝐽, 𝐽 =

[︂
0 𝐼

−𝐼 0

]︂
, (2)

здесь 0, 𝐼 — нулевая и единичная матрицы. Отметим, что частным случаем систе-
мы (1) являются гамильтоновы системы разностных уравнений, разностные урав-
нения Штурма–Лиувилля порядка 2𝑛, дискретные матричные уравнения Якоби,
в частности, матричные уравнения Штурма–Лиувилля. Перечисленные классы
дискретных уравнений являются разностными аналогами соответствующих обык-
новенных дифференциальных уравнений и систем. Работа посвящена дискретной
осцилляционной теории для решений (1), основы которой заложены в [1–3]. Од-
ним из важнейших понятий данной теории является понятие фокальной точки
и её кратности. Для непрерывного аналога системы (1), канонической системы
дифференциальных уравнений

𝑌 ′(𝑡) =

[︃
𝒜(𝑡) ℬ(𝑡)
𝒞(𝑡) −𝒜𝑇 (𝑡)

]︃
𝑌 (𝑡), ℬ(𝑡) = ℬ𝑇 (𝑡), 𝒞(𝑡) = 𝒞𝑇 (𝑡), 𝑌 (𝑡) =

[︂
𝑋(𝑡)

𝑈(𝑡)

]︂
.

(3)
соответствующим понятием является понятие сопряжённой точки и её кратно-
сти [4]. Напомним, что если 𝑌 := 𝑌 (𝑡) является матричным 2𝑛× 𝑛 решением (3),
удовлетворяющим

𝑌 =

[︂
𝑋

𝑈

]︂
, 𝑋𝑇𝑈 = 𝑈𝑇𝑋, rang 𝑌𝑖 = 𝑛, (4)

то сопряжённая точка 𝑌 := 𝑌 (𝑡) определяется условием det(𝑋(𝑡)) = 0, а её крат-
ность равна def(𝑋(𝑡)) = 𝑛− rang (𝑋(𝑡)).
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Соответствующая концепция, введённая в [2] для 2𝑛 × 𝑛 матричных реше-
ний (1), удовлетворяющих (4), является значительно более сложной. Так, соглас-
но [5, Определение 3.2] сопряжённый базис 𝑌𝑖 системы (1) имеет 𝑚*(𝑖) фокальных
точек (с учётом их кратностей) на [𝑖, 𝑖+ 1), если

𝑚*
𝑖 (𝑌 ) := rang (�̃�𝑖) + ind (𝑃𝑖), (5)⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

�̃�𝑖 = (𝐼 −𝑋𝑖𝑋
†
𝑖 )𝐵

𝑇
𝑖 ,

𝑇𝑖 = 𝐼 − �̃�†
𝑖 �̃�𝑖,

𝑃𝑖 = 𝑇𝑖𝑋𝑖+1𝑋
†
𝑖𝐵

𝑇
𝑖 𝑇𝑖,

(6)

при этом 𝐵𝑖 — блок матрицы 𝑊𝑖, 𝑋
† — псевдообратная матрица для 𝑋 [6, c. 31], а

ind𝐴 — число отрицательных собственных значений симметрической матрицы 𝐴.
С точки зрения приложений дискретной осцилляционной теории представ-

ляется важным устойчивое вычисление числа фокальных точек. Так, в недавних
работах [3,7], посвящённых дискретной спектральной теории для систем (1), зави-
сящих от 𝜆, доказаны аналоги теорем Штурма [8], связывающие число фокальных
точек матричного решения симплектической системы при заданном 𝜆1 с числом
собственных значений некоторой краевой задачи, находящихся левее 𝜆1. Практи-
ческие приложения данных результатов связаны с созданием новых алгоритмов,
реализующих, например, быструю оценку локализации спектра симметрических
разреженных матриц, связанных с (1). Для симметрических ленточных матриц
такие алгоритмы предложены в [7,9].

Основным результатом работы является доказательство существования равен-
ства между числом фокальных точек сопряжённого базиса (1) и отрицательным
индексом инерции дополнения Шура в некоторой блочной симметрической мат-
рице, ассоциированной с 𝑌𝑖,𝑊𝑖. Отметим, что традиционно проблемы вычисления
собственных значений блочных симметрических матриц связывают с седловыми
задачами для систем линейных уравнений (см. [10]). Доказанный результат поз-
воляет использовать обширный теоретический и практический аппарат, развитый
для решения данных задач (см. [10, 11] и библиографию данных работ) в алго-
ритмах расчёта числа фокальных точек для матричных решений системы (1).

2. Основные результаты

Для пары 2𝑛× 𝑛 матриц 𝑌 , 𝑌 , удовлетворяющих (4), определим сравнитель-
ный индекс (см. [5]) 𝜇(𝑌, 𝑌 ) согласно

𝜇(𝑌, 𝑌 ) := rankℳ+ ind𝒟, (7)⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ℳ = (𝐼 −𝑋𝑋†)�̂�, 𝑋 = [𝐼 0]𝑌, �̂� = [𝐼 0]𝑌 ,

𝒯 = 𝐼 −𝑀†𝑀,

𝒟 = 𝒯 𝑤(𝑌, 𝑌 )𝑇𝑋†�̂�𝒯 ,
𝑤(𝑌, 𝑌 ) = 𝑌 𝑇𝐽𝑌 .

(8)

Определим двойственный к 𝜇(𝑌, 𝑌 ) индекс формулой 𝜇(𝑌, 𝑌 ) := rankℳ +

ind ( − 𝐷). Основные свойства 𝜇(𝑌, 𝑌 ), 𝜇*(𝑌, 𝑌 ) доказаны в [5]. Для доказатель-
ства основных результатов важна связь между сравнительным индексом и чис-
лом фокальных точек. Так, если 𝑚*

𝑖 (𝑌 ) — число фокальных точек сопряжённого
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базиса (1) на [𝑖, 𝑖+ 1), то

𝑚*
𝑖 (𝑌 ) = 𝜇*(𝑌𝑖,𝑊

−1
𝑖 [0 𝐼]𝑇 ), 𝑊−1

𝑖 =

[︂
𝐷𝑇

𝑖 −𝐵𝑇
𝑖

−𝐶𝑇
𝑖 𝐴𝑇

𝑖

]︂
. (9)

Для двух 2𝑛× 𝑛 матриц 𝑌 , 𝑌 определим следующую 2𝑛× 2𝑛 матрицу

Λ[𝑉 ] = 𝑉 𝑇

[︂
0 𝐼

0 0

]︂
𝑉 −

[︂
0 𝑤(𝑌, 𝑌 )

0 0

]︂
, 𝑤(𝑌, 𝑌 ) = 𝑌 𝑇𝐽𝑌 , (10)

где
𝑉 = [𝑌 𝑌 ]. (11)

Если 𝑌 , 𝑌 разделены на 𝑛 × 𝑛 блоки 𝑌 = [𝑋𝑇 𝑈𝑇 ]𝑇 , 𝑌 = [�̂�𝑇 �̂�𝑇 ]𝑇 , то Λ[𝑉 ]
записывается в виде

Λ[𝑉 ] =

[︃
𝑈𝑇𝑋 𝑈𝑇 �̂�

�̂�𝑇𝑈 �̂�𝑇 �̂�

]︃
. (12)

Если дополнительно предположить, что 𝑈𝑇𝑋 = 𝑋𝑇𝑈 , �̂�𝑇 �̂� = �̂�𝑇 �̂�, то матрица
Λ[𝑉 ] симметрическая. Заметим, что если 𝑉 — симплектическая, то (10) заведомо
симметрическая, при этом 𝑌 , 𝑌 удовлетворяют (4) и дополнительному условию
нормировки 𝑤(𝑌, 𝑌 ) = 𝐼. В следующей лемме мы формулируем некоторые свой-
ства Λ[𝑉 ].

Лемма 1.
1. Если 𝑉 определена (11), а 𝑊 симплектическая, то

Λ[𝑊𝑉 ] = 𝑉 𝑇Λ[𝑊 ]𝑉 + Λ[𝑉 ], (13)

2. Для произвольной матрицы 𝑉, заданной (11), выполнено

Λ[𝐽𝑉 𝐽𝑇 ] = −𝐽Λ[𝑉 ]𝐽𝑇 , (14)

3. Для произвольной 𝑉 в форме (11) и любых 𝑛×𝑛 матриц 𝐶1, 𝐶2 справедливо

Λ[𝑉 diag(𝐶1, 𝐶2)] = diag(𝐶𝑇
1 , 𝐶

𝑇
2 )Λ[𝑉 ]diag(𝐶1, 𝐶2) (15)

4. Если 𝑌 , 𝑌 удовлетворяют (4), то

indΛ[𝑉 ] = ind(𝑋𝑇𝑈) + 𝜇(𝑌, 𝑌 ) = ind(�̂�𝑇 �̂�) + 𝜇*(𝐽𝑌 , 𝐽𝑌 ), (16)

где 𝜇(𝑌, 𝑌 ) — сравнительный индекс, а 𝜇*(𝐽𝑌 , 𝐽𝑌 ) — двойственный к 𝜇(𝑌, 𝑌 ).

Доказательство.
1. Согласно (10) имеем

Λ[𝑊𝑉 ] = 𝑉 𝑇𝑊𝑇

[︂
0 𝐼

0 0

]︂
𝑊𝑉 −

[︃
0 𝑤(𝑊𝑌,𝑊𝑌 )

0 0

]︃
=

= 𝑉 𝑇

{︂
𝑊𝑇

[︂
0 𝐼

0 0

]︂
𝑊 −

[︂
0 𝐼

0 0

]︂}︂
𝑉 + 𝑉 𝑇

[︂
0 𝐼

0 0

]︂
𝑉 −

[︂
0 𝑤(𝑌, 𝑌 )

0 0

]︂
=

= 𝑉 𝑇Λ[𝑊 ]𝑉 + Λ[𝑉 ],
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где мы используем, что для симплектической матрицы 𝑊 =

[︂
𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

]︂
спра-

ведливы тождества

𝑤(𝑊 [𝐼 0]𝑇 ,𝑊 [0 𝐼]𝑇 ) = 𝐴𝑇𝐷 − 𝐶𝑇𝐵 = 𝐼, (17)

𝑤(𝑊𝑌,𝑊𝑌 ) = 𝑌 𝑇𝑊𝑇𝐽𝑊𝑌 = 𝑌 𝑇𝐽𝑌 = 𝑤(𝑌, 𝑌 ). (18)

Свойство (13) доказано.
2. Согласно (12) имеем

−𝐽Λ[𝑉 ]𝐽𝑇 = −𝐽

[︃
𝑈𝑇𝑋 𝑈𝑇 �̂�

�̂�𝑇𝑈 �̂�𝑇 �̂�

]︃
𝐽𝑇 =

[︃
−�̂�𝑇 �̂� �̂�𝑇𝑈

𝑈𝑇 �̂� −𝑈𝑇𝑋

]︃
,

Λ[𝐽𝑌 ,−𝐽𝑌 ] =

[︃
−�̂�𝑇 �̂� �̂�𝑇𝑈

𝑈𝑇 �̂� −𝑈𝑇𝑋

]︃

Следовательно, (14) доказано.
3. Доказательство (15) следует из (10) и[︂
0 𝑤(𝑌 𝐶1, 𝑌 𝐶2)

0 0

]︂
=

[︃
0 𝐶1

𝑇𝑤(𝑌, 𝑌 )𝐶2

0 0

]︃
= diag(𝐶𝑇

1 , 𝐶
𝑇
2 )

[︂
0 𝑤(𝑌, 𝑌 )

0 0

]︂
diag(𝐶1, 𝐶2)

4. Доказательство (16) приведено в [5, стр.443]. �

Напомним определение дополнения Шура. Пусть задана 𝑘 × 𝑘 матрица 𝐴,
𝛼 — произвольное подмножество {1, 2, . . . , 𝑘}, а 𝐴(𝛼) — главная невырожден-
ная подматрица 𝐴, расположенная на пересечении строк и столбцов с одина-
ковыми номерами, определяемыми 𝛼. Тогда дополнение Шура равно 𝐴/𝐴(𝛼) =
𝐴(𝛼𝑐)−𝐴(𝛼𝑐, 𝛼)(𝐴(𝛼))−1𝐴(𝛼, 𝛼𝑐), где 𝛼𝑐 — дополнение множества 𝛼 относительно
{1, 2, . . . , 𝑘}, а 𝐴(𝛼, 𝛽) — подматрица 𝐴 с номерами строк и столбцов из 𝛼, 𝛽 соот-
ветственно. В частности, если 𝐴(𝛼) расположена в верхнем левом углу матрицы
𝐴, то справедливо блочно-треугольное разложение

𝐴 =

[︂
𝐼 0

𝐴(𝛼𝑐, 𝛼)(𝐴(𝛼))−1 𝐼

]︂ [︂
𝐴(𝛼) 0

0 𝐴/𝐴(𝛼)

]︂ [︂
𝐼 (𝐴(𝛼))−𝑇𝐴(𝛼, 𝛼𝑐)

0 𝐼

]︂
.

Если 𝐴 = 𝐴𝑇 , то из последней формулы следует известное соотношение

ind𝐴 = ind𝐴(𝛼) + ind (𝐴/𝐴(𝛼)), (19)

верное для произвольного расположения 𝐴(𝛼) в 𝐴. Используя (19) и лемму 1,
докажем основной результат работы.

Теорема 1. Пусть 𝑌𝑖 — сопряжённый базис системы (1). Определим 2𝑛×2𝑛
симметрическую матрицу

Λ[𝑉𝑖] =

[︂
−𝑋𝑇

𝑖 𝑈𝑖 𝑈𝑇
𝑖 𝐵

𝑇
𝑖

𝐵𝑖𝑈𝑖 𝐵𝑖𝐴
𝑇
𝑖

]︂
, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁. (20)

Тогда для любой невырожденной 𝑘𝑖 × 𝑘𝑖 подматрицы 𝐻𝑖 симметрической мат-
рицы −𝑋𝑇

𝑖 𝑈𝑖 и числа фокальных точек 𝑚*
𝑖 (𝑌 ) на [𝑖, 𝑖+ 1) справедливо

𝑚*(𝑌𝑖) = ind(Λ[𝑉𝑖]/𝐻𝑖)− ind
(︀(︀
−𝑋𝑇

𝑖 𝑈𝑖

)︀
/𝐻𝑖

)︀
. (21)
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В частности, если
rank (𝑋𝑖𝑈𝑖) = 𝑘𝑖, 𝑖 = 0, . . . , 𝑁, (22)

то

𝑚*(𝑌𝑖) =

{︂
ind (Λ[𝑉𝑖]/𝐻𝑖) , 𝑘𝑖 > 0,

ind (Λ[𝑉𝑖]) , 𝑘𝑖 = 0.
(23)

Доказательство. Отметим, что согласно (9)

𝑚*
𝑖 (𝑌 ) = 𝜇* (︀𝑌𝑖,𝑊−1[0 𝐼]

)︀
= 𝜇*

(︂[︂
𝑋𝑖

𝑈𝑖

]︂
,

[︂
−𝐵𝑇

𝑖

𝐴𝑇
𝑖

]︂)︂
= 𝜇

(︂[︂
−𝑋𝑖

𝑈𝑖

]︂
,

[︂
𝐵𝑇

𝑖

𝐴𝑇
𝑖

]︂)︂
,

где мы используем, что 𝜇*(𝑌, 𝑌 ) = 𝜇(diag(−𝐼, 𝐼)𝑌, diag(−𝐼, 𝐼)𝑌 ) согласно опреде-
лению двойственного индекса, данному выше. Следовательно, построив (10) для

𝑉, заданной (11) при 𝑌 :=

[︂
−𝑋𝑖

𝑈𝑖

]︂
, 𝑌 :=

[︂
𝐵𝑇

𝑖

𝐴𝑇
𝑖

]︂
, получим (20). Применяя лемму 1

для указанного частного случая, имеем

ind (Λ[𝑉𝑖]) = 𝑚*
𝑖 (𝑌 ) + ind

(︀
−𝑋𝑇

𝑖 𝑈𝑖

)︀
. (24)

С другой стороны, используя (19) для 𝐴 := −𝑋𝑇
𝑖 𝑈𝑖, 𝐴(𝛼) := 𝐻𝑖, получим

ind
(︀
−𝑋𝑇

𝑖 𝑈𝑖

)︀
= ind(𝐻𝑖) + ind

(︀
−𝑋𝑇

𝑖 𝑈𝑖/𝐻𝑖

)︀
. Далее, применяя (19) для 𝐴 := Λ[𝑉𝑖],

𝐴(𝛼) := 𝐻𝑖, имеем ind (Λ[𝑉𝑖]) = ind(𝐻𝑖) + ind (Λ[𝑉𝑖/𝐻𝑖) . Подставляя полученные
представления в (24) и сокращая ind(𝐻𝑖), получим (21). Напомним, что условие
−𝑋𝑇

𝑖 𝑈𝑖/𝐻𝑖 = 0 необходимо и достаточно для (22), так как 𝑘𝑖 — размерность 𝐻𝑖

по условию теоремы. Следовательно, теорема полностью доказана. �

Заметим, что если выполнено условие (22), то матрица Λ[𝑉𝑖]/𝐻𝑖 в (23) имеет

вид

[︃
0 𝑅𝑖

𝑅𝑇
𝑖 𝑃𝑖

]︃
, где нулевой блок имеет размерность 𝑛−rang

(︀
𝑋𝑇

𝑖 𝑈𝑖

)︀
, а симметри-

ческая матрица 𝑃 , в общем случае индефинитная, имеет ранг, не превосходящий
rang (𝐵𝑖). Например, для дискретных уравнений Штурма–Лиувилля порядка 2𝑛
выполнено rang (𝐵𝑖) = 1 и матрица Λ[𝑉𝑖]/𝐻𝑖 может быть построена с помощью
окаймления нулевого блока ровно одной строкой и столбцом.

3. Заключение
В работе доказана теорема, связывающая число фокальных точек сопряжён-

ных базисов симплектических разностных систем размерности 2𝑛 и отрицатель-
ный индекс инерции дополнения Шура в некоторой симметрической матрице той
же размерности. Доказанный результат позволяет использовать обширный тео-
ретический и практический аппарат, развитый для исследования спектра «сед-
ловых» задач в алгоритмах расчёта числа фокальных точек для матричных ре-
шений симплектических разностных систем.
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We present new results connecting the number of focal points of a conjoined basis of а
2𝑛×2𝑛 symplectic difference system and the negative inertia index of the Schur complement
in a symmetric matrix of the same size. The proved result makes it possible to reduce the
problem of calculating of focal points for discrete symplectic systems to a “saddle point”
spectral problem for a symmetric indefinite block matrix.
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