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1. Введение
Для неавтономных модельных линейных систем с квазиполиномиальной мат-

рицей с особенностями доказаны с помощью одного из вариантов метода рас-
щепления теоремы об асимптотической приводимости к более простым системам,
более удобным для качественного и численного анализа.

2. О приводимости некоторых классов модельных систем
обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) с

квазиполиномиальной матрицей

В предлагаемой работе рассмотрены различные варианты линейных неавто-
номных модельных систем ОДУ с квазиполиномиальной матрицей с особенностя-
ми более общего, вида чем в монографиях [1,2].

На основе одного из последних вариантов метода расщепления [3–5] предло-
жены алгоритмы асимптотического приведения исходных систем (с учётом спек-
тральных характеристик определяющей матрицы) к менее громоздкому виду,
удобному для дальнейшего анализа, что обобщает известные ранее результаты [1–
5].

Для удобства изложения для произвольной квадратной матрицы 𝐴 = {𝑎𝑗𝑘}𝑛1
введём обозначения для «её диагональной» 𝐴diag {𝑎11, . . . , 𝑎𝑛𝑛} и «бездиагональ-
ной» ¯̄𝐴 = 𝐴−𝐴 частей.

Теорема 1. Система ОДУ с квазиполиномиальной матрицей вида

�̇� = 𝑡𝑚𝐴 (𝑡)𝑥; 𝑥 (𝑡0) = 𝑥0; 𝑥 ∈ 𝑅𝑛; (𝑚 > 1) ; (𝑡0 > 0) ; (1)

𝐴 (𝑡) =
∞∑︁
𝑘=0

𝐴𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘, где 𝐴𝑘 (𝑡) — 𝑇 -периодические достаточно плавные мат-

рицы и матричный ряд сходятся по некоторой норме абсолютно и равномерно
при 𝑡 > 𝑡0 > 1 в случае, если спектр {𝜆0𝑗 (𝑡)}𝑛1 матрицы 𝐴0 (𝑡) удовлетворяет
неравенствам

𝜎𝑗𝑘 (𝑡) ≡ 𝜆0𝑗 (𝑡)− 𝜆0𝑘 (𝑡) ̸= 0;
(︀
𝑗 ̸= 𝑘; 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛; 𝑡 > 𝑡0 > 1

)︀
, (2)
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может быть с помощью невырожденной при достаточно больших 𝑡 > 𝑡0 > 1
замены

𝑥 = 𝑆0 (𝑡)𝐻 (𝑡) 𝑧;
(︀
𝑆−1
0 (𝑡)𝐴0 (𝑡)𝑆0 (𝑡) = Δ0 (𝑡) = diag {𝜆01 (𝑡) , ..., 𝜆0𝑛 (𝑡)}

)︀
; (3)

𝐻 (𝑡) = 𝐸 +
𝑁∑︁

𝑘=1

¯̄𝐻𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘; ¯̄𝐻𝑘 (𝑡) — 𝑇 -периодические матрицы

(︀
𝑘 = 1, 𝑛

)︀
, приве-

дена к неавтономной системе с почти диагональной матрицей:

�̇� = 𝑡𝑚

(︃
𝑁∑︁

𝑘=0

Λ𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘 + 0

(︀
𝑡−𝑁−1

)︀)︃
𝑧 ≡ 𝑡𝑚𝑄 (𝑡) 𝑧, (4)

где 𝑇 -периодические диагональные Λ𝑘 (𝑡) и «бездиагональные» ¯̄𝐻𝑘 (𝑡);
(︀
𝑘 = 1, 𝑛

)︀
матрицы однозначно определяются итерационным методом.

Доказательство. В условиях теоремы 1 существует невырожденная Т-пери-
одическая замена 𝑥 = 𝑆0 (𝑡) 𝑦, приводящая систему (1) к виду:

�̇� = 𝑡𝑚𝐵 (𝑡) 𝑦;

(︃
𝐵 (𝑡) = Λ0 (𝑡) +

∞∑︁
𝑘=1

𝐵𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘

)︃
, (5)

что позволяет после ещё одного невырожденного при достаточно больших 𝑡 > 𝑡0 > 1
преобразования 𝑦 = 𝐻 (𝑡) 𝑧 перейти и системе (4), если матрицы 𝐵 (𝑡) , 𝐻 (𝑡) и
𝑄 (𝑡) связаны дифференциальным равенством

�̇� = 𝑡𝑚 (𝐵 (𝑡)𝐻 (𝑡)−𝐻 (𝑡)𝑄 (𝑡)) . (6)

Приравнивая в (6) коэффициенты при одинаковых степенях 𝑡, получим неав-
тономные алгебраические матричные уравнения для последовательного и одно-
значного определения всех необходимых Т- периодических диагональных Λ𝑘 (𝑡)

и «бездиагональных» ¯̄𝐻𝑘 (𝑡) матриц
(︀
𝑘 = 1, 𝑛

)︀
:

𝑡𝑚−𝑘 : Λ0 (𝑡)
¯̄𝐻𝑘 (𝑡)− ¯̄𝐻𝑘 (𝑡) Λ0 (𝑡) = Λ𝑘 (𝑡)− 𝑃𝑘 (𝑡) ;

(︀
𝑘 = 1,𝑚; 𝑃1 (𝑡) ≡ 𝐵1 (𝑡)

)︀
;

𝑃𝑘 (𝑡) = 𝐵𝑘 (𝑡) +
𝑘−1∑︁
𝑗=1

(𝐵𝑗 (𝑡)𝐻𝑘−𝑗 (𝑡)−𝐻𝑘−𝑗 (𝑡) Λ𝑗 (𝑡)); (7)

𝑡−𝑘 : Λ0 (𝑡)
¯̄𝐻𝑚+𝑘 (𝑡)− ¯̄𝐻𝑚+𝑘 (𝑡) Λ0 (𝑡) = Λ𝑚+𝑘 (𝑡)− 𝑃𝑚+𝑘 (𝑡) ;

𝑃𝑚+𝑘 (𝑡) = 𝐵𝑚+𝑘 (𝑡)+

+
𝑚+𝑘−1∑︁

𝑗=1

(︁
𝐵𝑗 (𝑡)

¯̄𝐻𝑚+𝑘−𝑗 (𝑡)− ¯̄𝐻𝑚+𝑘−𝑗 (𝑡) Λ𝑗 (𝑡)
)︁
− ˙̄̄
𝐻 𝑘 (𝑡) + 𝑘 ¯̄𝐻𝑘−1 (𝑡), (8)

(︀
𝑘 = 1, 𝑁 −𝑚

)︀
.

Структура линейных алгебраических матричных уравнений (7) и (8) позволя-
ет однозначно определить следующие матрицы:

Λ𝑘 (𝑡) = 𝑃𝑘 (𝑡) ;
¯̄𝐻𝑘 (𝑡) = {ℎ𝑖𝑗𝑘 (𝑡)} ; 𝑃𝑘 (𝑡) = {𝑝𝑖𝑗𝑘 (𝑡)}

ℎ𝑖𝑗𝑘 (𝑡) = −𝑝𝑖𝑗𝑘 (𝑡) /𝜎𝑖𝑗 (𝑡) ;
(︀
𝑖 ̸= 𝑗; 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛; 𝑘 = 1, 𝑁

)︀
, (9)
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что и завершает доказательство теоремы 1. �

Замечание 1. Случай, когда в системе (1) матрицы 𝐴𝑘 (𝑡) являются посто-
янными, исследуется методами теоремы 1 (включая случай 𝑚 = 0).

Принципиально другая ситуация при анализе системы (1) возникает, когда
𝑚 = −1 и 𝑚 6 −2.

Теорема 2. Система (1) при 𝑚 = −1 и наличии постоянных матриц 𝐴𝑘

(𝑘 > 0) в случае, если спектр {𝜆0𝑗}𝑛1 матрицы 𝐴0 удовлетворяет неравенствам:

𝜎𝑗𝑘 ≡ 𝜆0𝑗 − 𝜆0𝑘 ̸= 0,±1,±2, ...
(︀
𝑗 ̸= 𝑘; 𝑗, 𝑘 = 1, 𝑛

)︀
(10)

может быть с помощью невырожденной при достаточно больших 𝑡 > 𝑡0 > 1
замены

𝑥 = 𝑆0𝐻 (𝑡) 𝑧;
(︀
𝑆−1
0 𝐴0𝑆0 = Λ0 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 {𝜆01, ..., 𝜆0𝑛}

)︀
;

(︃
𝐻 (𝑡) = 𝐸 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐻𝑘𝑡
−𝑘

)︃
(11)

приведена к системе с почти диагональной матрицей вида

�̇� = 𝑡−1
(︀
Δ0 + 0

(︀
𝑡−𝑁−1

)︀)︀
𝑧 ≡ 𝑡−1𝑄 (𝑡) 𝑧, (12)

где постоянные матрицы 𝐻𝑘

(︀
𝑘 = 1, 𝑁

)︀
однозначно определяются с помощью

итерационного алгоритма.

Доказательство. Повторяя рассуждения теоремы 1, для матриц 𝐵 (𝑡) , 𝐻 (𝑡)
и 𝑄 (𝑡) получим дифференциальное соотношение:

𝑡�̇� = 𝐵 (𝑡)𝐻 (𝑡)−𝐻 (𝑡)𝑄 (𝑡) . (13)

Приравнивая в (13) коэффициенты при одинаковых степенях 𝑡 , получаем набор
однотипных матричных уравнений вида:

Λ0
¯̄𝐻𝑛 − ¯̄𝐻𝑛Λ0 − 𝑛𝐻𝑛 = −𝑃𝑛;

(︀
𝑛 = 1, 𝑁

)︀
; 𝑃1 = 𝐵1; 𝑃𝑛 = 𝐵𝑛 +

𝑛−1∑︁
𝑗=1

𝐵𝑗𝐻𝑛−𝑗 ,

откуда получаем формулы для последовательного и однозначного определения
всех матриц ¯̄𝐻𝑘

(︀
𝑘 = 1, 𝑁

)︀
:

�̄�𝑘 = −𝑃𝑘/𝑘;
¯̄𝐻𝑘 = {ℎ𝑖𝑗𝑘} ; ¯̄𝑃 𝑘 = {𝑝𝑖𝑗𝑘} ; ℎ𝑖𝑗𝑘 = −𝑝𝑖𝑗𝑘/ (𝜎𝑖𝑗 − 𝑛) ,

что и завершает доказательство теоремы 2. �

Теорема 3. Система (1) при 𝑚 = −1 с 𝑇 -периодическими матрицами 𝐴𝑘 (𝑡)
(𝑘 > 0) может быть приведена с помощью невырожденной при достаточно
больших 𝑡 > 𝑡0 > 1 𝑇 -периодической замены

𝑥 = 𝐻 (𝑡) 𝑦;

(︃
𝐻 (𝑡) = 𝐸 +

𝑁∑︁
𝑘=1

𝐻𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘

)︃
(14)

к более простой системе полиномиального типа с постоянными матрицами
вида

�̇� = 𝑡−1

(︃
𝑁∑︁

𝑘=0

𝐵𝑘𝑡
−𝑘 + 0

(︀
𝑡−𝑁−1

)︀)︃
𝑦 = 𝑡−1𝐵 (𝑡) 𝑦, (15)
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где 𝑇 -периодические матрицы 𝐻𝑘 (𝑡) и постоянные матрицы 𝐵𝑘

(︀
𝑘 = 1, 𝑁

)︀
опре-

деляются с помощью простого алгоритма.

Доказательство. Система (1) может быть приведена к системе (15), если
матрицы 𝐴 (𝑡) , 𝐵 (𝑡) и 𝐻 (𝑡) удовлетворяют дифференциальному соотношению:

𝑡�̇� = 𝐴 (𝑡)𝐻 (𝑡)−𝐻 (𝑡)𝐵 (𝑡) . (16)

Приравнивая в (16) коэффициенты при одинаковых степенях 𝑡, получим набор
однотипных неавтономных матричных уравнений вида:

�̇� 𝑘 (𝑡) = 𝑃𝑘−1 (𝑡)−𝐵𝑘−1;
(︀
𝑘 = 0, 𝑁

)︀
; 𝑃0 (𝑡) = 𝐴0 (𝑡) ; (17)

𝑃𝑘−1 (𝑡) = 𝐴𝑘−1 (𝑡)+(𝑘 − 1)𝐻𝑘−1 (𝑡)+
𝑘−2∑︁
𝑗=0

(𝐴𝑗 (𝑡)𝐻𝑘−𝑗 (𝑡)−𝐻𝑘−𝑗 (𝑡)𝐵𝑗);
(︀
𝑘 = 0, 𝑁

)︀
,

откуда последовательно и однозначно определяются 𝑇 -периодические матрицы

𝐻𝑘 (𝑡) =

𝑡∫︁
0

(𝑃𝑘−1 (𝑡)−𝐵𝑘−1) d𝑡, (18)

где 𝐵𝑘−1 =
1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑃𝑘−1 (𝑡) d𝑡, что и завершает доказательство теоремы 3. �

Теорема 4. Система (1) с постоянными матрицами 𝐴𝑘 (𝑘 > 0) при 𝑚 6 −2
может быть приведена с помощью невырожденной при достаточно больших
𝑡 > 𝑡0 > 1 замены

𝑥 = 𝐻 (𝑡) 𝑦;

(︃
𝐻 (𝑡) = 𝐸 +

𝑁∑︁
𝑘=𝑚

𝐻𝑘𝑡
−𝑘

)︃
(19)

к системе вида
�̇� = 𝑡𝑚

(︀
𝐵0 + 0

(︀
𝑡−𝑁−1

)︀)︀
𝑦 ≡ 𝑡𝑚𝐵 (𝑡) 𝑦, (20)

где постоянные матрицы 𝐻𝑘

(︀
𝑘 = 𝑚,𝑁

)︀
определяются по итерационной схеме.

Доказательство. Приведение системы (1) при 𝑚 6 −2 с постоянными мат-
рицами 𝐴𝑘 к системе (20) с помощью замены (19) возможно, если матрицы 𝐴 (𝑡),
𝐵 (𝑡) и 𝐻 (𝑡) удовлетворяют соотношению вида:

�̇� = 𝑡𝑚 (𝐴 (𝑡)𝐻 (𝑡)−𝐻 (𝑡)𝐵 (𝑡)) . (21)

Приравнивая в (21) коэффициенты при одинаковых степенях 𝑡 , получим набор
уравнений вида

𝑡0 : 𝐵0 = 𝐴0; 𝑡−1 : 𝑚𝐻𝑚 = −𝐴1 ⇒ 𝐻𝑚 = −𝐴1

𝑚
;

𝑡−2 : (𝑚+ 1)𝐻𝑚+1 = −𝐴2 ⇒ 𝐻𝑚+1 = − 𝐴2

𝑚+ 1

и так далее. Теорема 4 доказана. �
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Теорема 5. Система (1) при 𝑚 6 −2 с Т-периодическими матрицами 𝐴𝑘 (𝑡)
(𝑘 > 0) может быть приведена с помощью невырожденной при 𝑡 > 𝑡0 > 1 Т-
периодической замены

𝑥 = 𝐻 (𝑡) 𝑦;

(︃
𝐻 (𝑡) = 𝐸 +

𝑁∑︁
𝑘=𝑚

𝐻𝑘 (𝑡) 𝑡
−𝑘

)︃
(22)

к более простой системе вида:

�̇� = 𝑡𝑚

(︃
𝑁∑︁

𝑘=0

𝐵𝑘𝑡
−𝑘 + 0

(︀
𝑡−𝑁−1

)︀)︃
𝑦 = 𝑡𝑚𝐵 (𝑡) 𝑦, (23)

где Т-периодические матрицы 𝐻𝑘 (𝑡)
(︀
𝑘 = 𝑚,𝑁

)︀
и постоянные матрицы 𝐵𝑘 (𝑘 =

0, 𝑁) определяются с помощью простых итераций.

Доказательство. С помощью изложенного выше алгоритме (см. теорему 1)
можно показать, что приведение системы (1) (𝑚 6 −2) и системе (23) возможно,
если матрицы 𝐴 (𝑡) , 𝐵 (𝑡) и 𝐻 (𝑡) связаны соотношением (обозначив 𝑚 = −𝑛):

𝑡𝑛�̇� = 𝐴 (𝑡)𝐻 (𝑡)−𝐻 (𝑡)𝐵 (𝑡) ; (24)

𝑡𝑛
(︂
�̇� 𝑚 (𝑡)

𝑡𝑚
− 𝑚𝐻𝑚 (𝑡)

𝑡𝑚+1
+
�̇� 𝑚+1 (𝑡)

𝑡𝑚+1
− (𝑚+ 1)𝐻𝑚+1 (𝑡)

𝑡𝑚+2
+ ...

)︂
=

=

(︂
𝐴0 (𝑡) +

𝐴1 (𝑡)

𝑡
+
𝐴2 (𝑡)

𝑡2
+ ...

)︂(︂
𝐸 +

𝐻𝑚 (𝑡)

𝑡𝑚
+
𝐻𝑚+1 (𝑡)

𝑡𝑚+1
+ ...

)︂
−

−
(︂
𝐸 +

𝐻𝑚 (𝑡)

𝑡𝑚
+
𝐻𝑚+1 (𝑡)

𝑡𝑚+1
+ ...

)︂(︁
𝐵0 +

𝐵1

𝑡
+
𝐵2

𝑡2
+ ...

)︁
Приравнивая в (24) коэффициенты при одинаковых степенях 𝑡, получим набор

однотипных алгебраических неавтономных матричных уравнений:

𝑡0 : �̇� 𝑚 = 𝐴0 (𝑡)−𝐵0 ⇒ 𝐵0 =
1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝐴0 (𝑡) d𝑡; 𝐻𝑚 =

𝑡∫︁
0

(𝐴0 (𝑠)−𝐵0) d𝑠;

𝑡−1 : �̇� 𝑚+1 = (𝐴1 (𝑡) +𝑚𝐻𝑚 (𝑡))−𝐵1 ⇒ 𝐵1 =
1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑃1 (𝑡) d𝑡;

(𝑃1 (𝑡) = 𝐴1 (𝑡) +𝑚𝐻𝑚 (𝑡)) ; 𝐻𝑚+1 (𝑡) =

𝑡∫︁
0

(𝑃1 (𝑠)−𝐵1) d𝑠;

𝑡−2 : �̇� 𝑚+2 = (𝐴2 (𝑡) + (𝑚+ 1)𝐻𝑚+1 (𝑡))−𝐵2 ⇒ 𝐵2 =
1

𝑇

𝑇∫︁
0

𝑃2 (𝑡) d𝑡;

(𝑃2 (𝑡) = 𝐴2 (𝑡) + (𝑚+ 1)𝐻𝑚+1 (𝑡)) ; 𝐻𝑚+2 (𝑡) =

𝑡∫︁
0

(𝑃2 (𝑠)−𝐵2) d𝑠;

и так далее. Теорема 5 доказана. �



18 Вестник РУДН. Серия Математика. Информатика. Физика. № 2. 2012. С. 13–18

3. Заключение
Предложенный в статье метод асимптотической приводимости линейных неав-

тономных модельных систем ОДУ с квазиполиномиальной матрицей при наличии
особенностей является конструктивным и удобным как для качественного, так и
для численного анализа.

Доказанные с помощью метода аналогий и алгоритма метода расщепления
нетривиальные теоремы позволяют дополнить или уточнить известные ранее ре-
зультаты [1–5].
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