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Неравенство разных метрик в анизотропных
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В статье доказано неравенство разных метрик для тригонометрических полиномов со
спектром из гиперболического креста в анизотропных пространствах Лоренца.
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1. Введение

Пусть N = (𝑁1, . . . , 𝑁𝑛), где 𝑁𝑗 ∈ N для всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 и

𝑇N(𝑥) =
∑︁
|k|6N

𝑐k𝑒
2𝜋𝑖(k,x)

— тригонометрический полином порядка N, (k,x) =
𝑛∑︀

𝑗=1
𝑘𝑗𝑥𝑗 .

При 1 6 p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) 6 q = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) 6∞ и 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛), где 𝛼𝑗 ∈ R
для всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, справедливы неравенства⃦⃦⃦

𝑇
(𝛼)
N

⃦⃦⃦
𝐿q

6
𝑛∏︁

𝑗=1

𝑁
𝛼𝑗

𝑗 ‖𝑇N‖𝐿q
, (1)

‖𝑇N‖𝐿q
6 𝐶

𝑛∏︁
𝑗=1

𝑁
(1/𝑝𝑗−1/𝑞𝑗)
𝑗 ‖𝑇N‖𝐿p

, (2)

здесь 𝑇 (𝛼)
N (𝑥) =

∑︀
|k|6N

k̄𝛼𝑐k𝑒
2𝜋𝑖(k,x), k̄𝛼 =

𝑛∏︀
𝑗=1

𝑘
𝛼𝑗

𝑗 , 𝑘 = max{1, |𝑘|}.

Неравенства (1) и (2) называются соответственно неравенствами Бернштейна
и Никольского для тригонометрических полиномов со спектром из прямоуголь-
ников [1]. Эти неравенства являются фундаментальным аппаратом исследования
в теории приближения и теории вложения, для классов пространств Никольского
и Бесова (𝐻 и 𝐵 — классы).

В случае пространств с доминирующей смешанной производной (𝑆𝐻 и 𝑆𝐵 —
классы) аналогичную роль играют неравенства для тригонометрических полино-
мов со спектром из гиперболических крестов.

Пусть 𝑁 ∈ N, 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑛), где 𝛾𝑗 > 0 для всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Множество

Γ(𝑁, 𝛾) =

⎧⎨⎩k = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛) : 𝑘𝑗 ∈ Z, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,
𝑛∏︁

𝑗=1

𝑘
𝛾𝑗

𝑗 6 𝑁

⎫⎬⎭
называется гиперболическим крестом порядка 𝑁 , соответствующим 𝛾.
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Пусть 𝑇Γ(𝑁,𝛾)(x) =
∑︀

k∈Γ(𝑁,𝛾)

𝑐k𝑒
2𝜋𝑖(k,x) — тригонометрический полином со спек-

тром из гиперболического креста и 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛), 𝛼𝑗 ∈ R для всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,
обозначим

𝑇
(𝛼)
Γ(𝑁,𝛾)(x) =

∑︁
k∈Γ(𝑁,𝛾)

k̄𝛼𝑐k𝑒
2𝜋𝑖(k,x).

В работе В.Н. Темлякова [2] для полиномов со спектром из гиперболического
креста приведено неравенство Бернштейна–Никольского в пространствах Лебега.

Пусть 1 6 𝑝 6 𝑟 < ∞, 𝛼 = 𝛼1 = . . . = 𝛼𝜈 < 𝛼𝜈+1 6 . . . 6 𝛼𝑛, 𝛼 + 1/𝑝 > 0,
1 = 𝛾1 = . . . = 𝛾𝜈 < 𝛾𝜈+1 6 . . . 6 𝛾𝑛 таковы, что 𝛼𝑗 = 𝛼𝛾𝑗 для 𝑗 = 𝜈 + 1, . . . , 𝑛.
Тогда справедливы неравенства⃦⃦⃦

𝑇
(𝛼)
Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿∞

6 𝐶𝑁 (𝛼+1/𝑝) (ln(𝑁 + 1))(1−1/𝑝)(𝜈−1) ⃦⃦
𝑇Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦
𝐿𝑝
, (3)

⃦⃦⃦
𝑇

(𝛼)
Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿𝑟

6 𝐶𝑁 (𝛼+1/𝑝−1/𝑟)
⃦⃦
𝑇Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦
𝐿𝑝
, (𝛼 > 0). (4)

В данной работе мы изучаем неравенство Бернштейна–Никольского для три-
гонометрических полиномов со спектром из гиперболического креста в анизотроп-
ных пространствах Лоренца 𝐿pq⋆ [3,4]. Это позволило нам в достаточной степени
раскрыть природу оценки, а именно выяснить её зависимость от сильных и сла-
бых параметров пространств относительно каждой переменной.

2. Основные результаты

Пусть 𝑓(x) = 𝑓(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) — измеримая функция, заданная на [0, 1]𝑛. Через
𝑓*(t) = 𝑓*1,...,*𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛) обозначим функцию, полученную применением к пер-
вой невозрастающей перестановки, последовательно по переменным 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛,
при фиксированных остальных переменных.

Пусть мультииндексы p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛), q = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) удовлетворяют услови-
ям, если 0 < 𝑝𝑗 <∞, то 0 < 𝑞𝑗 6∞, если же 𝑝𝑗 =∞, то и 𝑞𝑗 =∞ для 𝑗 = 1, . . . , 𝑛,
и ⋆ = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑛} — произвольная перестановка множества {1, . . . , 𝑛}. Анизотроп-
ным пространством Лоренца 𝐿pq⋆ называется множество функций, для которых

‖𝑓‖𝐿pq⋆ =

=

⎛⎜⎝ 1∫︁
0

. . .

⎛⎝ 1∫︁
0

⃒⃒⃒
𝑡
1/𝑝1
1 . . . 𝑡1/𝑝𝑛

𝑛 𝑓*1,...,*𝑛(𝑡1, . . . , 𝑡𝑛)
⃒⃒⃒𝑞𝑗1 𝑑𝑡𝑗1

𝑡𝑗1

⎞⎠𝑞𝑗2/𝑞𝑗1

. . .
𝑑𝑡𝑗𝑛

𝑡𝑗𝑛

⎞⎟⎠
1/𝑞𝑗𝑛

<∞.

Здесь выражение
(︁∫︀ 1

0 (𝐺(𝑠))𝑞 𝑑𝑠
𝑠

)︁1/𝑞
при 𝑞 =∞ понимается как sup𝑠>0𝐺(𝑠).

Нами доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть 1 < p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) < ∞, 1 6 q = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) 6∞, ⋆ =
{𝑗1, . . . , 𝑗𝑛} — некоторая перестановка множества {1, . . . , 𝑛},

𝜁 = max{(𝛼𝑗𝑖
+ 1/𝑝𝑗𝑖

)/𝛾𝑗𝑖
: 𝑖 = 1, . . . , 𝑛},

𝐵 = {𝑖 : (𝛼𝑗𝑖 + 1/𝑝𝑗𝑖)/𝛾𝑗𝑖 = 𝜁, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}, 𝑖0 = min{𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐵}.
Тогда справедливы неравенства:
при 𝜁 > 0

⃦⃦⃦
𝑇

(𝛼)
Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿∞

6 𝐶𝑁𝜁 (ln(𝑁 + 1))

∑︀
𝑖∈𝐵

1/𝑞′𝑗𝑖
−1/𝑞′𝑗𝑖0 ‖𝑇Γ(𝑁,𝛾)‖𝐿pq⋆ , (5)
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при 𝜁 = 0 ⃦⃦⃦
𝑇

(𝛼)
Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿∞

6 𝐶 (ln(𝑁 + 1))

∑︀
𝑖∈𝐵

1/𝑞′𝑗𝑖

‖𝑇Γ(𝑁,𝛾)‖𝐿pq⋆ , (6)

при 𝜁 < 0 ⃦⃦⃦
𝑇

(𝛼)
Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿∞

6 𝐶‖𝑇Γ(𝑁,𝛾)‖𝐿pq⋆ . (7)

Замечание 1. Теорема 1 обобщает и дополняет соответствующий результат
работы [5].

Теорема 2. Пусть 1 < p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)< r = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛) < ∞, 1 6 q =
(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛),d = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) 6 ∞, 1/𝜃𝑗 = (1/𝑑𝑗 − 1/𝑞𝑗)+, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, ⋆ =
{𝑗1, . . . , 𝑗𝑛} — некоторая перестановка множества {1, . . . , 𝑛},

𝜁 = max{(𝛼𝑗𝑖 + 1/𝑝𝑗𝑖 − 1/𝑟𝑗𝑖)/𝛾𝑗𝑖 : 𝑖 = 1, . . . , 𝑛},

𝐵 = {𝑖 : (𝛼𝑗𝑖 + 1/𝑝𝑗𝑖 − 1/𝑟𝑗𝑖)/𝛾𝑗𝑖 = 𝜁, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}, 𝑖0 = min{𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐵}.

Тогда справедливы неравенства:
при 𝜁 > 0

⃦⃦⃦
𝑇

(𝛼)
Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿rd⋆

6 𝐶𝑁𝜁 (ln(𝑁 + 1))

∑︀
𝑖∈𝐵

1/𝜃𝑗𝑖
−1/𝜃𝑗𝑖0

‖𝑇Γ(𝑁,𝛾)‖𝐿pq⋆ , (8)

при 𝜁 = 0 ⃦⃦⃦
𝑇

(𝛼)
Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿rd⋆

6 𝐶 (ln(𝑁 + 1))

∑︀
𝑖∈𝐵

1/𝜃𝑗𝑖

‖𝑇Γ(𝑁,𝛾)‖𝐿pq⋆ , (9)

при 𝜁 < 0 ⃦⃦⃦
𝑇

(𝛼)
Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿rd⋆

6 𝐶‖𝑇Γ(𝑁,𝛾)‖𝐿pq⋆ . (10)

Неравенства (5)–(12) в отличие от неравенств (3), (4) позволяют увидеть ка-
кие параметры пространств за что отвечают. Так, в неравенстве (8), в отличие
от неравенства (4), возникает логарифмическая компонента, связанная со сла-
быми параметрами пространств, а именно с теми из них, которые соответствуют
max{(𝛼𝑗𝑖 + 1/𝑝𝑗𝑖 − 1/𝑟𝑗𝑖)/𝛾𝑖 : 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}. Из неравенств (5), (8) также видно, что
оценки зависят от параметра ⋆ = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑛} тем, что из

∑︀
𝑖∈𝐵

1/𝑞′𝑗𝑖
или

∑︀
𝑖∈𝐵

1/𝜃𝑗𝑖
вы-

читается соответствующая компонента 1/𝑞′𝑗𝑖0
или 1/𝜃𝑗𝑖0

, которая впервые встре-
чается при интегрировании в норме пространства 𝐿pq⋆ .

3. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть 𝛽 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑛), 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑛), q = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛), где 𝛽𝑗 ∈
R, 𝛾𝑗 > 0, 𝑞𝑗 > 0 для всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑛, 𝜈 > 0 и 𝑀 ∈ N,

𝐴𝑀,𝛾(𝛽, 𝜈,q) =

=

⎛⎜⎜⎝ [ 𝑀
𝛾𝑛

]∑︁
𝑘𝑛=0

. . .

⎛⎜⎝
[︀

𝑀−𝛾2𝑘2−...𝛾𝑛𝑘𝑛
𝛾1

]︀∑︁
𝑘1=0

⎛⎜⎝2

𝑛∑︀
𝑗=1

𝛽𝑗𝑘𝑗

(𝑀 − 𝛾1𝑘1 − . . .− 𝛾𝑛𝑘𝑛)𝜈

⎞⎟⎠
𝑞1⎞⎟⎠

𝑞2/𝑞1

. . .

⎞⎟⎟⎠
1/𝑞𝑛

.
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Пусть 𝜁 = max {𝛽𝑗/𝛾𝑗 : 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}, 𝐵 = {𝑖 : 𝛽𝑖/𝛾𝑖 = 𝜁, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛} и 𝑖0 =
min {𝑖 : 𝑖 ∈ 𝐵}, тогда

𝐴𝑀,𝛾(𝛽, 𝜈,q) ∼

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
2𝜁𝑀𝑀

∑︀
𝑖∈𝐵

1/𝑞𝑖−1/𝑞𝑖0

при 𝜁 > 0

𝑀
𝜈+
∑︀
𝑖∈𝐵

1/𝑞𝑖

при 𝜁 = 0
𝑀𝜈 при 𝜁 < 0

. (11)

Доказательство следует из следующих асимптотических соотношений

𝑀∑︁
𝑘=0

2𝛽𝑘(𝑀 − 𝑘)𝜈 ∼

⎧⎪⎨⎪⎩
2𝛽𝑀 при 𝛽 > 0
𝑀𝜈+1 при 𝛽 = 0
𝑀𝜈 при 𝛽 < 0

.

Лемма 2 (см. [6]). Пусть 1 < p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛)< r = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛) < ∞, 1 +
1/r = 1/p + 1/s, 1 6 q = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛),d = (𝑑1, . . . , 𝑑𝑛) 6 ∞, 1/𝜃 = (1/d− 1/q)+,
⋆ = {𝑗1, . . . , 𝑗𝑛} — некоторая перестановка множества {1, . . . , 𝑛}. Тогда справед-
ливо неравенство

‖𝑓 * 𝑔‖𝐿rd⋆
6 𝐶‖𝑓‖𝐿pq⋆‖𝑔‖𝐿s𝜃⋆ .

Пусть −∞ < 𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) < ∞, 0 < q = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛),p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) 6 ∞.
Для функций 𝑓 ∈ 𝐿p([0, 1)𝑛) обозначим через

Δs(𝑓,x) =
∑︁

k∈𝜌(s)

𝑎k(𝑓)𝑒2𝜋𝑖⟨k,x⟩,

где {𝑎k(𝑓)}k∈Z𝑛 — коэффициенты Фурье функции 𝑓 по кратной тригонометриче-
ской системе, 𝜌(s) = {k = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛) ∈ Z𝑛 :

[︀
2𝑠𝑖−1

]︀
6 |𝑘𝑖| < 2𝑠𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑛}.

Анизотропным пространством Бесова 𝐵𝛼q⋆

p ([0, 1)𝑛) [7] называется множество
функций 𝑓 из 𝐿p([0, 1)𝑛) для которых конечна норма

‖𝑓‖
𝐵𝛼q⋆

p ([0,1)𝑛)
=
⃦⃦⃦{︁

2(𝛼,s)‖Δs(𝑓)‖𝐿p([0,1)𝑛)

}︁⃦⃦⃦
𝑙q⋆

,

где ‖ · ‖𝑙q⋆ — норма дискретного пространства Лебега 𝑙q⋆ .
Сформулируем в виде леммы частный случай теоремы 4 из [7].

Лемма 3. Пусть 1 < p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) < r = (𝑟1, . . . , 𝑟𝑛) < ∞, 0 < q =
(𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) 6∞ и 𝜎 = 1

p −
1
r , ⋆ = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑛) — некоторая перестановка множе-

ства (1, . . . , 𝑛), тогда

𝐵𝜎q⋆

p ([0, 1)𝑛) →˓ 𝐿rq⋆([0, 1)𝑛) →˓ 𝐵−𝜎q⋆

p ([0, 1)𝑛).

Пусть k = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑛), s = (𝑠1, . . . , 𝑠𝑛) и 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑛), где 𝑘𝑗 ∈ Z, 𝑠𝑗 ∈ N и
𝛾𝑗 > 0 для всех 𝑗 = 1, . . . , 𝑛. Ступенчатым крестом называется множество

𝑄(𝑀,𝛾) =
⋃︁

(s,𝛾)6𝑀

𝜌(s).

Лемма 4. Пусть 1 < p = (𝑝1, . . . , 𝑝𝑛) < ∞, 0 < q = (𝑞1, . . . , 𝑞𝑛) 6∞,
⋆ = (𝑗1, . . . , 𝑗𝑛) — некоторая перестановка множества (1, . . . , 𝑛),
𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) ∈ R𝑛, 𝛾 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑛) > 0 и 𝑈

(𝛼)
𝑄(𝑀,𝛾) =

∑︀
k∈𝑄(𝑀,𝛾)

k̄𝛼𝑒2𝜋𝑖(k,x).

Тогда справедливо ⃦⃦⃦
𝑈

(𝛼)
𝑄(𝑀,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿rq⋆([0,1]𝑛)

∼ 𝐴𝑀,𝛾

(︂
𝛼+

1
r′
, 0,q⋆

)︂
.
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Доказательство. Последовательность {k̄𝛼} — монотонна по каждому индек-
су, и согласно теореме Харди–Литтлвуда, получим

⃦⃦⃦
Δs

(︁
𝑈

(𝛼)
𝑄(𝑀,𝛾)

)︁⃦⃦⃦
𝐿p([0,1)𝑛)

∼ 2

𝑛∑︀
𝑗=1

(︁
𝛼𝑗+

1
𝑝′

𝑗

)︁
𝑠𝑗

. (12)

Согласно лемме 3 и (12) имеем⃦⃦⃦
𝑈

(𝛼)
𝑄(𝑀,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿rq⋆([0,1]𝑛)

6 𝐶1

⃦⃦⃦
𝑈

(𝛼)
𝑄(𝑀,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐵𝜎q⋆

p ([0,1)𝑛)
=

= 𝐶1

⎛⎜⎜⎝ [ 𝑀
𝛾𝑛

]∑︁
𝑠𝑛=0

. . .

⎛⎜⎝
[︀

𝑀−𝛾2𝑠2−...−𝛾𝑛𝑠𝑛
𝛾1

]︀∑︁
𝑠1=0

⎛⎜⎝2

𝑛∑︀
𝑗=1

𝜎𝑗𝑠𝑗 ⃦⃦⃦
Δs(𝑈

(𝛼)
𝑄(𝑀,𝛾))

⃦⃦⃦
𝐿p([0,1)𝑛)

⎞⎟⎠
𝑞1⎞⎟⎠

𝑞2
𝑞1

. . .

⎞⎟⎟⎠
1

𝑞𝑛

∼

∼

⎛⎜⎜⎝ [ 𝑀
𝛾𝑛

]∑︁
𝑠𝑛=0

. . .

⎛⎜⎝
[︀

𝑀−𝛾2𝑠2−...−𝛾𝑛𝑠𝑛
𝛾1

]︀∑︁
𝑠1=0

⎛⎜⎝2

𝑛∑︀
𝑗=1

( 1
𝑝𝑗
− 1

𝑟𝑗
+𝛼𝑗+

1
𝑝′

𝑗

)𝑠𝑗

⎞⎟⎠
𝑞1⎞⎟⎠

𝑞2
𝑞1

. . .

⎞⎟⎟⎠
1

𝑞𝑛

=

=

⎛⎜⎜⎝ [ 𝑀
𝛾𝑛

]∑︁
𝑠𝑛=0

. . .

⎛⎜⎝
[︀

𝑀−𝛾2𝑠2−...−𝛾𝑛𝑠𝑛
𝛾1

]︀∑︁
𝑠1=0

⎛⎜⎝2

𝑛∑︀
𝑗=1

(𝛼𝑗+
1

𝑟′
𝑗

)𝑠𝑗

⎞⎟⎠
𝑞1⎞⎟⎠

𝑞2
𝑞1

. . .

⎞⎟⎟⎠
1

𝑞𝑛

=

= 𝐴𝑀

(︂
𝛼+

1
r′
, 0,q⋆

)︂
. (13)

Аналогично, согласно лемме 3 и (12), имеем⃦⃦⃦
𝑈

(𝛼)
𝑄(𝑀,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿rq⋆([0,1]𝑛)

> 𝐶1

⃦⃦⃦
𝑈

(𝛼)
𝑄(𝑀,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐵−𝜎q⋆

p ([0,1)𝑛)
=

= 𝐶1

⎛⎜⎜⎝ [ 𝑀
𝛾𝑛

]∑︁
𝑠𝑛=0

. . .

⎛⎜⎝
[︀

𝑀−𝛾2𝑠2−...−𝛾𝑛𝑠𝑛
𝛾1

]︀∑︁
𝑠1=0

⎛⎜⎝2

𝑛∑︀
𝑗=1

−𝜎𝑗𝑠𝑗 ⃦⃦⃦
Δs(𝑈

(𝛼)
𝑄(𝑀,𝛾))

⃦⃦⃦
𝐿p([0,1)𝑛)

⎞⎟⎠
𝑞1⎞⎟⎠

𝑞2
𝑞1

. . .

⎞⎟⎟⎠
1

𝑞𝑛

∼

∼

⎛⎜⎜⎝ [ 𝑀
𝛾𝑛

]∑︁
𝑠𝑛=0

. . .

⎛⎜⎝
[︀

𝑀−𝛾2𝑠2−...−𝛾𝑛𝑠𝑛
𝛾1

]︀∑︁
𝑠1=0

⎛⎜⎝2

𝑛∑︀
𝑗=1

( 1
𝑝𝑗
− 1

𝑟𝑗
+𝛼𝑗+

1
𝑝′

𝑗

)𝑠𝑗

⎞⎟⎠
𝑞1⎞⎟⎠

𝑞2
𝑞1

. . .

⎞⎟⎟⎠
1

𝑞𝑛

=

=

⎛⎜⎜⎝ [ 𝑀
𝛾𝑛

]∑︁
𝑠𝑛=0

. . .

⎛⎜⎝
[︀

𝑀−𝛾2𝑠2−...−𝛾𝑛𝑠𝑛
𝛾1

]︀∑︁
𝑠1=0

⎛⎜⎝2

𝑛∑︀
𝑗=1

(𝛼𝑗+
1

𝑟′
𝑗

)𝑠𝑗

⎞⎟⎠
𝑞1⎞⎟⎠

𝑞2
𝑞1

. . .

⎞⎟⎟⎠
1

𝑞𝑛

=

= 𝐴𝑀

(︂
𝛼+

1
r′
, 0,q⋆

)︂
. (14)

Объединяя (13) и (14), получаем⃦⃦⃦
𝑈

(𝛼)
𝑄(𝑀,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿rq⋆([0,1]𝑛)

∼ 𝐴𝑀

(︂
𝛼+

1
r′
, 0,q⋆

)︂
.

Лемма доказана. �
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4. Доказательство основных результатов

Доказательство (теоремы 1). Пусть 2𝑀−1 < 𝑁 6 2𝑀 , тогда 𝑄(𝑀,𝛾) наи-
меньший ступенчатый крест, покрывающий гиперболический крест Γ(𝑁, 𝛾).

Полином 𝑇
(𝛼)
Γ(𝑁,𝛾)(x) представим в виде свёртки полинома 𝑇Γ(𝑁,𝛾)(x) с ядром

𝑈
(𝛼)
𝑄(𝑀,𝛾)(x) =

∑︀
k∈𝑄(𝑀,𝛾)

k̄𝛼e2𝜋𝑖(k,x).

Согласно неравенству Гельдера и леммы 4 получаем

⃦⃦⃦
𝑇

(𝛼)
Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿∞([0,1)𝑛)

= ess sup
x∈[0,1)𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

1∫︁
0

𝑇Γ(𝑁,𝛾)(y)𝑈 (𝛼)
𝑀,𝛾(x− y)𝑑y

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

6
⃦⃦
𝑇Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦
𝐿pq⋆([0,1)𝑛)

⃦⃦⃦
𝑈

(𝛼)
𝑀,𝛾

⃦⃦⃦
𝐿p′q′⋆([0,1)𝑛)

∼

∼ 𝐴𝑀,𝛾

(︂
𝛼+

1
p
, 0,q′⋆

)︂ ⃦⃦
𝑇Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦
𝐿pq⋆([0,1)𝑛)

.

Далее доказательство следует из леммы 1. Теорема доказана. �

Доказательство (теоремы 2). По аналогии с предыдущим доказатель-
ством и согласно лемм 2 и 4 получаем

⃦⃦⃦
𝑇

(𝛼)
Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦⃦
𝐿rd⋆([0,1)𝑛)

=

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

1∫︁
0

𝑇Γ(𝑁,𝛾)(y)𝑈 (𝛼)
𝑀,𝛾(x− y)𝑑y

⃦⃦⃦⃦
⃦⃦

𝐿rd⋆([0,1)𝑛)

6

6 𝐶
⃦⃦
𝑇Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦
𝐿pq⋆([0,1)𝑛)

⃦⃦⃦
𝑈

(𝛼)
𝑀,𝛾

⃦⃦⃦
𝐿s𝜃⋆([0,1)𝑛)

∼

∼ 𝐴𝑀,𝛾

(︂
𝛼+

1
s′
, 0, 𝜃⋆

)︂ ⃦⃦
𝑇Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦
𝐿pq⋆([0,1)𝑛)

=

= 𝐴𝑀,𝛾

(︂
𝛼+

1
p
− 1

r
, 0, 𝜃⋆

)︂ ⃦⃦
𝑇Γ(𝑁,𝛾)

⃦⃦
𝐿pq⋆([0,1)𝑛)

.

Далее доказательство следует из леммы 1. Теорема доказана. �

Замечание 2. Точность по порядку неравенств из теорем 1 и 2 не сложно про-
верить на полиномах вида 𝑈 (𝜏)

𝑀,𝛾(x), путём подбора мультииндекса 𝜏 = (𝜏1, . . . , 𝜏𝑛).
Отметим также, что неравенства (7) и (12) можно получить как следствия тео-
рем вложения 𝑊𝛼

pq⋆ →˓ 𝐿∞ при 𝛼 > 1/p и 𝑊𝛼
pq⋆ →˓ 𝐿rd⋆ при 𝛼 > 1/p − 1/r из

работы [7].
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