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Рассмотрена трёхмерная модель взаимодействия популяций с учётом конкуренции и
миграции видов. Для исследования модели использовано сочетание известных методов
синтеза и анализа моделей и разработанного метода построения стохастических само-
согласованных моделей. Получены условия существования состояний равновесия и вы-
полнен анализ устойчивости. Предложены условия устойчивости на основе принципа
редукции задачи об устойчивости решений дифференциального включения к задаче об
устойчивости других типов уравнений. Указанный принцип предполагает переход от
векторных обыкновенных дифференциальных уравнений к векторному дифференци-
альному включению и нечёткому дифференциальному уравнению, с учётом изменения
параметров того или иного типа в исследуемых моделях. Для рассматриваемой модели
популяционной динамики осуществлён синтез соответствующей стохастической моде-
ли на основе применения метода построения стохастических самосогласованных моде-
лей. Описана структура стохастической модели, выписано уравнение Фоккера-–Планка,
сформулировано правило перехода к стохастическому дифференциальному уравнению
в форме Ланжевена. Предложенный подход позволил провести сравнительный анализ
качественных свойств моделей, учитывающих конкуренцию и миграцию видов, в детер-
министическом и стохастическом случаях. Условия устойчивости могут быть использо-
ваны для изучения динамического поведения моделей популяционной динамики. Полу-
ченные результаты направлены на дальнейшее развитие методов построения и анализа
устойчивости недетерминированных математических моделей естествознания.
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1. Введение
Одной из актуальных проблем моделирования нелинейных динамических си-

стем является проблема устойчивости решений [1–4]. Вопросы существования и
устойчивости решений моделей, описываемых дифференциальными уравнения-
ми, рассматривались в работах [1–11]. Эффективным методом анализа устойчи-
вости является метод функций Ляпунова [2–5, 8, 9]. В работах [3, 8, 9] описан си-
стемный подход, позволяющий с единой точки зрения рассматривать свойства
устойчивости моделей, описываемых обыкновенными дифференциальными урав-
нениями, дифференциальными уравнениями с запаздыванием, стохастическими
дифференциальными уравнениями, дифференциальными включениями, нечёт-
кими дифференциальными уравнениями. Указанный подход базируется на пере-
ходе от детерминистического описания модели к стохастическому и на принципе
редукции задачи об устойчивости решений дифференциального включения к за-
даче об устойчивости других типов уравнений. Подход, основанный на принципе
редукции и на использовании ключевой модели, позволяет выполнить сравни-
тельный анализ качественных свойств математических моделей при переходе от
детерминированного описания к недетерминированному и обосновать построение
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и использование моделей того или иного типа. В частности, указанный подход
позволяет с единой точки зрения изучать свойства устойчивости решений стоха-
стических уравнений [3,6–9] и нечётких уравнений [3,8, 9].

В настоящей работе рассмотрена модель динамики популяций, учитываю-
щая конкуренцию и миграцию видов. Детерминированное описание модели, яв-
ляющейся обобщением описания [4] на случай несовпадающих скоростей мигра-
ции, даётся системой трёх обыкновенных нелинейных дифференциальных урав-
нений. Проведено качественное исследование решений указанной модели. Полу-
чены условия существования неотрицательных состояний равновесия. На основе
принципа редукции выполнен анализ устойчивости.

Как известно [12, 13], при детерминистическом описании модели не учитыва-
ются вероятностные факторы, влияющие на поведение модели, поэтому представ-
ление о модели часто бывает неадекватным. Самым распространённым методом
введения стохастики в модель является аддитивное добавление стохастического
члена, который описывает лишь внешнее воздействие и не связан со структурой
самой модели.

В настоящей работе на основе метода построения самосогласованных стоха-
стических моделей, разработанного в [14–16], осуществлён синтез стохастической
модели, учитывающей конкуренцию и миграцию видов. Описана структура сто-
хастической модели, выписано уравнение Фоккера–Планка, сформулировано пра-
вило перехода к стохастическому дифференциальному уравнению в форме Лан-
жевена. Проведён сравнительный анализ детерминистической и стохастической
моделей. Для сравнительного анализа использован метод функций Ляпунова и
теория стохастического исчисления.

2. Качественный анализ модели популяционной динамики
с учётом конкуренции и миграции видов

Рассмотрим нелинейную модель, учитывающую конкуренцию и миграцию ви-
дов, описываемую системой трёх дифференциальных уравнений вида [3]:⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥1 = 𝑥1 − 𝑥21 − 𝑞𝑥1𝑦1 + 𝛽𝑥2 − 𝛾𝑥1,

𝑥2 = 𝑥2 − 𝑥22 − 𝛽𝑥2 + 𝛾𝑥1,

𝑦1 = 𝑦1 − 𝑟𝑥1𝑦1 − 𝑦21,

(1)

где использованы следующие обозначения: 𝑥1 и 𝑦1 — численность конкурирующих
видов 𝑥 и 𝑦 в ареале вида 𝑥1 (ареале 1), 𝑥2 — численность вида 𝑥 в ареале вида
𝑥2 (ареале 2), 𝑞 > 0 и 𝑟 > 0 — коэффициенты конкуренции видов в ареале 1, 𝛽
и 𝛾 — коэффициенты миграции видов 𝑥 и 𝑦 между двумя ареалами, при этом
ареал 2 является убежищем и 𝛽 ̸= 𝛾. Модель (1) является обобщением модели,
рассмотренной в [4], на случай, когда скорости миграции различны.

Первое уравнение системы (1) описывает изменение численности вида 𝑥 в аре-
але 1. Первое слагаемое в его правой части даёт скорость естественного прироста
вида 𝑥, второе слагаемое характеризует скорость естественной убыли (смертно-
сти) вида х, третье слагаемое даёт скорость убыли вида 𝑥 в результате межвидо-
вой конкуренции с видом 𝑦, четвёртое слагаемое описывает скорость роста вида
𝑥 за счёт диффузии его в ареал 1, пятое слагаемое характеризует скорость убыли
вида 𝑥 за счёт диффузии его в ареал 2. Второе уравнение системы (1) описывает
изменение численности вида 𝑥 в ареале 2. Третье уравнение описывает изменение
численности вида 𝑦 в ареале 1.

В результате решения соответствующих алгебраических уравнений для моде-
ли (1) получены четыре состояния равновесия: 𝑂(0, 0, 0), 𝐴1(0, 0, 1), 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 0) и
𝐴3(̂︀𝑥1, ̂︀𝑥2, ̂︀𝑦). Координаты 𝑥1, 𝑥2, ̂︀𝑥1, ̂︀𝑥2, ̂︀𝑦 найдены с помощью вычислительного па-
кета «Mathematica». Получено, что 𝑥1 = 1

6(4−4𝛾+𝑏), 𝑥2 = 1
36𝛽 (4−4𝛾+𝑏)(2𝛾−2+𝑏),
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где

𝑏 =
221/3

(︀
(−1 + 𝛾)2 + 3𝛽 + 3𝛽2

)︀
𝑎

+ 22/3𝑎,

𝑎 =
(︀
2𝛾3 − 6𝛾2 + 6𝛾 − 2 + 9(1 + 2𝛾)𝛽2 + 9𝛽𝛾 − 9𝛽+

+

√︁
−4 ((−1 + 𝛾)2 + 3𝛽 + 3𝛽2)

3
+ (2(−1 + 𝛾)3 + 9𝛽(−1 + 𝛾) + 9𝛽2(1 + 2𝛾))

2

)︂1/3

,

̂︀𝑥1 =
1

𝑙

(︂
2𝑐− 21/3ℎ

𝑘
+

𝑘

21/3

)︂
, ̂︀𝑥2 =

̂︀𝑥1
𝛽
(𝑞 + 𝛾 − 1 + ̂︀𝑥1 − 𝑞𝑟̂︀𝑥1), ̂︀𝑦 = 1− 𝑟̂︀𝑥1,

где 𝑐, ℎ, 𝑘 зависят от 𝛽, 𝛾, 𝑞, 𝑟.
Рассмотрены условия существования неотрицательных состояний равновесия

𝐴2 и 𝐴3. Установлено, что если выполняется одно из условий: (С1) : 0 < 𝛽 < 1,
𝛾 > 1–𝛽, (С2) : 𝛽 > 1, 𝛾 > 0, то модель (1) имеет единственное неотрицательное
состояние равновесия 𝐴2.

Получено, что уравнение (1) имеет единственное положительное состояние
равновесия 𝐴3, если выполняется одно из условий:
(𝑃1) 0 < 𝑟 < 1, 0 < 𝑞 < 1, 0 < 𝛽 < 1, 𝛾 > (𝛽–1)(𝑞–1),
(𝑃2) 0 < 𝑟 < 1, 0 < 𝑞 < 1, 𝛽 > 1, 0 < 𝛾 < 𝑞(𝛽–1)(1− 𝑟),
(𝑃3) 0 < 𝑟 6 1/𝑞, 𝑞 > 1, 𝛽 > 1, 𝛾 > (𝛽–1)(𝑞 − 1), (𝑞 − 1)2 + (𝑟 − 1)2 ̸= 0.

Показано, что если выполняется одно из следующих условий:
(𝑄1) 𝑟 = 1, 𝑞 > 1,
(𝑄2) 1/𝑞 6 𝑟 6 1, 𝑞 > 1,
(𝑄3) 𝑟 > 1, 𝑞 > 1,
(𝑄4) 𝑟 > 1, 1/𝑟 6 𝑞 6 1,
(𝑄5) 𝑟 > 1, 0 < 𝑞 < 1/𝑟,
то для модели (1) не существует положительного состояния равновесия 𝐴3.

С помощью вычислительного пакета «Mathematica» проведена оценка модель-
ных параметров и построены локальные фазовые портреты в зависимости от усло-
вий (𝑃1)− (𝑃3). Типы состояний равновесия модели (1) указаны в табл. 1.

Таблица 1
Типы состояний равновесия системы (1)

Условия 𝑂(0, 0, 0) 𝐴1(0, 0, 1) 𝐴2(𝑥1, 𝑥2, 0) 𝐴3(̂︀𝑥1, ̂︀𝑥2, ̂︀𝑦)
(𝑃1) Седло Седло Седло Устойчивый фокус
(𝑃2) Седло Не существует Седло Устойчивый фокус
(𝑃3) Седло Седло Седло Устойчивый фокус

С помощью метода функций Ляпунова изучим вопрос об асимптотической
устойчивости в целом положения равновесия 𝐴3 модели (1). Положение равно-
весия будет асимптотически устойчивым в целом, если область асимптотической
устойчивости совпадает во всем с ортантом 𝑅+

3 .
Множество 𝐷 = {(𝑥1, 𝑥2, 𝑦1) : 0 6 𝑥𝑖 6 1, 𝑖 = 1, 2, 0 6 𝑦1 6 1} является

глобально притягивающим для уравнения (1). В самом деле, начало 𝑂(0, 0, 0) есть
неустойчивый узел или седло, и плоскость 𝑦1 = 0 является инвариантной. В силу
уравнения (1) имеем

𝑥1|𝑥1=0 = 𝛽𝑥2 > 0, 𝑥1|𝑥1=𝑀 =𝑀(1−𝑀 − 𝑞𝑦1) + 𝛽𝑥2 − 𝛾𝑀, 𝑥2|𝑥2=0 = 𝛾𝑥1 > 0,

𝑥2|𝑥2=𝑀 =𝑀(1−𝑀) + 𝛾𝑥1 − 𝛽𝑀, 𝑦1|𝑦1=𝑀 =𝑀(1− 𝑟𝑥1 −𝑀).
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Для каждого 𝑀 > 1, 𝑥1 ∈ (0,𝑀 ], 𝑥2 ∈ (0,𝑀 ], 𝑥3 ∈ (0,𝑀), справедливы оценки
𝑥1 < 0, 𝑥2 < 0, 𝑦1 < 0, если соответственно 𝑥1 = 𝑀 , 𝑥2 = 𝑀 и 𝑦1 = 𝑀 . Следова-
тельно, множество 𝐷 есть глобально притягивающее множество уравнения (1).

Покажем, что если для уравнения (1) выполняется одно из условий (𝑃1)−(𝑃2),
то состояние равновесия 𝐴3 асимптотически устойчиво в целом. Рассмотрим для
уравнения (1) вспомогательную функцию вида:

𝑉 =

2∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖 (𝑥𝑖 − �̂�𝑖 − �̂�𝑖 ln(𝑥𝑖/𝑥𝑖)) + 𝑘3 (𝑦1 − 𝑦1 − 𝑦1 ln(𝑦1/𝑦1)) , (2)

где 𝑘𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 — положительные постоянные.
Найдём и оценим производную функции 𝑉 вдоль траекторий уравнения (1):

d𝑉/d𝑡|(1) = 𝑘1(𝑥1 − �̂�1) [−(𝑥1 − �̂�1)− 𝑞(𝑦1 − 𝑦1) + 𝛽(𝑥2/𝑥1 − �̂�2/�̂�1)] +

+ 𝑘2(𝑥2 − �̂�2) [−(𝑥2 − �̂�2) + 𝛾(𝑥1/𝑥2 − �̂�1/�̂�2)] +

+ 𝑘3(𝑦1 − 𝑦1) [−𝑟(𝑥1 − �̂�1)− (𝑦1 − 𝑦1)] =

= −𝑘1(𝑥1 − �̂�1)
2 − 𝑘2(𝑥2 − �̂�2)

2 − 𝑘3(𝑦1 − 𝑦1)
2−

− (𝑘1𝑞 + 𝑘3𝑟)(𝑥1 − �̂�1)(𝑦1 − 𝑦1)− 𝐹,

где

𝐹 = 𝛽𝑘1𝑥2(𝑥1 − �̂�1)
2/(𝑥1�̂�1)− (𝛽𝑘1/�̂�1 + 𝛾𝑘2/�̂�2) (𝑥1 − �̂�1)(𝑥2 − �̂�2)+

+ 𝛾𝑘2𝑥1(𝑥2 − �̂�2)
2/(𝑥2�̂�2).

Пусть 𝑘1�̂�1 = 𝑘2�̂�2. Тогда

𝐹 = (𝑘1/�̂�1)

[︂(︁
(𝑥1 − �̂�1)

√︀
𝛽𝑥2/𝑥1 − (𝑥2 − �̂�2)

√︀
𝛾𝑥1/𝑥2

)︁2
−

−
(︁√︀

𝛽 −√
𝛾
)︁2

(𝑥1 − �̂�1)(𝑥2 − �̂�2)

]︂
.

Если 𝑞𝑟 6 1, то справедливо неравенство: d𝑉/d𝑡|(1) 6 0. Согласно теореме
Барбашина–Красовского, состояние равновесия 𝐴3 асимптотически устойчиво в
целом.

3. Построение и анализ устойчивости модели
популяционной динамики на основе принципа редукции

От свойств дифференциального включения можно переходить к свойствам
нечёткого дифференциального уравнения. Этот переход основан на принципе ре-
дукции задачи об устойчивости решений дифференциальных включений к зада-
че об устойчивости решений нечётких дифференциальных уравнений. Получен-
ное нечёткое уравнение для каждого 𝛼-уровня, где 𝛼 ∈ (0, 1], задаётся соответ-
ствующим дифференциальным включением. Множество всех движений включе-
ния порождает многозначное отображение, соответствующее 𝛼-уровню нечёткой
функции, являющейся решением соответствующего нечёткого дифференциально-
го уравнения.

Представим модель (1) в векторной форме

d𝑥/d𝑡 = 𝑓(𝑥), (3)
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где 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑦1), 𝑓(𝑥) = (𝑓1, 𝑓2, 𝑓3) = (𝑥1(1− 𝑥1 − 𝑞𝑦1) + 𝛽𝑥2 − 𝛾𝑥1, 𝑥2(1− 𝑥2)
+𝛾𝑥1 − 𝛽𝑥2, 𝑦1(1− 𝑟𝑥1 − 𝑦1)), 𝑥 ∈ 𝑅3

+ = 𝑅+×𝑅+×𝑅+, 𝑅+ = [0,∞), 𝑓 : 𝑅3
+ → 𝑅3

+.
В (3) коэффициенты 𝛽 и 𝛾 могут принимать различные значения из интер-

валов [𝛽1, 𝛽2] и [𝛾1, 𝛾2] соответственно, поскольку скорость диффузии компонент
различается в различные периоды существования. В связи с этим коэффициенты
взаимодействия 𝑞 > 0 и 𝑟 > 0 в (3) можно рассматривать многозначными, при-
чём 𝑞 ∈ [𝑞1, 𝑞2], 𝑟 ∈ [𝑟1, 𝑟2]. Учитывая вышеизложенное, для модели (3) построим
дифференциальное включение в виде⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥1 ∈ 𝑥1(1− 𝑥1 − 𝑞𝑦1) + 𝛽𝑥2 − 𝛾𝑥1,

𝑥2 ∈ 𝑥2(1− 𝑥2)− 𝛽𝑥2 + 𝛾𝑥1,

𝑦1 ∈ 𝑦1(1− 𝑟𝑥1 − 𝑦1).

(4)

где 𝛽 ∈ [𝛽1, 𝛽2], 𝛾 ∈ [𝛾1, 𝛾2], 𝑞 ∈ [𝑞1, 𝑞2], 𝑟 ∈ [𝑟1, 𝑟2].
В векторной форме модель (4) запишем следующим образом:

d𝑥/d𝑡 ∈ 𝐹 (𝑥), (5)

где 𝐹 (𝑥) = {𝑓(𝑥)|𝛽 ∈ 𝐵, 𝛾 ∈ 𝐶, 𝑞 ∈ 𝑄, 𝑟 ∈ 𝑅}, 𝐵 ::= [𝛽1, 𝛽2], 𝐶 ::= [𝛾1, 𝛾2], 𝑄 ::=

[𝑞1, 𝑞2], 𝑅 ::= [𝑟1, 𝑟2], 𝐹 : 𝑅3
+ → 2𝑅

3
+ .

Множество
𝐵(𝑀, 𝑟) =

{︀
𝑥 ∈ 𝑅3

+|𝑒(𝑥,𝑀) 6 𝑟
}︀

будем называть 𝑟–окрестностью множества 𝑀 .
Непрерывная функция 𝑉 : 𝐵(𝑀, 𝑟) → 𝑅 называется функцией Ляпунова для

замкнутого множества 𝑀 ⊂ 𝑅3
+ относительно включения (5), если существуют

число 𝑟 > 0 и неотрицательные неубывающие функции 𝑤1, 𝑤2 : (0, 𝑟] → 𝑅 такие,
что 𝑤1(𝜌) > 0 при 𝜌 ∈ (0, 𝑟], 𝑤2(0) = 0 и

𝑤1(𝑒(𝑥,𝑀)) 6 𝑉 (𝑥) 6 𝑤2(𝑒(𝑥,𝑀)) ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑀, 𝑟).

Производной функции Ляпунова 𝑉 вдоль движений включения (5) называется
определяемая равенством

𝐷𝑉 (𝑥) ::= lim
Δ𝑡→0

{[𝑉 (𝜙(𝑡+Δ𝑡))− 𝑉 (𝑥)]/Δ𝑡 : 𝜙 ∈ Φ, 𝜙(𝑡) = 𝑥}

многозначная функция 𝐷𝑉 : 𝐵(𝑀, 𝑟) → 2𝑅; функции 𝐷+𝑉 и 𝐷−𝑉 , для которых
𝐷+𝑉 ::= sup𝐷𝑉 (𝑥) и 𝐷−𝑉 ::= inf𝐷𝑉 (𝑥), называются соответственно верхней и
нижней производной функции Ляпунова.

Относительно включения (5) замкнутое множество 𝑀 ⊂ 𝑅3
+ называется:

1) устойчивым в малом, если

∀𝑡0 > 𝑠, ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 ::= 𝛿(𝜀) > 0, ∀𝜓 ∈ Φ

𝑒(𝜓(𝑡0),𝑀) < 𝛿 ⇒ Dom𝜓 ⊃ [𝑡0,∞), 𝑒(𝜓(𝑡),𝑀) < 𝜀 ∀𝑡 ∈ [𝑡0,∞) ∩ Dom𝜓;

2) притягивающим в малом, если

∀𝑡0 > 𝑠 ∃ℎ > 0 ∀𝜂 > 0 ∃𝑇 ::= 𝑇 (ℎ, 𝜂) > 𝑠, ∀𝜓 ∈ Φ 𝑒(𝜓(𝑡0),𝑀) 6 ℎ⇒
⇒ Dom𝜓 ⊃ [𝑡0,∞), 𝑒(𝜓(𝑡),𝑀) < 𝜂 при 𝑡 ∈ [𝑡0 + 𝑇,∞) ∩ Dom𝜓;

3) асимптотически устойчивым в малом, если оно устойчиво в малом и притя-
гивающее в малом.
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Теорема 1. Если для замкнутого множества 𝑀 ⊂ 𝑅3
+ существует функ-

ция Ляпунова 𝑉 относительно включения (5), для которой верно неравенство

𝐷+𝑉 (𝑥) 6 0 ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑀, 𝑟), (6)

то множество 𝑀 устойчиво в малом относительно этого включения. Если
справедливо неравенство

𝐷+𝑉 (𝑥) 6 −𝑤3(𝑒(𝑥,𝑀)) ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑀, 𝑟), (7)

где функция 𝑤3 : 𝐵(𝑀, 𝑟) → 𝑅 непрерывна и положительна вне 𝑀 , то множе-
ство 𝑀 асимптотически устойчиво в малом относительно включения (5).

Доказательство. Пусть 𝑡0 > 𝑠 и 𝜀 > 0 даны и верно (6). Так как 𝑤2(0) = 0,
то по непрерывности найдётся 𝛿 ::= 𝛿(𝜀) > 0 такое, что 𝑤2(𝛿) < 𝑤1(𝜀). Для любого
движения 𝜙 ∈ Φ при 𝑒(𝜙(𝑡0),𝑀) < 𝛿 предположим существование 𝑡1 > 𝑡0 такого,
что 𝑒(𝜙(𝑡),𝑀) < 𝜀 при 𝑡0 < 𝑡 < 𝑡1 и 𝑒(𝜙(𝑡1),𝑀) = 𝜀. Ввиду неравенства (6) имеем

𝑤1(𝜀) = 𝑤1(𝑒(𝜙(𝑡1),𝑀)) 6 𝑉 (𝜙(𝑡1)) 6 𝑉 (𝜙(𝑡0)) 6 𝑤2(𝑒(𝜙(𝑡0),𝑀)) < 𝑤1(𝜀).

Получаем противоречие, поэтому для всех 𝑡 ∈ [𝑡0,∞) ∩ Dom𝜙 верно неравен-
ство 𝑒(𝜙(𝑡),𝑀) < 𝜀 и по определению множество 𝑀 устойчиво в малом.

Пусть верно (7). Для доказательства асимптотической устойчивости в малом
достаточно показать, что при ℎ = 𝑟

∀𝜂 > 0 ∃𝑇 (𝜂) > 0, ∀𝑡0 > 𝑠, ∀𝜙 ∈ Φ 𝜙 : [𝑡0, 𝜔) → 𝐵(𝑀,ℎ),

𝜙(𝑡) ∈ 𝐵(𝑀,𝜂) ∀𝑡 > 𝑡0 + 𝑇 (𝜂).
(8)

Пусть 𝜂 > 0, 𝑡0 > 𝑠 уже выбраны. Так как множество 𝑀 устойчиво в малом,
то ∃𝛿 ::= 𝛿(𝜀) при 𝜀 ::= 𝜂. Пусть 𝛾 ::= min{𝑤3(𝜌) : 𝛿 6 𝜌 6 𝑟} и пусть 𝑇 (𝜂) ::=
[𝑤2(𝑟)–𝑤1(𝛿)]/𝛾. Пусть 𝜙 ∈ Φ — произвольное непродолжаемое вправо движение,
определённое на [𝑡0, 𝜔), и 𝑡0 + Т(𝜂) < 𝜔. Если для некоторого 𝑡1 6 𝑡0 + Т(𝜂)
выполнено е(𝜙(𝑡1),М) < 𝛿, то ввиду устойчивости в малом 𝜙(𝑡) ∈ 𝐵(𝑀,𝜂) ∀𝑡 >
𝑡0 + 𝑇 (𝜂) > 𝑡1 и (8) доказано. В противном случае е(𝜙(𝑡),𝑀) > 𝛿 при всех 𝑡 6
𝑡0 + Т(𝜂), поэтому

𝑉 (𝜙(𝑡))− 𝑉 (𝜙(𝑡0)) 6 −𝛾(𝑡− 𝑡0) 6 −𝛾𝑇 (𝜂) = 𝑤1(𝑟)− 𝑤2(𝛿) ⇒
⇒ 𝑉 (𝑡, 𝜙(𝑡)) 6 𝑤1(𝛿), 𝑡 ::= 𝑡0 + 𝑇 (𝜂),

следовательно, 𝜙(𝑡0+𝑇 (𝜂)) ∈ 𝐵(𝑀, 𝛿). Ввиду устойчивости в малом 𝜙(𝑡) ∈ 𝐵(𝑀,𝜂)
∀𝑡 > 𝑡0 + 𝑇 (𝜂), и (8) доказано и в этом случае. Теорема 1 доказана. �

Нетрудно показать, что справедлив аналог теоремы 1 для случая нижней про-
изводной 𝐷−𝑉 .

Введённые выше множества 𝐵, 𝐶, 𝑄 и 𝑅 определяют множества значений
соответствующих параметров 𝛽, 𝛾, 𝑞 и 𝑟. Подмножества 𝐵𝛼 = {𝛽|𝜇𝐵(𝛽) > 𝛼},
С𝛼 = {𝛾|𝜇𝐶(𝛾) > 𝛼}, 𝑄𝛼 = {𝑞|𝜇𝑄(𝑞) > 𝛼} и 𝑅𝛼 = {𝑟|𝜇𝑅(𝑟) > 𝛼} представляют
более узкие множества, которые получим при учёте дополнительных условий 𝛼 ∈
(0, 1], влияющих на взаимодействие и диффузию компонент, а следовательно, и
на устойчивость модели (1). Тогда уравнение (3) можно заменить на нечёткое
дифференциальное уравнение

d𝑋/d𝑡 = 𝐹 (𝑋), (9)

где 𝐹 : 𝑍3
+ → 𝑃 (𝑅3

+), 𝑃 (𝑅3
+) — совокупность всех нечётких подмножеств из 𝑅3

+.
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Соответствующее уравнению (9) дифференциальное включение имеет вид

d𝜙/d𝑡 ∈ 𝐹𝛼(𝜙), (10)

где 𝛼 ∈ (0, 1], 𝐹𝛼(𝜙) = {𝑓(𝜙(𝑡))|𝛽 ∈ 𝐵𝛼, 𝛾 ∈ 𝐶𝛼, 𝑞 ∈ 𝑄𝛼, 𝑟 ∈ 𝑅𝛼}.
Абсолютно непрерывная функция 𝜙 : 𝑅+ → 𝑅3

+ называется 𝛼–движением,
где 𝛼 ∈ (0, 1], функции 𝐹 : 𝑅+ → 𝑃 (𝑅3

+), если 𝜙(𝑡) ∈ 𝐹𝛼(𝑡) ∀𝑡 ∈ 𝑅+. Через Φ𝛼

обозначим множество 𝛼–движений и через Φ – объединение всех Φ𝛼 при 𝛼 ∈ (0, 1].
Множество движений Φ называется порождающим функцию 𝐹 : 𝑅+ → 𝑃 (𝑅3

+),
если ∀𝑡 ∈ 𝑅+, ∀𝛼 ∈ (0, 1], {𝜙(𝑡)|𝜙 ∈ Φ𝛼} = 𝐹𝛼(𝑡).

Пусть Φ и Φ𝛼 обозначают соответственно множество всех движений и множе-
ство всех 𝛼-движений, 𝛼 ∈ (0, 1], уравнения (9).

Пусть 𝛼 ∈ (0, 1], 𝐽𝛼 — 𝛼-движение уравнения (9). Относительно уравнения (9)
замкнутое множество 𝑀 ⊂ 𝑃 (𝑅3

+) называется:
1) 𝛼–устойчивым в малом, если

∀𝑡0 > 𝑠, ∀𝜀 > 0 ∃𝛿 ::= 𝛿(𝜀, 𝛼) > 0,∀𝐵 ⊂ 𝑅3
+ 𝑒(𝐵,𝑀𝛼) 6 𝛿 ⇒ 𝑒(𝐽𝛼(𝑡, 𝐵),𝑀𝛼) < 𝜀

∀𝑡 ∈ Dom 𝐽𝛼(𝑡0, 𝐵);

2) 𝛼–притягивающим в малом, если

∀𝑡0 > 𝑠 ∃ℎ ::= ℎ(𝛼) > 0 ∀𝜂 > 0 ∃𝑇 ::= 𝑇 (ℎ, 𝜂, 𝛼) > 𝑡0,

∀𝐵 ⊂ 𝑅3
+ 𝑒(𝐵,𝑀𝛼) 6 ℎ⇒ 𝑒(𝐽𝛼(𝑡, 𝐵),𝑀𝛼) < 𝜂

при 𝑡 ∈ Dom 𝐽𝛼(𝑡0, 𝐵) ∩ [𝑇,∞];

3) 𝛼–асимптотически устойчивым в малом, если оно 𝛼–устойчиво в малом и
𝛼–притягивающее в малом.
Непрерывная функция 𝑉 : 𝐵(М, 𝑟) → 𝑅 называется функцией Ляпунова для

замкнутого множества 𝑀 ⊂ Р(𝑅3
+) относительно уравнения (9), если для каж-

дого 𝛼 ∈ (0, 1] существуют число 𝑟 ::= 𝑟(𝛼) > 0 и неотрицательные неубывающие
функции 𝑤1𝛼, 𝑤2𝛼 : (0, 𝑟] → 𝑅 такие, что

𝑤1𝛼(𝜌) > 0 при 𝜌 ∈ (0, 𝑟], 𝑤2𝛼(0) = 0,

𝑤1𝛼(𝑒(𝑥,𝑀𝛼)) 6 𝑉 (𝑥) 6 𝑤2𝛼(𝑒(𝑥,𝑀𝛼)) ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑀𝛼, 𝑟).

Производной функции Ляпунова 𝑉 вдоль движений уравнения (9) называется
многозначная функция 𝐷𝑉 (𝑥) : 𝐵(𝑀, 𝑟) → 𝑃 (𝑅) (𝑟 – некоторое число), 𝛼–уровни
значений которой определяются равенством

𝐷𝑉𝛼(𝑥) ::=
{︁

lim
Δ𝑡→0

[𝑉 (𝜙(𝑡+Δ𝑡))− 𝑉 (𝑥)]/Δ𝑡 : 𝜙 ∈ Φ𝛼, 𝜙(𝑡) = 𝑥
}︁
.

Функции 𝐷+𝑉𝛼(𝑡, 𝑥) ::= sup𝐷𝑉𝛼(𝑡, 𝑥) и 𝐷−𝑉𝛼(𝑡, 𝑥) ::= inf𝐷𝑉𝛼(𝑡, 𝑥) называют-
ся соответственно верхней и нижней производной 𝛼–уровня функции Ляпунова,
𝛼 ∈ (0, 1].

Теорема 2. Если для замкнутого множества 𝑀 ⊂ 𝑃 (𝑅3
+), существует

функция Ляпунова 𝑉 относительно уравнения (9), для которой при 𝛼 ∈ (0, 1]
верно неравенство

𝐷+𝑉𝛼(𝑥) 6 0 ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑀, 𝑟), (11)
то множество 𝑀 𝛼–устойчиво в малом относительно этого уравнения. Если
выполняется неравенство

𝐷+𝑉 (𝑥) 6 −𝑤3𝛼(𝑒(𝑥,𝑀)) ∀𝑥 ∈ 𝐵(𝑀,ℎ), (12)
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где функция 𝑤3𝛼 : (0, 𝑟) → 𝑅 непрерывна и положительна, то множество 𝑀 𝛼–
асимптотически устойчиво в малом относительно уравнения (9).

Доказательство. Зафиксируем 𝛼 ∈ (0, 1]. Тогда из условий теоремы 2 вы-
текает выполнение условий теоремы 1. В самом деле, из теоремы 1 следует от-
носительно включения (10) устойчивость в малом множества 𝑀𝛼 (при выпол-
нении условия (11)) и устойчивость в малом множества 𝑀𝛼 (при выполнении
условия (12)). Следовательно, ввиду произвольности 𝛼 ∈ (0, 1] имеет место соот-
ветственно 𝛼-устойчивость в малом и 𝛼-асимптотическая устойчивость в малом
множества М. Теорема доказана. �

Нетрудно показать, что справедлив аналог теоремы 2 для случая нижней про-
изводной 𝐷−𝑉 .

4. Построение стохастической модели динамики
популяций с учётом конкуренции и миграции видов

Для построения стохастической модели предлагается использовать метод, ос-
нованный на построении самосогласованных стохастических моделей [14,16]. При-
менение данного метода позволяет получить стохастическое дифференциальное
уравнение в форме Ланжевена с согласованными стохастической и детермини-
стической частями для описания стохастического поведения системы. Согласо-
ванность понимается в том смысле, что стохастика в построенной стохастической
модели связана со структурой системы, а не является описанием внешнего воз-
действия на неё.

Для построения стохастической модели, соответствующей модели (1), можно
записать схему взаимодействия элементов и оператор изменения состояния систе-
мы r, которые имеют вид:

𝑋1 −→ 2𝑋1,

𝑋2 −→ 2𝑋2,

𝑌 −→ 2𝑌,

𝑋1 +𝑋1 −→ 𝑋1,

𝑋2 +𝑋2 −→ 𝑋2,

𝑌 + 𝑌 −→ 𝑌,

𝑋1 + 𝑌
𝑞−→ 𝑌,

𝑋1 + 𝑌
𝑟−→ 𝑋1,

𝑋1
𝛾−→ 𝑋2,

𝑋2
𝛽−→ 𝑋1,

r =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 0

0 1 0

0 0 1

1 0 0

0 1 0

0 0 1

−1 0 0

0 0 −1

−1 1 0

1 −1 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

Первые три строки схемы взаимодействия соответствуют естественному раз-
множению видов при отсутствии других факторов, строки 4–6 и 7–8 символизи-
руют внутривидовую и межвидовую конкуренцию соответственно, а последние
две строки описывают миграцию видов 𝑋1 и 𝑋2 между 1 и 2 ареалами.

Состояние системы можно описывать с помощью вектора 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑦). Ин-
тенсивности переходов из состояния x в состояние x ± r𝐴 в единицу времени
определяются соотношениями:

𝑠+1 (𝑥1, 𝑥2, 𝑦) = 𝑥1, 𝑠+2 (𝑥1, 𝑥2, 𝑦) = 𝑥2, 𝑠+3 (𝑥1, 𝑥2, 𝑦) = 𝑦,

𝑠+4 (𝑥1, 𝑥2, 𝑦) = 𝑥1
2, 𝑠+5 (𝑥1, 𝑥2, 𝑦) = 𝑥2

2, 𝑠+6 (𝑥1, 𝑥2, 𝑦) = 𝑦2,
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𝑠+7 (𝑥1, 𝑥2, 𝑦) = 𝑞𝑥1𝑦, 𝑠+8 (𝑥1, 𝑥2, 𝑦) = 𝑟𝑥1𝑦,

𝑠+9 (𝑥1, 𝑥2, 𝑦) = 𝛾𝑥1, 𝑠+10(𝑥1, 𝑥2, 𝑦) = 𝛽𝑥2.

Соответствующее модели уравнение Фоккера–Планка имеет вид:

𝜕𝑃 (x, 𝑡)

𝜕𝑡
= −

∑︁
𝑎

𝜕𝑎 (𝐴𝑎(x)𝑃 (x, 𝑡)) +
1

2

∑︁
𝑎,𝑏

𝜕𝑎𝜕𝑏 (𝐵𝑎𝑏(x)𝑃 (x, 𝑡)) ,

где

A(x) =
∑︁

𝐴=1,10

[︀
𝑠+𝐴(x)− s−A(x)

]︀
rA =

⎛⎝𝑥1(1− 𝑥1 − 𝑞𝑦) + 𝛽𝑥2 − 𝛾𝑥1,

𝑥2(1− 𝑥2)− 𝛽𝑥2 + 𝛾𝑥1,

𝑦(1− 𝑟𝑥1 − 𝑦)

⎞⎠ ,

B(x) =
∑︁

𝐴=1,10

[︀
𝑠+𝐴(x)− s−A(x)

]︀
rA(rA)

T
=

=

⎛⎝𝑥1(1 + 𝑥1 + 𝑞𝑦) + 𝛽𝑥2 + 𝛾𝑥1 −𝛽𝑥2 − 𝛾𝑥1 0

−𝛽𝑥2 − 𝛾𝑥1 𝑥2(1 + 𝑥2) + 𝛽𝑥2 + 𝛾𝑥1 0

0 0 𝑦(1 + 𝑟𝑥1 + 𝑦)

⎞⎠ .

Полученное уравнение Фоккера–Планка является уравнением в частных про-
изводных, для которого возможно решение краевых задач.

Стохастическое дифференциальное уравнение в форме уравнения Ланжевена
можно записать следующим образом:

dx = a(x)d𝑡+ b(x)dW,

где X ∈ 𝑅𝑁 — функция состояния системы, а W ∈ 𝑅𝑁 — стандартное 𝑁 -мерное
броуновское движение, причём справедливо следующее соотношение для коэф-
фициентов:

A(x) = a(x), B(x) = b(x)b𝑇 (x).

Записав уравнение в моментах для стохастического дифференциального урав-
нения в форме Ланжевена, нетрудно показать, что полученное уравнение пол-
ностью совпадает с моделью (1) и может служить для исследования детерми-
нистического поведения. Важно отметить, что на указанном совпадении может
базироваться верификация изучаемой модели.

Кроме того, исследование стохастического члена стохастического дифферен-
циального уравнения в форме Ланжевена позволит изучить влияние введения
стохастики на поведение изучаемой системы, что может найти применение в за-
дачах моделирования, требующих сравнительного анализа детерминистических
и стохастических моделей.

В [3] установлено, что устойчивоподобные свойства стохастического уравнения
и соответствующего ему нечёткого уравнения связаны следующим образом: 1) ес-
ли нулевое решение нечёткого уравнения 𝛼–устойчиво по Ляпунову при каждом
𝛼 ∈ (0, 1] (равномерно по 𝛼), то нулевое решение соответствующего стохастическо-
го уравнения устойчиво по вероятности (соответственно устойчиво почти навер-
ное); 2) если нулевое решение нечёткого уравнения асимптотически 𝛼–устойчиво
при любом 𝛼 ∈ (0, 1] (равномерно по 𝛼), то нулевое решение соответствующего
стохастического уравнения асимптотически устойчиво по вероятности (соответ-
ственно асимптотически устойчиво почти наверное). Обратные утверждения в
общем случае неверны, так как каждому неустойчивому стохастическому урав-
нению соответствует бесконечное множество нечётких дифференциальных урав-
нений, среди которых могут быть как устойчивые, так и неустойчивые. Поэтому
из устойчивости соответствующего нечёткого дифференциального уравнения не
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следует, вообще говоря, соответствующая устойчивость исходного стохастическо-
го уравнения.

Подход, основанный на использовании метода построения стохастических са-
мосогласованных моделей, может быть использован для изучения динамического
поведения систем популяционной динамики. Этот подход позволил провести срав-
нительный анализ качественных свойств моделей, учитывающих конкуренцию и
миграцию видов, в детерминистическом и стохастическом случаях. В дальнейшем
планируется более детально изучить влияние введения стохастики на поведение
модели популяционной динамики, учитывающей конкуренцию и миграцию видов,
на основе использования метода функций Ляпунова и теории стохастического ис-
числения. Кроме того, предполагается проанализировать модель путём проведе-
ния серии вычислительных экспериментов с помощью разработанного комплекса
программ.

5. Заключение
В работе рассмотрено сочетание метода, основанного на построении самосо-

гласованных стохастических моделей, и принципа редукции. На основе примене-
ния метода построения стохастических самосогласованных моделей осуществлён
синтез стохастической модели, учитывающей конкуренцию и миграцию видов.
Принцип редукции позволил получить условия устойчивости модели с переходом
к дифференциальному включению и нечёткому дифференциальному уравнению.
Условия устойчивости могут быть использованы для изучения динамического по-
ведения моделей популяционной динамики. Полученные результаты направлены
на дальнейшее развитие методов построения и анализа устойчивости недетерми-
нированных математических моделей естествознания.
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The three-dimensional model of interaction of populations taking into account the compe-
tition and diffusion of species is considered. For research of model the combination of known
methods of synthesis and the analysis of models, the principle of a reduction and the de-
veloped method of construction of the stochastic self-consistent models is used. Existence
conditions of equilibrium states are obtained and the analysis of stability is made. Stability
conditions on the basis of the principle of a reduction of a problem about stability of solu-
tions of differential inclusion to a problem on stability of other types of the equations are
offered. The specified principle assumes transition from the vector ordinary differential equa-
tions to vector differential inclusion and the fuzzy differential equation, taking into account
change of parameters of different types in the studied models. For the considered model of
population dynamics synthesis of the corresponding stochastic model on the basis of applica-
tion of a method of construction of the stochastic self-consistent models is carried out. The
structure of stochastic model is described, Fokker-Planck equation is written out, and the
rule of transition to the stochastic differential equation in the form of Langevin is formulated.
The offered approach allowed to carry out the comparative analysis of qualitative properties
of the models considering the competition and diffusion of species in deterministic and sto-
chastic cases. Stability conditions can be used for studying of dynamic behavior of models
of population dynamics. The received results are aimed at the further development of meth-
ods of construction and the analysis of stability of nondeterministic mathematical models of
natural sciences.

Key words and phrases: stochastic model, single-step processes, population dynamics,
stability, differential equations, principle of a reduction.
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