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Построены вычислительные схемы решения задачи Штурма-Лиувилля с однородны-
ми краевыми условиями первого, второго и третьего рода методом конечных элементов,
сохраняющие в приближённых решениях свойства непрерывности производных иско-
мых решений. Выведены рекуррентные соотношения для вычисления в аналитическом
виде интерполяционных полиномов Эрмита с узлами произвольной кратности. Из интер-
поляционных полиномов Эрмита сконструированы базисные кусочно–полиномиальные
функции на конечноэлементной сетке с переменным шагом, аппроксимирующие решение
исходной задачи. Исходная задача Штурма-Лиувилля в базисе кусочно полиномиальных
функций редуцируется к обобщённой алгебраической задаче на собственные значения с
ленточными матрицами жёсткости и масс. Построены матрицы жёсткости и масс в ви-
де сумм интегралов, содержащих заданные коэффициентные и потенциальные функции
исходного самосопряжённого дифференциального уравнения и вычисленные интерполя-
ционные полиномы Эрмита и их производные. Интегрирование выполняется с помощью
гауссовых квадратур, а в специальных случаях, включающих кусочно-полиномиальные
коэффициентные и потенциальные функции, в аналитическом виде. Эффективность и
скорость сходимости предложенных вычислительных схем и разработанных алгоритмов
и программ в среде Maple-Fortran доказана численным анализом тестовых расчётов точ-
но решаемых задач Штурма-Лиувилля с непрерывными и кусочно-непрерывными по-
тенциальными функциями.
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1. Введение
Изучение математических моделей, описывающих процессы распространения

мод в плавно-нерегулярных волноводных системах, туннелирования и каналиро-
вания составных квантовых систем через многомерные барьеры, фотоионизации
и фотоабсорции в молекулярных, атомных и квантово-размерных полупроводни-
ковых системах, требует разработки высокоточных и экономичных алгоритмов и
программ решения краевых задач [1–11].

В этом направлении в рамках вариационно-проекционных формулировок кра-
евых задач и метода конечных элементов (МКЭ), использующих интерполяцион-
ные лагранжевы элементы [12–14], были разработаны и применены для реше-
ния ряда квантовомеханических задач вычислительные схемы, символьно-чис-
ленные алгоритмы и программы [7, 15, 16]. Соответствующая алгоритмическая
и программная реализация МКЭ, использующая лагранжевы элементы, сохра-
няла только свойство непрерывности искомого решения при его аппроксимации
на конечноэлементной сетке. Однако для решения данного класса задач, особен-
но описывающих процессы в квантоворазмерных полупроводниковых системах
и плавно-нерегулярных волноводах с кусочно-непрерывными коэффициентными
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функциями уравнений в частных производных, требуется сохранение непрерыв-
ности не только решения, но и его первой производной [2, 3, 13, 17]. Требуемое
свойство непрерывности производных искомого решения в аппроксимирующем
численном решении на конечно-элементной сетке можно достаточно эффективно
реализовать, используя интерполяционные эрмитовы элементы [17–19].

Данная мотивировка определила цель настоящей работы: построение вычис-
лительных схем, алгоритмов и программ решения краевых задач методом конеч-
ных элементов, используя интерполяционные полиномы Эрмита (ИПЭ), сохра-
няющих непрерывность первых производных приближённого решения на конеч-
ноэлементной сетке, реализация разработанных алгоритмов и программ в среде
Maple-Fortran и анализ требуемых свойств аппроксимирующих решений в тесто-
вых расчётах.

В работе представлены конечноэлементные вычислительные схемы решения
краевых задач на примере задачи Штурма–Лиувилля с непрерывными, кусочно-
непрерывными коэффициентными функциями, использующие ИПЭ. Выведены
рекуррентные соотношения для вычисления в аналитическом виде ИПЭ с узла-
ми произвольной кратности. Матрицы жёсткости и масс строятся в виде сумм
интегралов от заданных коэффициентных функций исходного самосопряжённого
дифференциального уравнения, вычисленных ИПЭ и их производных. Интегра-
лы вычисляются с помощью гауссовых квадратур, а для кусочно-непрерывных
полиномиальных коэффициентных и потенциальных функций — в аналитиче-
ском виде. Для аппроксимации таблично-заданных коэффициентных функций
применимы интерполяционные формулы.

Построенные матрицы жёсткости и масс применяются для формулировки обоб-
щённой алгебраической задачи на собственные значения, которая при малых раз-
мерностях матрицы решается, используя систему компьютерной алгебры. Эф-
фективность – порядок аппроксимации по шагу конечноэлементной сетки и эко-
номичность – время выполнения алгоритмов и программ в системе Maple для
ленточных матриц размерностью порядка 100 и на языке Fortran при > 100 пока-
зана тестовыми расчётами точно решаемых задачах с непрерывными и кусочно-
непрерывными потенциальными функциями.

Структура работы следующая. В разделе 2 дана формулировка задачи Штур-
ма–Лиувилля и вариационного функционала. В разделе 3 получены рекуррент-
ные соотношения для вычисления в аналитическом виде ИПЭ с узлами произ-
вольной кратности. Представлена конечноэлементная схема с ИПЭ и описан алго-
ритм сведения краевых задач к алгебраическим. В разделе 4 представлен анализ
эффективности и скорости сходимости вычислительных схем на тестовых расчё-
тах. В Заключении обсуждаются результаты и перспективы применения постро-
енных вычислительных схем.

2. Задача Штурма–Лиувилля и вариационный
функционал

Имеется самосопряжённое дифференциальное уравнение второго порядка от-
носительно неизвестного решения Φ(𝑧) на интервале 𝑧 ∈ Ω𝑧 = (𝑧min, 𝑧max) [16]

(𝐷 − 2𝐸) Φ(𝑧) = 0, 𝐷 = − 1

𝑓1(𝑧)

𝜕

𝜕𝑧
𝑓2(𝑧)

𝜕

𝜕𝑧
+ 𝑉 (𝑧). (1)

Предполагается, что 𝑓1(𝑧) > 0, 𝑓2(𝑧) > 0 — непрерывные коэффициентные функ-
ции, а 𝑉 (𝑧) — непрерывная потенциальная функция, которые имеют производные
до порядка 𝜅max − 1 > 1 в области 𝑧 ∈ Ω̄𝑧 = [𝑧min, 𝑧max], другие предположения
для кусочно-непрерывных функций будут также рассмотрены в допустимых спе-
циальных случаях.

Для задачи Штурма–Лиувилля набор собственных функций Φ(𝑧) = Φ𝑚(𝑧) ∈
ℋ2

2 в пространстве ℋ2
2, соответствующий набору собственных значений энергии
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𝐸1 < 𝐸2, . . . , < 𝐸𝑚 < . . ., удовлетворяет граничным условиям первого (I), второго
(II) или третьего (III) рода при заданном значении параметра ℛ(𝑧𝑡)

(I) : Φ𝑚(𝑧
𝑡) = 0, 𝑡 = min and/ormax, (2)

(II) : 𝑓1(𝑧)
𝑑Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑡

= 0, 𝑡 = min and/ormax, (3)

(III) :
𝑑Φ𝑚(𝑧)

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑡

= ℛ(𝑧𝑡)Φ𝑚(𝑧
𝑡), 𝑡 = min and/ormax (4)

и условию нормировки и ортогональности

⟨Φ𝑚(𝑧)|Φ𝑚′(𝑧)⟩ =
𝑧max∫︁
𝑧min

𝑓1(𝑧)(Φ𝑚(𝑧))
*Φ𝑚′(𝑧)𝑑𝑧 = 𝛿𝑚𝑚′ . (5)

Решение краевых задач сводится к нахождению стационарных точек или ми-
нимальных значений вариационных функционалов [12,15]

Ξ(Φ, 𝐸, 𝑧min, 𝑧max) ≡
𝑧max∫︁
𝑧min

Φ*(𝑧) (𝐷 − 2𝐸) Φ(𝑧)𝑑𝑧 = Π(Φ, 𝐸, 𝑧min, 𝑧max)−

− 𝑓2(𝑧
max)Φ*(𝑧max)ℛ(𝑧max)Φ(𝑧max) + 𝑓2(𝑧

min)Φ*(𝑧min)ℛ(𝑧min)Φ(𝑧min), (6)

где Π(Φ, 𝐸, 𝑧min, 𝑧max) симметричный функционал:

Π(Φ, 𝐸, 𝑧min, 𝑧max) =

𝑧max∫︁
𝑧min

[︂
𝑓2(𝑧)

𝑑Φ*𝑔(𝑧)

𝑑𝑧

𝑑Φ(𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑓1(𝑧)Φ

*(𝑧)𝑉 (𝑧)Φ(𝑧)−

− 𝑓1(𝑧)2𝐸Φ*(𝑧)Φ(𝑧)

]︂
𝑑𝑧. (7)

Здесь ℛ(𝑧) = 0 и ℛ(𝑧) → ∞ для задачи дискретного спектра граничными усло-
виями второго рода и первого рода соответственно.

3. Вычислительные схемы МКЭ с ИПЭ

Вычислительная схема решения краевых задач (1)–(4) выводится из вариа-
ционного функционала (6), (7) на основе метода конечных элементов. В методе
конечных элементов интервал [𝑧min, 𝑧max] разбивается на подынтервалы, которые
называются элементами. Размер этих элементов определяется достаточно гибко
принимая во внимание физические свойства, качественное поведение и свойства
гладкости искомого решения и его производных. Интервал Δ = [𝑧min, 𝑧max] по-
крывается набором 𝑛 элементов Δ𝑗 = [𝑧min

𝑗 , 𝑧max
𝑗 ≡ 𝑧min

𝑗+1], так что Δ =
⋃︀𝑛
𝑗=1 Δ𝑗 . В

результате имеем сетку

Ωℎ𝑗(𝑧)[𝑧min, 𝑧max]={𝑧min = 𝑧min
1 , 𝑧max

𝑗 = 𝑧min
𝑗 + ℎ𝑗 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1,

𝑧max
𝑛 = 𝑧min

𝑛 + ℎ𝑛 = 𝑧max}, (8)

где 𝑧min
𝑗 ≡ 𝑧max

𝑗−1 , 𝑗 = 2, . . . , 𝑛 точки сетки, величина шага ℎ𝑗 = 𝑧max
𝑗 −𝑧min

𝑗 задаётся
длиной элемента Δ𝑗 .
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3.1. Интерполяционные полиномы Эрмита

На каждом элементе Δ𝑗 задаём равномерную подсетку

Ω
ℎ𝑗(𝑧)
𝑗 [𝑧min

𝑗 , 𝑧max
𝑗 ] = {𝑧(𝑗−1)𝑝 = 𝑧min

𝑗 , 𝑧(𝑗−1)𝑝+𝑟, 𝑟 = 1, . . . , 𝑝− 1, 𝑧𝑗𝑝 = 𝑧max
𝑗 }

с узловыми точками, 𝑧𝑟 ≡ 𝑧(𝑗−1)𝑝+𝑟, определёнными по формуле

𝑧(𝑗−1)𝑝+𝑟 = ((𝑝− 𝑟)𝑧min
𝑗 + 𝑟𝑧max

𝑗 )/𝑝, 𝑟 = 0, . . . , 𝑝. (9)

В качестве набора локальных функций {𝑁𝑙(𝑧, 𝑧min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )}𝑙max

𝑙=0 , 𝑙max =
𝑝∑︀
𝑟=0

𝜅max
𝑟 на

каждом элементе 𝑧 ∈ [𝑧min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 ] используем ИПЭ {{𝜙𝜅𝑟 (𝑧)}
𝑝
𝑟=0}

𝜅max
𝑟 −1
𝜅=0 , заданные в

узлах 𝑧𝑟, 𝑟 = 0, . . . , 𝑝 сетки (9). Значения функций 𝜙𝜅𝑟 (𝑧) и их производных до по-
рядка (𝜅max

𝑟 −1), т.е. 𝜅 = 0, . . . , 𝜅max
𝑟 −1, где 𝜅max

𝑟 кратность узла 𝑧𝑟, определяются
по формулам [18]

𝜙𝜅𝑟 (𝑧𝑟′) = 𝛿𝑟𝑟′𝛿𝜅0,
𝑑𝜅

′
𝜙𝜅𝑟 (𝑧)

𝑑𝑧𝜅′

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧

𝑟′

= 𝛿𝑟𝑟′𝛿𝜅𝜅′ . (10)

Для вычисления ИПЭ введём вспомогательную весовую функцию

𝑤𝑟(𝑧) =

𝑝∏︁
𝑟′=0,𝑟′ ̸=𝑟

(︂
𝑧 − 𝑧𝑟′

𝑧𝑟 − 𝑧𝑟′

)︂𝜅max
𝑟′

, 𝑤𝑟(𝑧𝑟) = 1. (11)

Производные весовой функции представимы в виде произведения

𝑑𝜅𝑤𝑟(𝑧)

𝑑𝑧𝜅
= 𝑤𝑟(𝑧)𝑔

𝜅
𝑟 (𝑧),

где множитель 𝑔𝜅𝑟 (𝑧) вычисляется с помощью рекуррентных соотношений

𝑔𝜅𝑟 (𝑧) =
𝑑𝑔𝜅−1
𝑟 (𝑧)

𝑑𝑧
+ 𝑔1𝑟(𝑧)𝑔

𝜅−1
𝑟 (𝑧) (12)

с начальными условиями

𝑔0𝑟(𝑧) = 1, 𝑔1𝑟(𝑧) ≡
1

𝑤𝑟(𝑧)

𝑑𝑤𝑟(𝑧)

𝑑𝑧
=

𝑝∑︁
𝑟′=0,𝑟′ ̸=𝑟

𝜅max
𝑟′

𝑧 − 𝑧𝑟′
.

ИПЭ 𝜙𝜅𝑟 (𝑧) ищем в следующем виде:

𝜙𝜅𝑟 (𝑧) = 𝑤𝑟(𝑧)

𝜅max
𝑟 −1∑︁
𝜅′=0

𝑎𝜅,𝜅
′

𝑟 (𝑧 − 𝑧𝑟)
𝜅′
. (13)

Продифференцировав (13) по 𝑧 в точке 𝑧𝑟 и воспользовавшись (11), получаем

𝑑𝜅
′
𝜙𝜅𝑟 (𝑧)

𝑑𝑧𝜅′

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑟

=

𝜅′∑︁
𝜅′′=0

𝜅′!

𝜅′′!(𝜅′ − 𝜅′′)!
𝑔𝜅

′−𝜅′′

𝑟 (𝑧𝑟)𝑎
𝜅,𝜅′′

𝑟 𝜅′′!. (14)
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Из (14) для коэффициентов 𝑎𝜅,𝜅
′

𝑟 получаем следующие выражения

𝑎𝜅,𝜅
′

𝑟 =
1

𝑘!

⎛⎝𝑑𝜅′
𝜙𝜅𝑟 (𝑧)

𝑑𝑧𝜅′

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑟

−
𝜅′−1∑︁
𝜅′′=0

𝜅′!

𝜅′′!(𝜅′ − 𝜅′′)!
𝑔𝜅

′−𝜅′′

𝑟 (𝑧𝑟)𝑎
𝜅,𝜅′′

𝑟 𝜅′′!

⎞⎠ . (15)

С учётом (10) из (15), получаем искомые коэффициенты разложения 𝑎𝜅,𝜅
′

𝑟
ИПЭ (13)

𝑎𝜅,𝜅
′

𝑟 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
0, 𝜅′ < 𝜅,

1/𝜅′!, 𝜅′ = 𝜅,

−
𝜅′−1∑︀
𝜅′′=𝜅

1
(𝜅′−𝜅′′)!𝑔

𝜅′−𝜅′′

𝑟 (𝑧𝑟)𝑎
𝜅,𝜅′′

𝑟 , 𝜅′ > 𝜅.

Отметим, что степень всех ИПЭ 𝜙𝜅𝑟 (𝑧) не зависит от 𝜅 и равна 𝑝′ =
𝑝∑︀

𝑟′=0

𝜅max
𝑟 − 1.

Далее будем рассматривать только ИПЭ с узлами одинаковой кратности 𝜅max
𝑟 =

𝜅max, 𝑟 = 0, . . . , 𝑝. В этом случае степень полиномов равна 𝑝′ = 𝜅max(𝑝 + 1) − 1.
Для таких полиномов введём следующее обозначение:

𝑁𝜅max𝑟+𝜅(𝑧, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 ) = 𝜙𝜅𝑟 (𝑧), 𝑟 = 0, . . . , 𝑝, 𝜅 = 0, . . . , 𝜅max − 1. (16)

Такие ИПЭ образуют базис в пространстве полиномов степени 𝑝′ = 𝜅max(𝑝+1)−1
на элементе 𝑧 ∈ [𝑧min

𝑗 , 𝑧max
𝑗 ] с непрерывными производными до порядка 𝜅max − 1

в граничных точках элемента.
При 𝜅max = 1 ИПЭ совпадает с интерполяционным полиномом Лагранжа,

который не имеет производных в граничных точках интервала 𝑧 ∈ [𝑧min, 𝑧max].
ИПЭ при 𝜅max = 1, 2, 3 и 𝑝 = 4 приведены на рис. 1.

а б в

г д е

Рис. 1. ИПЭ, совпадающий при 𝜅max = 1 с интерполяционным полиномом
Лагранжа (а) и ИПЭ при 𝜅max = 2 (б, в) и 𝜅max = 3 (г, д, е). Здесь 𝑝+ 1 = 5 –
число узлов на элементе Δ𝑗 = [𝑧min

𝑗 = −1, 𝑧max
𝑗 = 1]. Узлы сетки 𝑧𝑟 отмечены

вертикальными линиями



38 Вестник РУДН. СерияМатематика. Информатика. Физика. № 4, 2014. С. 33–49

Видно, что значения ИПЭ 𝑁𝜅max𝑝+𝜅(𝑧, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 ) и 𝑁𝜅(𝑧, 𝑧min
𝑗+1, 𝑧

max
𝑗+1 ) (при 𝑟 = 𝑝

и 𝑟 = 0) их производных до порядка 𝜅max−1 в точке 𝑧max
𝑗 = 𝑧min

𝑗+1 совпадают. Кро-
ме того, граничные точки являются нулями кратностью 𝜅max остальных ИПЭ
независимо от длины элементов [𝑧min

𝑗 , 𝑧max
𝑗 ] и [𝑧min

𝑗+1, 𝑧
max
𝑗+1 ]. Это обстоятельство поз-

воляет построить базис кусочно-полиномиальных функций с непрерывными про-
изводными до порядка 𝜅max − 1 на любом наборе Δ =

⋃︀𝑛
𝑗=1 Δ𝑗 = [𝑧min, 𝑧max]

элементов Δ𝑗 = [𝑧min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 ≡ 𝑧min
𝑗+1].

3.2. Сведение задачи Штурма–Лиувилля к алгебраической задаче

Построим дискретное представление решения Φ(𝑧) задачи (1)–(5), редуциро-
ванной к вариационному функционалу (6), (7) на конечноэлементной сетке,

Ω𝑝ℎ𝑗(𝑧)
[𝑧min, 𝑧max] = [𝑧0 = 𝑧min, 𝑧𝑙, 𝑙 = 1, . . . , 𝑛𝑝− 1, 𝑧𝑛𝑝 = 𝑧max] (17)

с узлами 𝑧𝑙 = 𝑧𝑗𝑝 = 𝑧max
𝑗 ≡ 𝑧min

𝑗+1 на сетке Ωℎ𝑗(𝑧)[𝑧min, 𝑧max], определённой в (8),
и узловыми точками 𝑧𝑙 = 𝑧(𝑗−1)𝑝+𝑟, 𝑟 = 0, . . . , 𝑝, подсеток Ω

ℎ𝑗(𝑧)
𝑗 [𝑧min

𝑗 , 𝑧max
𝑗 ], 𝑗 =

1, . . . , 𝑛, из уравнения (9). Решение Φℎ(𝑧) ≈ Φ(𝑧) ищем в виде разложения по
базисным функциям 𝑁𝑔

𝜇(𝑧) на интервале 𝑧 ∈ Δ = [𝑧min, 𝑧max]:

Φℎ(𝑧) =

𝐿−1∑︁
𝜇=0

Φℎ𝜇𝑁
𝑔
𝜇(𝑧), Φℎ(𝑧𝑙) = Φℎ𝑙𝜅max ,

𝑑𝜅Φℎ(𝑧)

𝑑𝑧𝜅

⃒⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑙

= Φℎ𝑙𝜅max+𝜅, (18)

где 𝐿 = (𝑝𝑛+1)𝜅max — число базисных функций 𝑁𝑔
𝜇(𝑧) и искомых коэффициентов

Φℎ𝜇, которые при 𝜇 = 𝑙𝜅max+𝜅 есть значения производных 𝜅-го порядка функции
Φℎ(𝑧) в каждом узле 𝑧 = 𝑧𝑘 сетки Ω𝑝ℎ𝑗(𝑧)

[𝑧min, 𝑧max], включая значение самой
функции Φℎ(𝑧) при 𝜅 = 0.

Базисные функции 𝑁𝑔
𝜇(𝑧) — это кусочно-непрерывные полиномы порядка 𝑝′

на интервале 𝑧 ∈ Δ = [𝑧min, 𝑧max]. Значения функции 𝑁𝑔
𝜇(𝑧) ≡ 𝑁𝑔

𝑙𝜅max+𝜅(𝑧) и
её производных до порядка 𝜅max − 1 равны нулю во всех узлах сетки Ωℎ𝑗(𝑧)

, за
исключением значения производной 𝜅-го порядка в узле 𝑧𝑙 равного единице, т.е.
𝑑𝜅𝑁𝑙′𝜅max+𝜅′(𝑧)

𝑑𝑧𝜅

⃒⃒⃒
𝑧=𝑧𝑙

= 𝛿𝑙𝑙′𝛿𝜅𝜅′ , 𝑙 = 0, . . . , 𝑛𝑝, 𝜅 = 0, . . . , 𝜅max − 1.

Для узлов 𝑧𝑙 сетки (17), которые не совпадают с точками 𝑧max
𝑗 сетки (8), т.е.

при 𝑙 ̸= 𝑗𝑝, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 − 1, полином 𝑁𝑔
𝜇(𝑧) при 𝜇 = (𝑝(𝑗 − 1) + 𝑟)𝜅max + 𝜅

определяется на элементе 𝑧 ∈ Δ𝑗 как ИПЭ:

𝑁𝑔
(𝑝(𝑗−1)+𝑟)𝜅max+𝜅(𝑧) =

{︂
𝑁𝜅max𝑟+𝜅(𝑧, 𝑧

min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 ), 𝑧 ∈ Δ𝑗 ;

0, 𝑧 ̸∈ Δ𝑗 .
(19)

Поскольку точки 𝑧min
𝑗 и 𝑧max

𝑗 есть нули кратности 𝜅max, то такие кусочно-
полиномиальные функции и их производные до порядка 𝜅max−1 являются непре-
рывными на всём интервале Δ. Соответствующие локальные функции — ИПЭ на
рис. 1 показаны точечными, коротко-штриховыми и штрих-точечными линиями.

Для узлов 𝑧𝑙 сетки (17), совпадающих с одной из точек 𝑧max
𝑗 сетки (8), при-

надлежащей двум элементам Δ𝑗 и Δ𝑗+1, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛− 1, т.е. при 𝑙 = 𝑗𝑝, кусочно-
полиномиальная функция 𝑁𝑔

𝑝𝜅max𝑗+𝜅(𝑧), производная которой порядка 𝜅 в узле
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𝑧𝑙 = 𝑧max
𝑗 равна единице, имеет вид:

𝑁𝑔
𝑝𝜅max𝑗+𝜅(𝑧) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑁𝜅max𝑝+𝜅(𝑧, 𝑧

min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 ), 𝑧 ∈ Δ𝑗 ;

𝑁𝜅(𝑧, 𝑧
min
𝑗+1, 𝑧

max
𝑗+1 ), 𝑧 ∈ Δ𝑗+1;

0, 𝑧 ̸∈ Δ𝑗 ∪Δ𝑗+1.

(20)

Другими словами, кусочно-полиномиальные функции строятся как сшивка двух
полиномов, первый из которых 𝑁𝜅max𝑝+𝜅(𝑧, 𝑧

min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 ) определён в области Δ𝑗 ,
и значение его производной порядка 𝜅 в узле 𝑧𝑙 = 𝑧max

𝑗 равно единице, а второй
𝑁𝜅(𝑧, 𝑧

min
𝑗+1, 𝑧

max
𝑗+1 ) – определён в области Δ𝑗+1, и значение его производной порядка

𝜅 в узле 𝑧𝑙 = 𝑧max
𝑗 также равно единице. Эти кусочно-полиномиальные функции со

всеми их производными до порядка 𝜅max−1 также непрерывны на интервале 𝑧 ∈
Δ. Соответствующие локальные функции — ИПЭ на рис. 1 показаны сплошными
и длинно-штриховыми линиями.

Подстановка разложения (18) в вариационный функционал (6), (7) сводит кра-
евую задачу (1)–(5) к обобщённой алгебраической задаче относительно набора
собственных значений 𝐸 собственных векторов Φℎ = {Φℎ𝜇}𝐿−1

𝜇=0 :

(Ã− 2𝐸ℎB)Φℎ = 0. (21)

Здесь Ã = A+V+Mmin −Mmax и B симметричные матрицы жёсткости и масс
размерностью 𝐿× 𝐿, где 𝐿 = 𝜅max(𝑛𝑝+ 1):

𝐴𝜇1+1;𝜇2+1 =
∑︁

(𝑗,𝑙1,𝑙2)∈𝐷

𝐴𝑗𝑙1;𝑙2 , (22)

𝑉𝜇1+1;𝜇2+1 =
∑︁

(𝑗,𝑙1,𝑙2)∈𝐷

𝑉 𝑗𝑙1;𝑙2 , (23)

𝐵𝜇1+1;𝜇2+1 =
∑︁

(𝑗,𝑙1,𝑙2)∈𝐷

𝐵𝑗𝑙1;𝑙2 , (24)

𝐴𝑗𝑙1;𝑙2 =

𝑧max
𝑗∫︁

𝑧min
𝑗

𝑓2(𝑧)
𝑑𝑁𝑙1(𝑧, 𝑧

min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )

𝑑𝑧

𝑑𝑁𝑙2(𝑧, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )

𝑑𝑧
𝑑𝑧, (25)

𝑉 𝑗𝑙1;𝑙2 =

𝑧max
𝑗∫︁

𝑧min
𝑗

𝑓1(𝑧)𝑑𝑧𝑁𝐿1(𝑧, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )𝑉 (𝑧)𝑁𝐿2(𝑧, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 ), (26)

𝐵𝑗𝑙1;𝑙2 =

𝑧max
𝑗∫︁

𝑧min
𝑗

𝑓1(𝑧)𝑁𝑙1(𝑧, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )𝑁𝑙2(𝑧, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )𝑑𝑧, (27)

где 𝐷 = {𝑗 ∈ {1, ..., 𝑛}, 𝑙1 ∈ {0, ..., 𝑝′}, 𝑙2 ∈ {0, ..., 𝑝′}|𝜇1 = 𝑝𝜅max(𝑗 − 1) + 𝑙1,
𝜇2 = 𝑝𝜅max(𝑗−1)+ 𝑙2}. Матрицы Mmax и Mmin размерностью 𝐿×𝐿 имеют только
по одному ненулевому элементу: 𝑀min

11 = 𝑓2(𝑧
min)𝑅(𝑧min) и 𝑀max

𝐿+1−𝜅max,𝐿+1−𝜅max =

𝑓2(𝑧
max)𝑅(𝑧max), соответственно.
1. Если коэффициентные 𝑓1(𝑧), 𝑓2(𝑧) и/или потенциальная 𝑉 (𝑧) функции урав-

нения (1) заданы в табличной форме, то, используя подходящую интерполяцию
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по ИПЭ, применяем интерполяционную квадратурную формулу, например, для
матричных элементов 𝑉𝑙1;𝑙2(𝑧min, 𝑧max):

𝑉 𝑗𝑙1;𝑙2 =

𝑝∑︁
𝑟=0

𝜅max−1∑︁
𝜅=0

𝑊 𝑗
𝑙1;𝑙2;𝜅max𝑟+𝜅𝑉

(𝜅)(𝑧(𝑗−1)𝑝+𝑟),

где весовая функция 𝑊𝑙1;𝑙2;𝑙3(𝑧
min, 𝑧max) даётся интегралом от произведения трёх

ИПЭ:

𝑊 𝑗
𝑙1;𝑙2;𝑙3

=

𝑧max
𝑗∫︁

𝑧min
𝑗

𝑓1(𝑧)𝑁𝑙1(𝑧, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )𝑁𝑙2(𝑧, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )𝑁𝑙3(𝑧, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )𝑑𝑧.

Полученное выражение является точным для потенциальной функции 𝑉 (𝑧)
в виде полинома степени меньшей, чем 𝑝′. Иначе это разложение обеспечивает
точность вычисления собственных функций и собственных значений до порядка
𝑝′ + 1.

Если интегралы (26) не вычисляются аналитически, то применяются квадра-
туры Гаусса [14, 15] с 𝑝′ + 1 узлами на элементе, обеспечивающие теоретические
оценки точности (29), достижимые в МКЭ,

𝐴𝑗𝑙1;𝑙2 =

𝑝′∑︁
𝑔=0

𝑤𝑔𝑓2(𝑧𝑔)
𝑑𝑁𝑙1(𝑧, 𝑧

min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧=𝑧𝑔

𝑑𝑁𝑙2(𝑧, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )

𝑑𝑧

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑧=𝑧𝑔

,

𝑉 𝑗𝑙1;𝑙2 =

𝑝′∑︁
𝑔=0

𝑤𝑔𝑓1(𝑧𝑔)𝑁𝐿1(𝑧𝑔, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )𝑉 (𝑧𝑔)𝑁𝐿2(𝑧𝑔, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 ),

𝐵𝑗𝑙1;𝑙2 =

𝑝′∑︁
𝑔=0

𝑤𝑔𝑓1(𝑧𝑔)𝑁𝑙1(𝑧𝑔, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 )𝑁𝑙2(𝑧𝑔, 𝑧
min
𝑗 , 𝑧max

𝑗 ),

(28)

где 𝑧𝑔 = (𝑝′−𝑔)𝑧min+𝑔𝑧max и 𝑤𝑔, 𝑔 = 0, 𝑝′ — гауссовы узлы и веса ортогонального
полинома порядка 𝑝′ + 1, определённого на элементе 𝑧 ∈ (𝑧min

𝑗 , 𝑧max
𝑗 ).

2. Расчёты в МКЭ обычно выполняются, используя переход к локальной ко-
ординате 𝜂 ∈ [−1, 1], связанной с абсолютной координатой 𝑧 формулой: 𝑧 =
𝑧min
𝑗 +ℎ𝑗(1+𝜂)/2, 𝑑𝑧𝑑𝜂 = ℎ𝑗/2, где ℎ𝑗 = (𝑧max

𝑗 −𝑧min
𝑗 ) — шаг конечноэлементной сетки

(8). При этом локальные базисные функции и их производные пересчитываются
по формулам

Φ̂(𝑧) =

𝑝∑︁
𝑟=0

𝜅max−1∑︁
𝜅=0

Φ̂𝜅max𝑟+𝜅𝑁𝜅max𝑟+𝜅(𝜂,−1, 1)

(︂
𝑑𝑧

𝑑𝜂

)︂𝜅
,

𝑑Φ̂(𝑧)

𝑑𝑧
=

𝑝∑︁
𝑟=0

𝜅max−1∑︁
𝜅=0

Φ̂𝜅max𝑟+𝜅
𝑑𝑁𝜅max𝑟+𝜅(𝜂,−1, 1)

𝑑𝜂

(︂
𝑑𝑧

𝑑𝜂

)︂𝜅−1

.

3. Матрицы 𝐴𝐿1𝐿2 , 𝐵𝐿1𝐿2 и 𝑉𝐿1𝐿2 – симметричные, размерностью 𝐿×𝐿, где 𝐿 =
𝜅max(𝑛𝑝+1). Они состоят из 𝑛 подматриц размерностью 𝜅max(𝑝+1)×𝜅max(𝑝+1).
Пересечения этих подматриц – блоки размерностью 𝜅max × 𝜅max. В матрицах
𝐵𝐿1𝐿2

и 𝐴𝐿1𝐿2
внутри этих блоков есть нулевые элементы, их наличие связано с

симметриями ИПЭ. В матрице 𝑉𝐿1𝐿2 в общем случае внутри этих блоков нулевых
элементов нет. Количество элементов во всех этих блоках каждой из матриц равно
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(𝑛(𝑝2+2𝑝)+1)(𝜅max)2, и ширина ленты равна 2(𝑝′+1)−𝜅max. Примеры ленточной
структуры матриц приведены на рис. 2.

Рис. 2. Структуры матриц 𝐵𝐿1𝐿2 и 𝐴𝐿1𝐿2 для шести (𝑛 = 6) элементов на
всём интервале (𝑧min, 𝑧max) в зависимости от кратности узлов 𝜅max и числа

подынтервалов 𝑝 для схем седьмого порядка точности 𝑝′ = 7. Слева направо:
(𝜅max, 𝑝) = (1, 7), (𝜅max, 𝑝) = (2, 3), (𝜅max, 𝑝) = (4, 1), матрицы размерностью 𝐿× 𝐿,

𝐿 = 𝜅max(𝑛𝑝+ 1), соответственно, равной 43× 43, 38× 38, 28× 28, с общим
числом элементов внутри блоков (𝑛(𝑝2 + 2𝑝) + 1)(𝜅max)2 = 379, 364, 304 и

шириной ленты 2(𝑝′ + 1)− 𝜅max = 15, 14, 12

4. Матричные элементы (26) при учёте граничных условий второго рода (II)
не изменяются. Для учёта граничных условий первого рода (I) в граничной точке
𝑧min из матрицы Ã вычёркивают первые строку и столбец, а для учёта гранич-
ных условий первого рода (I) в граничной точке 𝑧max из матрицы Ã вычёркивают
строку и столбец с номером 𝐿+ 1− 𝜅max. Для учёта граничных условий третье-
го рода (III) в граничной точке 𝑧min матричный элемент 𝐴11 даётся формулой:
𝐴11 = 𝐴11 + 𝑓2(𝑧

min)𝑅(𝑧min), а для учёта граничных условий третьего рода в
граничной точке 𝑧max матричный элемент 𝐴𝐿+1−𝜅max,𝐿+1−𝜅max даётся формулой
𝐴𝐿+1−𝜅max,𝐿+1−𝜅max = 𝐴𝐿+1−𝜅max,𝐿+1−𝜅max − 𝑓2(𝑧

max)𝑅(𝑧max).
5. Решение обобщённой алгебраической задачи на собственные значения (21)

для небольших размерностей до ∼ 100 выполняется с помощью встроенных в па-
кет LinearAlgebra системы Maple процедур Eigenvectors и Eigenvalues. Для боль-
ших размерностей ∼ 100 ÷ 1000000 для решения задачи (21) используется ме-
тод итераций в подпространстве, реализованный на языке Fortran программой
SSPACE [14], который эффективен для задач на собственные значения с симмет-
ричными ленточными матрицами большой размерности.

Теоретические оценки разности точного Φ𝑚(𝑧) ∈ ℋ2
2 и численного Φℎ𝑚(𝑧) ∈

H𝜅max

решений по норме H0 дают сходимость собственных значений и собствен-
ных функций порядка 2𝑝′ и 𝑝′ + 1, соответственно [12]:

|𝐸ℎ𝑚 − 𝐸𝑚| 6 𝑐1 ℎ
2𝑝′ ,

⃦⃦
Φℎ𝑚(𝑧)− Φ𝑚(𝑧)

⃦⃦
0
6 𝑐2ℎ

𝑝′+1, (29)

где ℎ = max1<𝑗<𝑛 ℎ𝑗 наибольший шаг сетки.

4. Тестовые расчёты

Модифицированный потенциал Пёшля-Теллера. Рассмотрим решение
задачи Штурма-Лиувилля для дифференциального уравнения Шрёдингера, в
единицах ~ = 𝑚 = 1: (︂

− 𝑑2

𝑑𝑧2
+ 2𝑉 (𝑧)− 2𝐸

)︂
Φ(𝑧) = 0, (30)
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на всей оси 𝑧 ∈ (−∞,+∞) с модифицированным потенциалом Пёшля-Теллера:

𝑉 (𝑧) = −𝛼
2

2

𝜆 (𝜆− 1)

(cosh (𝛼 𝑧))
2 , (31)

с параметрами 𝛼 > 0 и 𝜆 > 0, для которого собственные функции и собственные
значения известны в аналитическом виде. Это уравнение при 𝑉 (𝑧) = −𝑘20𝑛2(𝑧)
и 2𝐸 = 𝑘2 = −𝛽2 применяется также для описания распространение электро-
магнитных волн в планарных тонкоплёночных оптических волноводах, которое
устанавливает соответствие между профилем показателя преломления 𝑛(𝑧) вол-
новодного слоя и постоянной распространения 𝛽. Здесь 𝑘0 = 2𝜋/𝜆0 – волновое
число, где 𝜆0– длина электромагнитной волны в вакууме [2]. Показатель прелом-
ления с зависимостью (31) от поперечной координаты применяется для расчёта
мод в градиентных планарных волноводах [1].

Значения параметров 𝜆 = 11/2, 𝛼 = 1 были выбраны таким образом, чтобы
уравнение (30) с потенциалом 𝑉 (𝑧) = −99/8 cosh(𝑧)2 имело пять собственных
значений 2𝐸𝑚 = [−20, 25;−12, 25;−6, 25;−2, 25;−0, 25].

Численные эксперименты на конечноэлементных сетках Ω𝑝ℎ𝑗(𝑧)
[𝑧min = −40,

𝑧max = 40] c краевыми условиями (II), показали строгое соответствие теоретиче-
ским оценкам (29) для собственных значений и собственных функций. Для этого
вычислялись коэффициенты Рунге

𝛽𝑙 = log2

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝜎ℎ𝑙 − 𝜎

ℎ/2
𝑙

𝜎
ℎ/2
𝑙 − 𝜎

ℎ/4
𝑙

⃒⃒⃒⃒
⃒ , 𝑙 = 1, 2 (32)

на трёх сгущающихся сектах с абсолютными погрешностями собственных значе-
ний и собственных функций:

𝜎ℎ1 = |𝐸𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑚 − 𝐸ℎ𝑚|, 𝜎ℎ2 = max
𝑧∈Ωℎ(𝑧)

|Φ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡𝑚 (𝑧)− Φℎ𝑚(𝑧)|. (33)

Из уравнений (33) получены теоретические оценки коэффициента Рунге схо-
димости собственных значений и собственных функций соответственно равные
2𝑝′ и (𝑝′ + 1).

В табл. 1 показаны коэффициенты Рунге для собственных значений и соб-
ственных функций третьего состояния, вычисленных с помощью схем до восьмо-
го порядка 𝑝′ = 𝜅max(𝑝+1)−1 6 8 с различными 𝜅max и 𝑝, с шагом ℎ = 0, 125 для
схем седьмого и восьмого порядка и ℎ = 0, 0625 для остальных схем. В табл. 1 тео-
ретические оценки коэффициента Рунге сходимости собственных значений и соб-
ственных функций соответственно равны 2𝑝′ и (𝑝′ + 1). Время расчёта 𝑇 (ℎ = 1

32)
пяти состояний дискретного спектра с шагом ℎ = 1/32, число строк матриц 𝐿ℎ и
число ненулевых элементов 𝑁ℎ представлено в трёх последних колонках.

Как видно из таблицы, для выбранного 𝑝′ = 1 ÷ 8 численные оценки коэф-
фициента Рунге собственных значений отличаются от их теоретических оценок
не более чем на 0, 06 для 𝑝′ = 1, . . . , 6 и не более чем на 0, 56 для 𝑝′ = 7, 8; для
собственных функций — не более чем на 0, 2, т.е. строго соответствуют теорети-
ческим оценкам (29). На рис. 3 показана зависимость абсолютных погрешностей
𝜎ℎ1 = |𝜀𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡1 − 𝜀ℎ1 | собственных значений 𝜎ℎ1 = |𝜀𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡1 − 𝜀ℎ1 | и собственных функций
𝜎ℎ2 = max𝑧∈Ωℎ(𝑧) |𝜒𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡1 (𝑧) − 𝜒ℎ1(𝑧)| основного состояния в зависимости от шага
сетки ℎ конечноэлементных схем с ИПЭ для различных 𝜅max и 𝑝. В двойной
логарифмической шкале графики погрешности близки к прямым линиям с раз-
личным наклоном, что соответствует порядку аппроксимации 𝑝′ = 𝜅max(𝑝+1)−1
при использовании ИПЭ с различными 𝜅max и 𝑝.
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Таблица 1
Время расчёта 𝑇ℎ, число строк матриц 𝐿ℎ и число ненулевых элементов 𝑁ℎ

при ℎ = 1/32, коэффициенты Рунге для собственных значений и собственных
функций третьего состояния (𝐸3 = −6, 25), вычисленных с помощью схем не

более восьмого порядка 𝑝′ = 𝜅max(𝑝+ 1)− 1 6 8 с различными 𝜅max и 𝑝

𝜅max 𝑝 𝑝′ Ru(E) 2𝑝′ Ru(Φ) 𝑝′ + 1 𝑇ℎ 𝐿ℎ 𝑁ℎ
1 1 1 1,99 2 2,00 2 9,36 2561 7681
1 2 2 3,99 4 3,02 3 19,5 5121 20481
1 3 3 5,99 6 3,97 4 33,4 7681 38401
2 1 3 5,96 6 3,94 4 21,8 5122 30724
1 4 4 8,00 8 5,00 5 48,6 10241 61441
1 5 5 9,99 10 5,97 6 65,6 12801 89601
2 2 5 9,97 10 5,95 6 47,6 10242 81924
3 1 5 10,06 10 6,02 6 38,0 7683 69129
1 6 6 12,00 12 6,99 7 88,9 15361 122881
1 7 7 13,98 14 7,85 8 111, 17921 161281
2 3 7 13,87 14 7,77 8 82,3 15362 153604
4 1 7 13,57 14 7,59 8 59,6 10244 122896
1 8 8 15,99 16 9,09 9 139, 20481 204801
3 2 8 15,74 16 8,86 9 99,1 15363 184329

Рис. 3. Абсолютные погрешности 𝜎ℎ
1 = |𝐸𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡

1 − 𝐸ℎ
1 | и

𝜎ℎ
2 = max𝑧∈Ωℎ(𝑧) |Φ𝑒𝑥𝑎𝑐𝑡

1 (𝑧)− Φℎ
1 (𝑧)| собственного значения и собственной

функции основного состояния задачи (30), (3) как функции от шага сетки
ℎ, вычисленные с ИПЭ при различной кратности узлов 𝜅max и числа

подынтервалов 𝑝 на элементе сетки

Для вычисления применялась программа KANTBP 1.1, реализованная на in
Intel Fortran 77 с использованием типа данных QUADRUPLE PRECISION с 32
десятичными знаками. Время расчёта 𝑇 (ℎ = 1

32) пяти состояний дискретного
спектра с шагом ℎ = 1/32 на компьютере 2 x Xeon 3,2 GHz, 4 GB RAM представ-
лено в табл. 1. Схемы с фиксированным порядком 𝑝′ имеют сходимость по шагу
одного порядка, при этом время выполнения программы для схемы с большим
значением 𝜅max меньше, поскольку вычисления проводятся с матрицей меньшей
размерности 𝐿ℎ×𝐿ℎ с числом ненулевых элементов 𝑁ℎ, приведёнными в табл. 1.

Потенциал прямоугольной ямы. Для решения задачи в МКЭ с помощью
ИПЭ в случае кусочно-непрерывных потенциалов в уравнении (30) применялась
следующая техника аппроксимации (18) искомого решения, у которого первая
производная непрерывна, а вторая производная терпит разрыв. Для кусочно-
непрерывного потенциала 𝑉 (𝑧) = {𝑉𝑖(𝑧), 𝑧 ∈ (𝜁min

𝑖 , 𝜁max
𝑖 )}, 𝜁max

𝑖 = 𝜁min
𝑖+1 , где 𝑉𝑖(𝑧)
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являются 𝑝′ + 1 кратно дифференцируемыми функциями, интервал (8), на кото-
ром определена задача, разбивался на подынтервалы [𝑧min

𝑗 , 𝑧max
𝑗 ] (𝑧max

𝑗 ≡ 𝑧min
𝑗+1)

так, чтобы каждая точка 𝑧 = 𝜁max
𝑖 = 𝜁min

𝑖+1 , в которой решение задачи имеет раз-
рывную вторую производную, совпадала с граничной точкой 𝑧max

𝑗−1 = 𝑧min
𝑗 двух

соседних подынтервалов.

Рис. 4. Решения и их первые и вторые производные для основного
состояния (сплошные кривые) и первого возбуждённого состояния

(штриховые кривые) задачи с потенциалом прямоугольной потенциальной
ямы

Рассмотрим точно решаемую задачу Штурма–Лиувилля для уравнения (30) с
потенциалом прямоугольной ямы шириной 2𝑎 и высотой 𝑉0/2, т.е.

2𝑉 (𝑧) = {𝑉0, |𝑧| 6 𝑎; 0, otherwise}. (34)

Чётные 𝜑𝑒𝑛 и нечётные собственные функции задачи (30) для такого потенциала
имеют вид

𝜑𝑒𝑛 = 𝑁𝑒
𝑛{𝑒

√
−𝐸𝑧; 𝑧 < −1; 𝑒−

√
−𝐸 cos(

√
𝐸 − 𝑉0𝑧)

cos(
√
𝐸 − 𝑉0)

, 𝑧 ∈ [−1, 1]; 𝑒−
√
−𝐸𝑧; 𝑧 > 1},

𝜑𝑜𝑛 = 𝑁𝑜
𝑛{−𝑒

√
−𝐸𝑧; 𝑧 < −1; 𝑒−

√
−𝐸 sin(

√
𝐸 − 𝑉0𝑧)

sin(
√
𝐸 − 𝑉0)

, 𝑧 ∈ [−1, 1]; 𝑒−
√
−𝐸𝑧; 𝑧 > 1},

где 𝑁𝑒
𝑛 и 𝑁𝑜

𝑛 – нормировочный множитель, который определяется из условия
(5). При 𝑎 = 1, 2𝑉0 = −50 задача Штурма–Лиувилля имеет пять собственных
функций дискретного спектра (см. рис. 4)

2𝐸𝑚 = [−48, 109146;−42, 474904;−33, 232792;−20, 714111;−5, 965365].

Поскольку первые две собственные функции быстро убывают, то достаточно
выполнить вычисления на интервале Ω𝑝ℎ𝑗(𝑧)

[𝑧min = −5, 𝑧max = 5] c краевыми усло-
вием (II). Погрешность вычисления первых двух собственных значений представ-
лена в табл. 2, а погрешность двух собственных функций и их первой производной
на рис. 5.

Как видно из табл. 2, схемы с кратностями узлов 𝜅max = 1 и 𝜅max = 2 одина-
кового порядка точности 𝑝′ = 3 и 𝑝′ = 5 дают примерно одинаковую погрешность
(при 𝑛 = 20 погрешности порядка 10−2 и 4 · 10−6), а схема с 𝜅max = 3 даёт су-
щественно худшую погрешность (при 𝑛 = 20 погрешности порядка 10−2). Это
связано с тем, что вторая производная решения имеет разрывы в точках 𝑧 = ±𝑎.

В табл. 2 показаны коэффициенты Рунге (Ru) сходимости двух первых соб-
ственных значений из (32), вычисленных по схемам третьего 𝑝′ = 𝜅max(𝑝+1)−1 =
3 и пятого 𝑝′ = 𝜅max(𝑝+ 1)− 1 = 5 порядков с различными 𝜅max и 𝑝 при ℎ = 1/4,
𝑛 = 40. Видно, что для выбранных схем третьего 𝑝′ = 3 и пятого 𝑝′ = 5 поряд-
ков численные оценки коэффициента Рунге отличаются не более чем на 0, 5 от их
теоретических оценок, тогда как схема с 𝜅max = 3, 𝑝 = 1 даёт коэффициент Рун-
ге схемы 𝛽1 = 3 в три раза меньше теоретической оценки. Фактически эта схема
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с 𝛽1 = 3 = 𝑝′ + 1 соответствует схеме второго порядка 𝑝′ = 2, поскольку функ-
ция с разрывной второй производной аппроксимируется функцией с непрерывной
второй производной.

Таблица 2
Абсолютные погрешности собственного значения энергии основного 𝜎ℎ

1 (𝐸0)
и первого возбуждённого 𝜎ℎ

1 (𝐸1) состояний для потенциала прямоугольной
ямы (34) при 𝑎 = 1 и 2𝑉0 = −50. Коэффициенты Рунге (Ru) сходимости

собственных значений из (32) при ℎ = 1/4, 𝑛 = 40 и его теоретические оценки
2𝑝′, даны в последних двух колонках

(𝜅max, 𝑝) (1,3) (2,1) (1,5) (2,2) (3,1)
𝑝′ 3 3 5 5 5
𝜎ℎ=1
1 (𝐸0) 1,93e-02 5,70e-02 2,47e-04 4,01e-04 1,48e-02
𝜎
ℎ=1/2
1 (𝐸0) 1,39e-03 3,15e-03 1,67e-06 2,59e-06 2,66e-03
𝜎
ℎ=1/4
1 (𝐸0) 4,44e-05 1,00e-04 3,82e-09 6,12e-09 3,51e-04
𝜎
ℎ=1/8
1 (𝐸0) 8,83e-07 2,21e-06 5,26e-12 8,59e-12 4,40e-05
𝜎
ℎ=1/16
1 (𝐸0) 1,48e-08 4,14e-08 2,22e-12 2,20e-13 5,50e-06
𝜎ℎ=1
1 (𝐸1) 9,96e-02 2,92e-01 6,44e-04 9,40e-04 6,70e-02
𝜎
ℎ=1/2
1 (𝐸1) 4,38e-03 1,14e-02 3,75e-06 5,66e-06 1,07e-02
𝜎
ℎ=1/4
1 (𝐸1) 1,25e-04 3,08e-04 7,93e-09 1,27e-08 1,39e-03
𝜎
ℎ=1/8
1 (𝐸1) 2,40e-06 6,33e-06 1,04e-11 1,74e-11 1,74e-04
𝜎
ℎ=1/16
1 (𝐸1) 3,96e-08 1,14e-07 2,63e-12 2,06e-13 2,17e-05

Ru(𝐸0) 5,65 5,50 10,3 9,51 2,99
Ru (𝐸1) 5,70 5,60 9,99 9,53 3,01
2𝑝′ 6 6 10 10 10

Рис. 5. Разности между численными и точными значениями
𝐷𝜅max,𝑝

𝑠𝑤𝑝,0 = 𝜓𝜅max,𝑝
0 (𝑧)− 𝜓0(𝑧) для основного состояния (сплошные кривые)

𝐷𝜅max,𝑝
𝑠𝑤𝑝,1 = 𝜓𝜅max,𝑝

1 (𝑧)− 𝜓1(𝑧) для первого возбуждённого состояния (штриховые
кривые) для функций (сверху) и их первые производные (снизу)

прямоугольной потенциальной ямы при 𝑛 = 10 элементов на интервале
(−5, 5) для различной кратности узлов 𝜅max и количества подынтервалов 𝑝

на элементе сетки. Слева направо: (𝜅max, 𝑝) = (1, 3), (𝜅max, 𝑝) = (2, 1),
(𝜅max, 𝑝) = (3, 1)

Для иллюстрации этого факта на рис. 5 приведены погрешности и вычис-
ления собственных функций и их первых производных. Как видно из рисунка,
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среди схем третьего порядка 𝑝′ = 3, схема с 𝜅max = 2, 𝑝 = 1 даёт в десять раз
лучшее приближение для собственных функций и их первых производных, по
сравнению со схемой с 𝜅max = 1, 𝑝 = 3. Видно, что производная погрешности ап-
проксимации для схемы с 𝜅max = 1, 𝑝 = 3 имеет разрывы в граничных точках
элементов, которых нет для схемы с 𝜅max = 2, 𝑝 = 1. Однако схема пятого поряд-
ка 𝑝′ = 5 с 𝜅max = 3, 𝑝 = 1 даёт худший результат даже по сравнению со схемами
третьего порядка. При этом максимальные погрешности решения наблюдаются
в окрестности границ ямы 𝑧 = ±𝑎, т.е. в этих точках подтверждается невозмож-
ность аппроксимации функции с разрывной второй производной функциями с
помощью функций, имеющих непрерывные вторые производные.

5. Заключение

В работе представлены вычислительные схемы решения задач Штурма–Лиу-
вилля методом конечных элементов с ИПЭ. Предложенные схемы порядка 𝑝′ =
𝜅max(𝑝+1)−1 при подходящем выборе числа 𝑝+1 узловых точек элемента сетки и
кратности узлов 𝜅max сохраняют в приближённых решениях свойства непрерыв-
ности производных искомых решений. Показана эффективность вычислитель-
ных схем, реализованных в виде программ для матриц размерности 100 × 100
в системе Maple и большей размерности на языке Фортран в тестовых расчётах
для точно решаемых квантовомеханических моделей с непрерывными и кусочно-
непрерывными потенциальными функциями. Численный анализ приближенных
решений в тестовых расчётах с непрерывными потенциалами показал, что поря-
док разработанных конечноэлементных схем, 𝑝′ = 𝜅max(𝑝 + 1) − 1, строго соот-
ветствует теоретическим оценкам. Выбор схемы большего порядка 𝑝′ позволяет
получить приближённое решение с более высокой точностью при большем шаге
ℎ конечноэлементной сетки при условии гладкости производной 𝑝′-того порядка
искомого решения.

Схемы с фиксированным порядком 𝑝′ имеют сходимость по шагу одного по-
рядка, при этом время выполнения программы для схемы с большим значением
𝜅max меньше, поскольку вычисления проводятся с матрицей меньшей размерно-
сти и с меньшей. Однако схемы с более высоким 𝜅max более чувствительны к
погрешностям округления. Если производная порядка 𝜅 искомого решения имеет
точки разрыва, что имеет место в случае коэффициентных функций уравнения
с разрывами производных порядка 𝜅− 2, то применение схем со значением крат-
ности 𝜅max > 𝜅, т.е. ИПЭ с непрерывными производными большего порядка, не
оправдано.

Для минимизации погрешностей предложенных конечноэлементных схем при
заданных числе 𝑝 + 1 узловых точек элемента сетки и кратности узлов 𝜅max со-
стоит в выборе неравномерных подсеток. Также необходима разработка соответ-
ствующих конечноэлементных схем для случая, если вычисление коэффициент-
ных или потенциальных функций занимает длительное время, при этом сетки,
на которых вычисляются коэффициенты ОДУ, и её решения совпадать не будут.

Дальнейшее развитие и применение предложенных конечноэлементных схем,
разработанных алгоритмов и программ решения задачи Штурма–Лиувилля свя-
занно с анализом моделей молекулярных, атомных и ядерных систем, а также
квантово-размерных систем, таких как квантовые точки, проволоки, и ямы в
объёмных полупроводниках, и гладко-нерегулярных волноводных структур, ко-
торые описываются краевыми задачами для уравнения в частных производных с
кусочно-непрерывными коэффициентными функциями и потенциалами.
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Calculation schemes for solving Sturm–Liouville problem with first-, second- and third-
type boundary conditions by finite-element method holding a continuity of derivatives of
a required solution in its approximated solution are constructed. Recurrence relations for
the calculation in analytical form of the interpolating Hermite polynomials with nodes of
arbitrary multiplicity are derived. Using the interpolating Hermite polynomials, the basis
piecewise-polynomial functions on finite-element grid with nonuniform step, approximating
desired solution of the original problem are constructed and used for reduction to a general-
ized algebraic eigenvalue problem with banded stiffness and mass matrices. The stiffness and
mass matrices are formed by sums of integrals containing the given coefficient and poten-
tial functions of the original self-adjoint second-order differential equation and the calculated
interpolating Hermite polynomials and their derivatives on the finite element grid. The in-
tegrals are calculated using Gauss quadratures and in special cases, including the piecewise
continuous polynomial coefficient and potential functions in analytical form. The efficiency
and rate of convergence of the proposed calculation schemes and elaborated algorithms and
programs implemented in Maple and Fortran is proved by benchmark calculations of ex-
actly solvable Sturm–Liouville problems with continuous and piecewise continuous potential
functions.

Key words and phrases: Sturm–Liouville problem, calculation scheme, finite element
method, interpolation Hermite polynomials.
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