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В работе рассматривается задача о нахождении необходимых и достаточных условий
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1. Введение

Пусть 0 < 𝑝, 𝑞 < +∞, и 𝜆, 𝜈, 𝜇 — борелевские 𝜎-конечные меры на (0,∞). Обо-
значим через M+ множество неотрицательных борелевских функций 𝑓 : (0,∞) →
[0,+∞].

В работе рассматривается задача о нахождении необходимых и достаточных
условий выполнения неравенства Харди вида⎛⎜⎝ ∫︁

(0,∞)

𝑣(𝑥)

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑢𝑓d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

6 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑓𝑝d𝜈

⎞⎟⎠
1
𝑝

для всех 𝑓 ∈ M+,

(1)
где 𝑢, 𝑣 ∈ M+ и на граничные функции 𝑎(𝑥) и 𝑏(𝑥) накладываются следующие
условия:

𝑎(𝑥) и 𝑏(𝑥) непрерывны и строго возрастают на (0,∞);

𝑎(𝑥) < 𝑏(𝑥) для любого 𝑥 ∈ (0,∞), 𝑎(0) = 𝑏(0) = 0, 𝑎(∞) = 𝑏(∞) = ∞.
(2)

Константу 𝐶 > 0 в (1) считаем выбранной наименьшей из возможных.
Случай абсолютно непрерывных относительно меры Лебега мер 𝜆, 𝜇, 𝜈 (весо-

вое неравенство Харди) имеет длинную историю, восходящую к классической
монографии [1], и к настоящему времени полностью изучен. Необходимую инфор-
мацию можно найти в работах Б. Мукенхоупта [2], Дж. Брэдли [3], С. Блума и Р.
Кермана [4], Г. Хайнига и Г. Синнамона [5], В. Кокилашвили [6], Дж. Таленти [7],
Д. Томаселли [8], Г. Синнамона [9], Г. Синнамона и В. Степанова [10], других
авторов [11–15] и монографиях [16] и [17].

Для более общих мер В. Мазья и А. Розин [16, § 1.3] техникой весовых нера-
венств охарактеризовали неравенство (1) в случае, когда 𝜆 есть мера Лебега и
𝑢 = 𝑣 ≡ 1. В недавней работе [18] Г. Синнамон установил связь неравенства (1)
при 𝜈 = 𝜆 и 𝑢 = 𝑣 ≡ 1 с неравенством на монотонных функциях и, в частности,
получил несколько различных по форме критериев выполнения неравенства (1)
в этом случае. Полностью неравенство Харди (1) при 𝑎(𝑥) = 𝑎, 𝑏(𝑥) = 𝑥 с тремя
мерами изучено в работе [19] и в случае абсолютно непрерывных мер изучено в
работе [20]. Целью нашей работы является обобщение результатов работы [19,20]
на случай интегральных операторов с переменными пределами интегрирования с
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произвольными борелевскими мерами. Для этого сначала обобщается ряд ключе-
вых лемм из работ [19, 20], а затем с помощью этих лемм находятся требуемые
критерии.

Обозначим через 𝐿𝑝𝜆 пространство Лебега всех 𝜆-измеримых функций, для

которых ‖𝑓‖𝐿𝑝
𝜆
:=
(︁∫︀

(0,∞)
|𝑓 |𝑝d𝜆

)︁ 1
𝑝

<∞. Соотношения 𝐴≪ 𝐵 и 𝐵 ≫ 𝐴 означают
𝐴 6 𝑐𝐵 с константой 𝑐, зависящей только от 𝑝 и 𝑞, 𝐴 ≈ 𝐵 равносильно 𝐴≪ 𝐵 ≪ 𝐴.
Символы N, Z и обозначают соответственно множество всех натуральных чисел,
целых чисел . 𝜒𝐸 суть характеристическая функция (индикатор) множества
𝐸 ⊂ (0,∞).

2. Вспомогательные леммы

Лемма 1. Пусть 𝜆 — борелевская 𝜎-конечная мера на [𝑏(𝑐), 𝑏(𝑑)] ⊂ (0,∞) и 𝜇 —
борелевская 𝜎-конечная мера на [𝑐, 𝑑] ⊂ (0,∞), 𝑓 ∈ M+[𝑏(𝑐), 𝑏(𝑑)] и
𝐻𝑏𝑓(𝑥) :=

∫︀
[𝑏(𝑐),𝑏(𝑥)]

𝑢(𝑦)𝑓(𝑦)d𝜆(𝑦). Тогда неравенство

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑐,𝑑]

𝑣(𝑥) (𝐻𝑏𝑓(𝑥))
𝑞
d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

6 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑏(𝑐),𝑏(𝑑)]

𝑓𝑝d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝

∀𝑓 ∈ M+[𝑏(𝑐), 𝑏(𝑑)], (3)

при 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞ выполнено тогда и только тогда, когда

‖𝐻𝑏‖𝐿𝑝
𝜆→𝐿𝑞

𝜇
≈ sup
𝑡∈[𝑐,𝑑]

⎛⎜⎝∫︁
[𝑡,𝑑]

𝑣d𝜇

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑏(𝑐),𝑏(𝑡)]

𝑢𝑝
′
d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝′

<∞.

Доказательство. Сделаем замену 𝑦 = 𝑏(𝑠) в выражении 𝐻𝑏𝑓(𝑥). Тогда∫︁
[𝑏(𝑐),𝑏(𝑥)]

𝑢(𝑦)𝑓(𝑦)d𝜆(𝑦) =

∫︁
[𝑐,𝑥]

𝑢(𝑏(𝑠))𝑓(𝑏(𝑠))d𝜆(𝑏(𝑠)) =: �̄�𝑓(𝑥), (4)

где 𝑓(𝑥) := 𝑓(𝑏(𝑠)) и �̄�(𝑥) := 𝑢(𝑏(𝑠)). Аналогично,⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑏(𝑐),𝑏(𝑑)]

(𝑓(𝑦))𝑝d𝜆(𝑦)

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑐,𝑑]

(𝑓(𝑏(𝑠)))𝑝 d𝜆(𝑏(𝑠))

⎞⎟⎠ =

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑐,𝑑]

(𝑓(𝑥))𝑝 d�̄�(𝑥)

⎞⎟⎠ , (5)

где d�̄�(𝑥) = d𝜆(𝑏(𝑠)). Подставляя (4) и (5) в неравенство (3), получим⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑐,𝑑]

𝑣(𝑥)
(︀
�̄�𝑓(𝑥)

)︀𝑞
d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

6 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑐,𝑑]

(𝑓(𝑥))𝑝 d�̄�(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑝

.

Из ( [19], теорема 1) получим

𝐶 ≈ sup
𝑡∈[𝑐,𝑑]

⎛⎜⎝∫︁
[𝑡,𝑑]

𝑣 d𝜇

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝∫︁
[𝑐,𝑡]

�̄�𝑝
′
d�̄�

⎞⎟⎠
1
𝑝′

.
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Сделаем обратную замену во втором сомножителе, тогда

𝐶 ≈ sup
𝑡∈[𝑐,𝑑]

⎛⎜⎝∫︁
[𝑡,𝑑]

𝑣 d𝜇

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑏(𝑐),𝑏(𝑡)]

𝑢𝑝
′
d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝′

,

что следует из утверждения леммы, поскольку наименьшая константа 𝐶 в (3)
совпадает с нормой ‖𝐻𝑏‖𝐿𝑝

𝜆→𝐿𝑞
𝜇
. �

Справедливо аналогичное утверждение для интеграла с переменным нижним
пределом.

Лемма 2. Пусть 𝜆 — борелевская 𝜎-конечная мера на [𝑎(𝑐), 𝑎(𝑑)] ⊂ (0,∞) и
𝜇 — борелевская 𝜎-конечная мера на [𝑐, 𝑑] ⊂ (0,∞), 𝑓 ∈ M+[𝑎(𝑐), 𝑎(𝑑)] и

𝐻𝑎𝑓(𝑥) :=

∫︁
[𝑎(𝑥),𝑎(𝑑)]

𝑢(𝑦)𝑓(𝑦) d𝜆(𝑦).

Тогда неравенство⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑐,𝑑]

𝑣(𝑥) (𝐻𝑎𝑓(𝑥))
𝑞
d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

6 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑐),𝑎(𝑑)]

𝑓𝑝d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝

∀𝑓 ∈ M+[𝑎(𝑐), 𝑎(𝑑)] (6)

при 1 < 𝑝 6 𝑞 <∞ выполнено тогда и только тогда, когда

‖𝐻𝑎‖𝐿𝑝
𝜆→𝐿𝑞

𝜇
≈ sup
𝑡∈[𝑐,𝑑]

⎛⎜⎝∫︁
[𝑐,𝑡]

𝑣 d𝜇

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑡),𝑎(𝑑)]

𝑢𝑝
′
d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝′

<∞.

3. Блочно-диагональный метод

Для заданных функций 𝑎(𝑥) и 𝑏(𝑥), удовлетворяющих условию (2), выберем
последовательность точек {𝜉𝑘}𝑘∈Z ⊂ (0,∞) такую, что 𝜉0 = 1, 𝜉𝑘 = (𝑎−1∘𝑏)𝑘(1), 𝑘 ∈
Z и положим 𝜂𝑘 = 𝑎(𝜉𝑘) = 𝑏(𝜉𝑘−1), Δ𝑘 = [𝜉𝑘, 𝜉𝑘+1], 𝛿𝑘 = [𝜂𝑘, 𝜂𝑘+1], 𝑘 ∈ Z. Разбивая
полуось (0,∞) точками последовательности {𝜉𝑘}𝑘∈Z, получаем представление
оператора 𝐻 вида 𝐻𝑓(𝑥) :=

∫︀
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑢(𝑦)𝑓(𝑦)d𝜆(𝑦) в виде суммы 𝐻 = 𝑇 + 𝑆

блочно-диагональных операторов 𝑇 и 𝑆 таких, что

𝑇 =
∑︁
𝑘∈Z

𝑇𝑘, 𝑆 =
∑︁
𝑘∈Z

𝑆𝑘,

где

𝑇𝑘𝑓(𝑥) :=

∫︁
[𝑎(𝑥),𝑎(𝜉𝑘+1))

𝑢𝑓 d𝜆, 𝑇𝑘 : 𝐿𝑝𝜆[𝑎(𝜉𝑘), 𝑎(𝜉𝑘+1)) → 𝑐𝐿𝑞𝜇[𝜉𝑘, 𝜉𝑘+1), (7)

𝑆𝑘𝑓(𝑥) :=

∫︁
[𝑏(𝜉𝑘),𝑏(𝑥)]

𝑢𝑓 d𝜆, 𝑆𝑘 : 𝐿𝑝𝜆[𝑏(𝜉𝑘), 𝑏(𝜉𝑘+1)) → 𝐿𝑞𝜇[𝜉𝑘, 𝜉𝑘+1). (8)

Для блочно-диагональных операторов имеет место следующее утверждение [12].
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Лемма 3. Пусть 0 < 𝑝 6 𝑞 <∞ и 𝑈 =
⨆︀
𝑘 𝑈𝑘 и 𝑉 =

⨆︀
𝑘 𝑉𝑘 и 𝑇 =

∑︀
𝑘 𝑇𝑘 , где

𝑇𝑘 : 𝐿𝑝𝜆(𝑈𝑘) → 𝐿𝑞𝜇(𝑉𝑘) тогда ‖𝑇‖𝐿𝑝
𝜆(𝑈)→𝐿𝑞

𝜇(𝑉 ) = sup𝑘 ‖𝑇‖𝐿𝑝
𝜆(𝑈𝑘)→𝐿𝑞

𝜇(𝑉𝑘).

4. Случай 𝜆 = 𝜈

Теорема 1. Пусть 1 < 𝑝 6 𝑞 < +∞, и 𝜆, 𝜇 — 𝜎-конечные борелевские меры
на (0,∞), 𝑢, 𝑣 ∈ M+. Неравенство⎛⎜⎝ ∫︁

(0,∞)

𝑣(𝑥)

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑓𝑢d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

6 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑓𝑝d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝

∀𝑓 ∈ M+ (9)

выполнено тогда и только тогда, когда 𝐴 := sup
𝑠>0

sup
𝑠6𝑡6𝑎−1(𝑏(𝑠))

𝐴(𝑠, 𝑡) <∞, где

𝐴(𝑠, 𝑡) :=

⎛⎜⎝∫︁
[𝑠,𝑡]

𝑣d𝜇

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑡),𝑏(𝑠)]

𝑢𝑝
′

d𝜆

⎞⎟⎠
1

𝑝
′

.

Более того, для наименьшей константы 𝐶 в неравенстве (9) справедливо
соотношение 𝐶 ≈ 𝐴.

Доказательство. Необходимость. Пусть выполнено неравенство (9) и 𝑠 > 0.

Полагая 𝑓 = 𝑢
𝑝
𝑝𝜒[𝑎(𝑡),𝑏(𝑠)] в (9) для любого 𝑡 ∈ (𝑠, 𝑎−1(𝑏(𝑠))), находим

𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑡),𝑏(𝑠)]

(𝑢
𝑝
𝑝 )𝑝d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝

>

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑢(𝑢
𝑝
𝑝 )𝜒[𝑎(𝑡),𝑏(𝑠)]d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

𝑣(𝑥)d𝜇

⎞⎟⎠
1
𝑞

>

>

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑏−1(𝑎(𝑡)),𝑎−1(𝑏(𝑠))]

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑢(𝑢
𝑝
𝑝 )𝜒[𝑎(𝑡),𝑏(𝑠)]d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

𝑣(𝑥)d𝜇

⎞⎟⎠
1
𝑞

>

>

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑠,𝑡)]

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑡),𝑏(𝑠)]

𝑢𝑝d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

𝑣(𝑥)d𝜇

⎞⎟⎠
1
𝑞

.

Отсюда для любого 𝑡 > 0 следует

𝐶 ≫ sup
𝑡∈(𝑠,𝑎−1(𝑏(𝑠)))

⎛⎜⎝∫︁
[𝑠,𝑡]

𝑣𝑑𝜇

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑡),𝑏(𝑠)]

𝑢𝑝d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝

,

откуда 𝐶 ≫ sup
𝑠>0

sup
𝑠6𝑡6𝑎−1𝑏(𝑠)

𝐴(𝑠, 𝑡) = 𝐴.

Достаточность. Пусть 𝐴 < +∞. Запишем оператор 𝐻 для любого 𝑥 ∈ Δ𝑘 =
(𝜉𝑘, 𝜉𝑘+1), в виде 𝐻𝑓(𝑥) = 𝑇𝑘𝑓(𝑥) + 𝑆𝑘𝑓(𝑥). Тогда

‖𝐻𝑓‖𝑞
𝐿𝑞

𝜇
=
∑︁
𝑘

‖𝐻𝑓‖𝑞
𝐿𝑞

𝜇(Δ𝑘)
6 2𝑞−1

(︃∑︁
𝑘

‖𝑇𝑘𝑓‖𝑞𝐿𝑞
𝜇(Δ𝑘)

+
∑︁
𝑘

‖𝑆𝑘𝑓‖𝑞𝐿𝑞
𝜇(Δ𝑘)

)︃
=
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= 2𝑞−1
(︁
‖𝑇𝑓‖𝑞

𝐿𝑞
𝜇
+ ‖𝑆𝑓‖𝑞

𝐿𝑞
𝜇

)︁
6 2𝑞−1 (‖𝑇‖𝑞 + ‖𝑆‖𝑞) ‖𝑓‖𝑞

𝐿𝑝
𝜆
.

Отсюда следует, что ‖𝐻‖ ≪ (‖𝑇‖𝑞 + ‖𝑆‖𝑞)
1
𝑞 , а из неравенства Йенсена и леммы 3

получаем ‖𝐻‖ 6 ‖𝑇‖+ ‖𝑆‖ = sup
𝑘
‖𝑇𝑘‖+ sup

𝑘
‖𝑆𝑘‖.

Из леммы 2 имеем

‖𝑇𝑘‖ ≪ sup
𝑡∈[𝜉𝑘,𝜉𝑘+1]

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝜉𝑘,𝑡]

𝑣 d𝜇

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑡),𝑏(𝜉𝑘)]

𝑢𝑝
′
d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝′

6 𝐴, 𝑘 ∈ Z.

Следовательно
sup
𝑘

‖𝑇𝑘‖ 6 𝐴. (10)

Из леммы 1 имеем

‖𝑆𝑘‖ ≈ sup
𝑡∈[𝜉𝑘,𝜉𝑘+1]

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑡,𝜉𝑘+1]

𝑣 d𝜇

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝜉𝑘+1),𝑏(𝑡)]

𝑢𝑝
′
d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝′

= sup
𝜉𝑘<𝑡<𝜉𝑘+1

𝐴(𝑡, 𝜉𝑘+1) 6 𝐴.

Поскольку 0 < 𝑠 < 𝑡 < 𝑎−1(𝑏(𝑠)) эквивалентно 𝑏−1(𝑎(𝑡)) < 𝑠 < 𝑡, то 𝐴 =
sup
𝑡>𝑜

sup
𝑏−1(𝑎(𝑡))<𝑠<𝑡

𝐴(𝑠, 𝑡). Отсюда следует, что sup
𝑘

sup
𝜉𝑘<𝑡<𝜉𝑘+1

𝐴(𝑡, 𝜉𝑘+1) 6 𝐴. Поэтому

sup
𝑘

‖𝑆𝑘‖ 6 𝐴. (11)

Отсюда и из (10) и (11) по лемме 3 получаем 𝐶 ≪ 𝐴. �

5. Неравенство Харди с тремя мерами

Для операторов интегрирования с переменными пределами из ( [19], лемма 5)
вытекает следующее утверждение

Лемма 4. Пусть 0 < 𝑝, 𝑞 < +∞, и 𝜆, 𝜇 — борелевская 𝜎-конечная мера на
(0,∞) 𝑢, 𝑣, 𝜏 ∈ M+. Тогда неравенство⎛⎜⎝ ∫︁

(0,∞)

𝑣(𝑥)

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑓𝑢𝜏 d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

6 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑓𝑝d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝

∀𝑓 ∈ M+ (12)

выполнено, если и только если выполнено неравенство⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑣(𝑥)

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑔𝑢d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

6 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑔𝑝𝜏−𝑝d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝

∀𝑔 ∈ M+. (13)

Теорема 2. Пусть 1 < 𝑝 6 𝑞 < +∞; 𝜆 , 𝜈 и 𝜇 — борелевские 𝜎-конечные
меры на (0,∞) и 𝑓 ∈ M+; (𝜈𝑎, 𝜈𝑠) — разложение Лебега меры 𝜈 относительно 𝜆,
т.е. 𝜈 = 𝜈𝑎 + 𝜈𝑠, где 𝜈𝑎 абсолютно непрерывна относительно 𝜆, а 𝜈𝑠 и 𝜆 взаимно
сингулярны и d𝜈𝑎

d𝜆 — производная Радона–Никодима 𝜈𝑎 относительно 𝜆.
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Если 𝑝 6 𝑞, то неравенство⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑣(𝑥)

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑢𝑓 d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

6 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑓𝑝 d𝜈

⎞⎟⎠
1
𝑝

∀𝑓 ∈ M+ (14)

выполнено тогда и только тогда, когда

𝒜 := sup
𝑠>0

sup
𝑡∈[𝑠,𝑎−1(𝑏(𝑠))]

⎛⎜⎝∫︁
[𝑠,𝑡]

𝑣 d𝜇

⎞⎟⎠
1
𝑞
⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑡),𝑏(𝑠)]

𝑢𝑝
′
(︂
d𝜈𝑎
d𝜆

)︂1−𝑝′

d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝′

< +∞.

Более того, для наименьшей константы 𝐶 в неравенстве (14) справедливо
соотношение 𝐶 ≈ 𝒜.

Доказательство. Следуем рассуждениям из доказательств теоремы 4 [19].
Неравенство (14) равносильно неравенству⎛⎜⎝ ∫︁

(0,∞)

𝑣(𝑥)

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑢𝑓 d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

6 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑓𝑝 d𝜈𝑎

⎞⎟⎠
1
𝑝

∀𝑓 ∈ M+. (15)

Действительно, (15) влечёт (14). Обратно, пусть выполнено (14). Фиксируем
произвольную 𝑓 ∈ M+. Так как 𝜈𝑠 и 𝜆 взаимно сингулярны, то существует борелев-
ское множество 𝐴 ⊂ (0,∞) такое, что 𝜆(𝐴) = 0 и 𝜈𝑠 сконцентрировано на 𝐴. Так
как 𝜈𝑎 абсолютно непрерывна относительно 𝜆 и 𝜆(𝐸) = 0 для любого борелевского
𝐸 ⊂ 𝐴, то 𝜈𝑎 сконцентрировано на (0,∞) ∖𝐴. Положим 𝑓 := 𝑓𝜒[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]∖𝐴. Тогда

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑣(𝑥)

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑢𝑓d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

=

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑣(𝑥)

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑢𝑓d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

6

6 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑓𝑝 d𝜈

⎞⎟⎠
1
𝑝

= 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑓𝑝d𝜈𝑎 +

∫︁
(0,∞)

𝑓𝑝d𝜈𝑠

⎞⎟⎠
1
𝑝

= 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑓𝑝d𝜈𝑎

⎞⎟⎠
1
𝑝

.

Неравенство (15) можно переписать в виде⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑣(𝑥)

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑢𝑓 d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

6 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑓𝑝
(︂
d𝜈𝑎
d𝜆

)︂
d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝

.

Данное неравенство по лемме 4 равносильно неравенству⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑣(𝑥)

⎛⎜⎝ ∫︁
[𝑎(𝑥),𝑏(𝑥)]

𝑢𝑓

(︂
d𝜈𝑎
d𝜆

)︂− 1
𝑝

d𝜆

⎞⎟⎠
𝑞

d𝜇(𝑥)

⎞⎟⎠
1
𝑞

6 𝐶

⎛⎜⎝ ∫︁
(0,∞)

𝑓𝑝d𝜆

⎞⎟⎠
1
𝑝

.

Применение к последнему неравенству теоремы 1 заканчивает доказательство
теоремы. �
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In the work we prove necessary and sufficient conditions for the inequality of Hardy type for
integral operators with variable limita of integration in the Lebesgue spaces with measures.
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