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Предлагается конструкция систем дифференциальных уравнений, используемая для
составления уравнений нестационарных дифференциальных связей. Рассматривается за-
дача построения уравнений динамики на основе интегрального вариационного принципа.
Определяются выражения управляющих сил, действующих на систему с целью обес-
печить выполнение уравнений связей, наложенных на систему. Некоторые результаты
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Введение
Широкое внедрение робототехники в различные отрасли науки и производ-

ства, развитие космических технологий, транспортных систем и их применение в
быту объясняет интерес исследователей к задачам управления движением меха-
нических систем. К моделям управляемых механических систем можно отнести
роботы-манипуляторы, мобильные роботы, космические объекты и т.п. Большин-
ство возникающих задач исследования механических систем можно свести к двум
взаимосвязанным научным проблемам — моделированию кинематики и динамики
систем и управлению их движением. Основные результаты исследований по мо-
делированию процессов кинематики и динамики механических систем относятся
к голономным и неголономным системам, описываемым уравнениями Лагранжа
второго рода.

Задачам управления движением механических систем посвящено множество
работ. Особое место среди них занимают исследования ученых А.С. Галиуллина,
В.И. Зубова, Г.В. Коренева, П.Д. Крутько, И.А. Мухаметзянова, Р.Г. Мухарлямо-
ва, В.В. Румянцева и др. Вопросы моделирования кинематики и динамики управ-
ляемых механических систем являются достаточно актуальными, но недостаточ-
но изученными. Так, например, для программирования движения управляемых
механических систем эффективно используется решение обратной задачи каче-
ственной теории дифференциальных уравнений. В частности, применение мето-
да построения автономной системы дифференциальных уравнений по заданному
распределению фазовых траекторий на плоскости [1] позволяет получить урав-
нения дифференциальных связей, описывающих кинематические свойства плос-
кой стационарной системы. Недостаточное внимание уделено задаче моделирова-
ния кинематики нестационарных систем, кинематические свойства которых могут
быть описаны уравнениями нестационарных дифференциальных связей. Предло-
женная в данной работе конструкция неавтономной системы дифференциальных
уравнений в многомерном пространстве, полученная в результате решения обрат-
ной задачи качественной теории неавтономных систем дифференциальных урав-
нений [2], позволяет получить решение задачи моделирования кинематических
свойств нестационарных систем.

В последнее время интенсивно развиваются методы автоматизации составле-
ния и решения уравнений движения. Удобные для автоматизации формы записи
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уравнений движения могут быть получены при использовании методов и прин-
ципов теоретической механики. Вариационные принципы механики и связанные
с ними комплексы физических идей и математических методов имеют активное
значение как в теоретической механике, так и в различных научных и техниче-
ских проблемах. При создании методов автоматизированного моделирования ди-
намики широкое распространение получили методы построения уравнений дви-
жения в форме Лагранжа, основанные на вариационном принципе Даламбера–
Лагранжа. В задачах управления обычно используются уравнения динамики в
обобщенных координатах или в канонических переменных [3]. Уравнения дина-
мики в канонических переменных позволяют представить уравнения второго по-
рядка системой уравнений первого порядка, разрешенных относительно произ-
водных. Предложенный в данной работе аналитический метод построения урав-
нений движения в обобщенных координатах и в канонических переменных на ос-
нове интегрального вариационного принципа Гамильтона–Остроградского удобен
для решения задач автоматизации управления динамикой систем с программны-
ми связями и применим к широкому классу систем.

1. Моделирование кинематических свойств

Кинематические свойства нестационарной системы описываются уравнения-
ми нестационарных дифференциальных связей, накладывающих ограничения на
координаты и скорости механической системы. Для построения соответствующих
уравнений связей может быть использована структура множества неавтономных
систем дифференциальных уравнений, определенная в виде [2]
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𝑓 = 𝑓0𝑓1 · · · 𝑓𝑟𝑓𝑟+1, 𝑓0 ≡ 1, 𝑓𝑟+1 ≡ 1. Заданные функции 𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) (𝑖 = 1, · · · , 𝑟)
являются частными интегралами системы (1). Предполагается, что при любом 𝑡
функции 𝑓𝑖(𝑥, 𝑡) всюду в области 𝐺 непрерывны и обладают непрерывными част-
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̸= 0. В (1) 𝑄(𝑥, 𝑡) — произ-

вольная непрерывная функция, 𝑃𝑗(𝑥, 𝑡) — непрерывные функции, обращающиеся
в нуль вдоль многообразия (1) и определенные в виде
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где 𝑓𝑠(𝑥, 𝑡) (𝑠 = 1, · · · , 𝑝) допускают бесконечно малый высший предел [4]. Урав-
нения 𝑓𝑙(𝑥, 𝑡) при 𝑙 = 𝑝 + 1, · · · , 𝑞 соответствуют «перемещающимся» поверх-
ностям, имеющим общие части 𝑀(𝑡). Предполагается, что многообразие 𝑀(𝑡)
обладает компактной окрестностью при всех 𝑡 > 𝑡0 [4]. Равенства 𝑓𝑤(𝑥, 𝑡) при
𝑤 = 𝑞 + 1, · · · , 𝑟 разделяют области, заполненные поверхностями разных типов.
"Подвижные"поверхности, определяемые уравнениями 𝑓𝑤(𝑥, 𝑡) = 0, не имеют об-
щих точек с поверхностями 𝑓𝑠(𝑥, 𝑡) = 0 и многообразием 𝑀(𝑡).

Для определения условий устойчивости, асимптотической устойчивости и неустой-
чивости интегрального многообразия, на основе которых строятся системы диф-
ференциальных уравнений (1), используется метод функций Ляпунова [2]. Выбо-
ром функции 𝑃 (𝑥, 𝑡), 𝑄(𝑥, 𝑡) и коэффициентов 𝛼(ℎ)

𝑗𝑘 (𝑗, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, ℎ = 1, . . . , 𝑞) в
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выражении (2) можно добиться выполнения условий устойчивости или неустой-
чивости интегральных поверхностей 𝑓𝑠(𝑥, 𝑡) = 0 и многообразия 𝑀(𝑡).

Используя структуру (1) можно получить уравнения дифференциальных свя-
зей механической системы, положение которой определяется обобщенными коор-
динатами 𝑞1, . . . , 𝑞𝑚. Для этого необходимо записать выражения координат

𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 и их производных
d𝑥1
d𝑡
, · · · ,

d𝑥𝑛
d𝑡

через обобщенные координаты 𝑞1, · · · , 𝑞𝑚
и скорости 𝑞1, . . . , ˙𝑞𝑚 механической системы и подставить полученные выражения
в (1).

2. Построение уравнений динамики

Рассматривается расширенная механическая система, фазовое состояние ко-
торой определяется векторами обобщенных координат 𝑞 = (𝑞𝜈), 𝑦 = (𝑦𝜇) и скоро-

стей 𝑞 = (𝑞𝜈), 𝑦̇ = (𝑦̇𝜇), 𝑦′ = (𝑦′𝜂), 𝑞𝜈 =
d𝑞𝜈
d𝑡

, 𝑦̇𝜇 =
d𝑦𝜇
d𝑡

, 𝜈 = 1, . . . ,𝑚, 𝜇 = 1, . . . ,𝑚1,
𝜂 = 1, . . . ,𝑚2. Предполагается, что известны кинетическая энергия расширенной
системы 𝑇 = 𝑇 (𝑦, 𝑦̇, 𝑦′, 𝑞, 𝑞), потенциальная энергия 𝑃 = 𝑃 (𝑦, 𝑞, 𝑡), диссипативная
функция 𝐷 = 𝐷(𝑦, 𝑦̇, 𝑦′, 𝑞, 𝑞, 𝑡). Силы 𝑅𝜈 соответствуют координатам 𝑞𝜈 и рас-
сматриваются как управляющие силы, обеспечивающие выполнение уравнений
программных связей [5]

Φ(𝑞, 𝑡) = 𝑦(𝑡), Φ = (𝜙𝜇), (3)

Φ𝑞𝑞 +Φ𝑡 = 𝑦̇(𝑡), Φ𝑞 =
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, (4)

Ψ(𝑞, 𝑞, 𝑡) = 𝑦′(𝑡), Ψ = (𝜓𝜂). (5)

Компоненты векторов избыточных переменных 𝑦, 𝑦̇, 𝑦′, оценивающие откло-
нения от уравнений связей, наложенных на обобщенные координаты 𝑞𝜈 и скоро-
сти 𝑞𝜈 исходной системы, должны удовлетворять дифференциальным уравнениям
возмущений связей, разрешенных относительно старших производных,

d𝑦
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𝑑𝑦̇
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= 𝑔(𝑦, 𝑦̇, 𝑦′, 𝑞, 𝑞, 𝑡),

d𝑦′

d𝑡
= ℎ(𝑦, 𝑦̇, 𝑦′, 𝑞, 𝑞, 𝑡), (6)

𝑔(0, 0, 0, 𝑞, 𝑞, 𝑡) = 0, ℎ(0, 0, 0, 𝑞, 𝑞, 𝑡) = 0.

Уравнения (6) составляются таким образом, чтобы обеспечить асимптотическую
устойчивость и стабилизацию связей.

Для описания дифференциальных связей исходной системы Ψ(𝑞, 𝑞, 𝑡) = 0 ис-
пользуются уравнения, составленные в соответствии со структурой (1). Урав-
нения динамики несвободных механических систем в форме Лагранжа могут
быть получены на основе интегрального вариационного принципа Гамильтона–
Остроградского
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𝐺𝑞 = −
𝜕𝑃

𝜕𝑞
−
𝜕𝐷

𝜕𝑞
+𝑄+𝑅, 𝐺𝑧 = −

𝜕𝑃

𝜕𝑧
−
𝜕𝐷

𝜕𝑧̇
, 𝑧̇ =

(︂
𝑦̇

𝑦′

)︂
, (9)

𝑄 = 𝑄(𝑞, 𝑞, 𝑡) – вектор обобщенных непотенциальных внешних сил, 𝑅 = 𝑅(𝑞, 𝑞, 𝑡)
– вектор управляющих сил.

Интегрируя по частям второе слагаемое выражения (8) с учетом равенств

𝛿𝑥(𝑡0) = 𝛿𝑥(𝑡1) = 0 и 𝛿𝑥̇ =
d

d𝑡
𝛿𝑥, выражение (7) можно представить в виде

𝑡1∫︁
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𝐹𝑇 𝛿𝑥d𝑡 = 0. (10)

Здесь 𝐹 = (𝐹 𝑞 −𝑅,𝐹 𝑧),
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Если вариации избыточных переменных определяются из уравнений (3)–(5)
по правилу

Θ𝑇 𝛿𝑞 = 𝛿𝑧, Θ =

(︂
Φ𝑞
Ψ𝑞

)︂
, (12)

то возможные перемещения 𝛿𝑞𝜈 исходной системы должны быть определены ре-
шением системы 𝑚1+𝑚2 линейных алгебраических уравнений (12) относительно
𝑚 неизвестных.

Следуя основной лемме вариационного исчисления, с учетом общего решения
уравнения (12) и выражения элементарной работы обобщенных управляющих
сил в случае идеальных связей условие (10) выполняется только тогда, когда
справедливы равенства

𝐹 𝑞 = Θ𝑇𝜆, 𝐹 𝑧 = 0, (13)

где 𝜆 = (𝜆1, · · · , 𝜆𝑚1+𝑚2) – вектор произвольных множителей. Тогда, используя
принятые обозначения (9) и (11), выражения (13) можно представить в следую-
щем виде

d

d𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝑞
−
𝜕𝑇

𝜕𝑞
+
𝜕𝑃
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d
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d

d𝑡
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𝜕𝑦′
+
𝜕𝐷

𝜕𝑦′
= 0. (16)

Для представления уравнений второго порядка (14)- (16) системой уравнений
первого порядка, разрешенных относительно производных, можно уравнения ди-
намики записать в канонических переменных

𝑞 =
𝜕𝐻

𝜕𝑝
, 𝑝̇+

𝜕𝐻

𝜕𝑞
+
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+
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𝜕𝑦̇
= 0,

𝑦′ =
𝜕𝐻

𝜕𝑠
, 𝑠̇+

𝜕𝐷

𝜕𝑦′
= 0,
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где 𝑝 =
𝜕𝐿

𝜕𝑞
, 𝑟 =

𝜕𝐿

𝜕𝑦̇
, 𝑠 =

𝜕𝐿

𝜕𝑦′
– векторы обобщенных импульсов, 𝐿(𝑦, 𝑦̇, 𝑦′, 𝑞, 𝑞, 𝑡) =

𝑇 (𝑦, 𝑦̇, 𝑦′, 𝑞, 𝑞)− 𝑃 (𝑦, 𝑞, 𝑡) – функция Лагранжа,

𝐻(𝑦, 𝑟, 𝑠, 𝑞, 𝑝, 𝑡) =

𝑚∑︁
𝜈=1

𝑝𝜈𝑞𝜈(𝑞, 𝑝, 𝑡) +

𝑚1∑︁
𝜇=1

𝑟𝜇𝑟̇𝜇(𝑦, 𝑟, 𝑡) +

𝑚2∑︁
𝜂=1

𝑠𝜂𝑦
′
𝜂(𝑠, 𝑡)−

− 𝐿(𝑦, 𝑦̇(𝑦, 𝑟, 𝑡), 𝑦′(𝑠, 𝑡), 𝑞, 𝑞(𝑞, 𝑝, 𝑡), 𝑡) – функция Гамильтона.

3. Определение управляющих сил
Вектор управляющих сил, действующих на систему с целью обеспечения ста-

билизации связей, наложенных на исходную систему, определяется в виде

𝑅 = Θ𝑇𝜆.

Для определения выражений компонент вектора множителей 𝜆 необходимо
продифференцировать уравнения (4), (5) с учетом уравнений (14)–(16), разре-
шенных относительно старших производных. Тогда вектор обобщенных управля-
ющих сил определяется следующим выражением

𝑅 =

(︂
Φ𝑞
Ψ𝑞

)︂𝑇 (︂
𝐾11 𝐾12

𝐾21 𝐾22

)︂−1(︂
𝐴1 −𝐵1

𝐴2 −𝐵2

)︂
,

𝐴1 = −(Φ𝑞𝑞 + 2Φ𝑞𝑡 +Φ𝑞𝐻𝑝𝑞 −𝐻𝑞𝑟)𝑞 − (Φ𝑞𝐻𝑝𝑦 −𝐻𝑟𝑦)𝑦̇+

+ (Φ𝑞𝐻𝑝𝑟 −𝐻𝑟𝑟)(𝐻𝑦 +𝐷𝑦̇) + (Φ𝑞𝐻𝑝𝑠 −𝐻𝑟𝑠)𝐷𝑦′ − Φ𝑞𝐻𝑝𝑡 +𝐻𝑟𝑡 − Φ𝑡𝑡,

𝐴2 = −(Ψ𝑞 +Ψ𝑞 −𝐻𝑞𝑠)𝑞 − (Ψ𝑞𝐻𝑝𝑦 −𝐻𝑦𝑠)𝑦̇+

+ (Ψ𝑞𝐻𝑝𝑟 −𝐻𝑟𝑠)(𝐻𝑦 +𝐷𝑦̇) + (Ψ𝑞𝐻𝑝𝑠 −𝐻𝑠𝑠)𝐷𝑦′ −Ψ𝑞𝐻𝑝𝑡 +𝐻𝑠𝑡 −Ψ𝑡,

𝐵1 = (Φ𝑞𝐻𝑝𝑝 −𝐻𝑝𝑟)[𝑄−𝐻𝑞 −𝐷𝑞], 𝐵2 = (Ψ𝑞𝐻𝑝𝑝 −𝐻𝑝𝑠)[𝑄−𝐻𝑞 −𝐷𝑞].

4. Иллюстрация примеров моделирования
Пример 1. Управление движением манипулятора с обходом препят-

ствия.
Используя предложенные методы построения уравнений динамики, решает-

ся задача управления движением манипулятора с обходом подвижного препят-
ствия [6]. В результате численного решения уравнений динамики получены траек-
тории движения конца схвата манипулятора при различных начальных условиях
(рис. 1).

Пример 2. Управление движением мобильного робота с обходом по-
движных препятствий.

Для построения множества траекторий, огибающих движущиеся навстречу
друг другу препятствия, составляются уравнения нестационарных неголономных
связей в соответствии с (1). Задача моделирования сводится к решению систе-
мы семи уравнений динамики и трех уравнений программных связей. Для по-
строения уравнений, решения задачи управления и численного моделирования
использована система компьютерной математики Maple. В результате численно-
го моделирования была получена траектория движения центра масс системы с
обходом подвижных препятствий (рис. 2) [7].
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Рис. 1. Траектории движения конца схвата манипулятора при различных
начальных условиях

Рис. 2. Траектория движения цента масс системы с обходом подвижных
препятствий

Заключение

Результаты исследований и численных экспериментов свидетельствуют об эф-
фективности изложенных методов математического моделирования кинематиче-
ских свойств и построения уравнений динамики систем с программными связями,
а также их применимости для решения прикладных задач управления движением
механических систем.
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The present paper proposes the differential equations systems construction method which
is used for determination of non-stationary nonholonomic constraints equations. The problem
of dynamic equations construction is considered based on the integral variation principle.
The expressions for control forces acting on the system in order to ensure consistence with
constraints equations imposed on the system, are determined. Some results of solving the
applied problems illustrate efficiency of the described methods.
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