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Введение
Рассмотрим систему дифференциальных уравнений возмущённого движения

d𝑥

d𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥). (1)

Пусть система задана в области

Ω = {𝑡, 𝑥 : 𝑡 > 𝑡0, ‖𝑥‖ < 𝐻, 0 < 𝐻 = const}, (2)

где норма вектора 𝑥 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑛)
𝑇 евклидова, 𝑓(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(0,1)

𝑡,𝑥 , 𝑓(𝑡, 0) = 0. Предпо-
ложим, что для системы (1) существует однозначная функция 𝑉 (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐶(1,1)

𝑡,𝑥 (Ω),
допускающая бесконечно малый высший предел, полная производная которой по
времени 𝑡 на решениях системы (1), т.е.

d𝑉

d𝑡

⃒⃒⃒⃒
(1)

=
𝜕𝑉

𝜕𝑡
+ (grad𝑥𝑉 (𝑡, 𝑥), 𝑓(𝑡, 𝑥))) ≡ −𝑊 (𝑡, 𝑥),

является определённо-отрицательной или знакопостоянной отрицательной функ-
цией. Указанные выше условия гарантируют либо асимптотическую устойчи-
вость, либо устойчивость положения равновесия 𝑥 = 0 системы (1) [1].

Рассмотрим далее возмущённую систему

d𝑥

d𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥) + 𝑓1(𝑡, 𝑥)𝑢 (3)

по отношению к системе (1). Здесь 𝑓1(𝑡, 𝑥)𝑢 является вектором дополнительных
сил, вектор управляющих воздействий 𝑢(𝑡, 𝑥) = (𝑢1(𝑡, 𝑥), ..., 𝑢𝑟(𝑡, 𝑥))

𝑇 , 𝑟 6 𝑛, опре-
делён и непрерывен в области (2), 𝑢(𝑡, 0) ≡ 0. Будем считать, что правая часть
системы (3) в области (2) удовлетворяет некоторым условиям существования и
единственности решений, кроме того, 𝑓1(𝑡, 0, 0) ≡ 0.

Во многих случаях приложением к системе (1) дополнительных сил 𝑓1(𝑡, 𝑥)𝑢
положение равновесия системы (3) 𝑥 = 0 удаётся сделать асимптотически устой-
чивым и при этом функционал

𝐽 =

∞∫︁
𝑡0

𝜔(𝑡, 𝑥[𝑡], 𝑢[𝑡])d𝑡 (4)
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принимает наименьшее значение. Здесь символ 𝑢[𝑡] означает величину управля-
ющего воздействия 𝑢[𝑡] = 𝑢(𝑡, 𝑥[𝑡]), реализующегося в системе (3) при 𝑢 = 𝑢(𝑡, 𝑥) и
являющегося, следовательно, функцией времени, а символ 𝑥[𝑡] означает движение
системы (3), порождающегося управлением 𝑢 = 𝑢[𝑡].

В. В. Румянцев в работе [2] сформулировал применительно к системе (3) и
функционалу (4) задачу об оптимальной стабилизации устойчивого движения
дополнительными силами, т.е. 𝑓1(𝑡, 𝑥)𝑢, при условии минимизации интегрально-
го функционала качества управления (4) и дал её решение. В процессе решения
задачи об оптимальной стабилизации были найдены оптимальные управления и
подынтегральная функция в критерии качества управления. При этом известная
функция Ляпунова для системы без управления является оптимальной функцией
Ляпунова той же системы, но при действии дополнительных сил. Указанная зада-
ча решена относительно всех фазовых переменных. Помимо этого В. В. Румянцев
в этой работе [2] сформулировал и доказал аналог теоремы об оптимальной ста-
билизации Н. Н. Красовского относительно части фазовых переменных.

В данной работе используются основные идеи решения задачи об оптимальной
стабилизации в смысле В.В. Румянцева [2, 3].

1. Задача

Решить задачу об оптимальной стабилизации в постановке В.В. Румянце-
ва [2, 3] относительно части переменных, но без предположения о существова-
нии функции Ляпунова для системы (1), решающей вопрос об асимптотической
устойчивости её положения равновесия относительно части переменных.

2. Решение задачи

Будем решать задачу в два этапа, т.е. на уровне подсистем (на локальном
уровне) и на уровне исходной системы (на глобальном уровне) [4, 5].

Этап 1. Предположим, что система (3) может быть представлена в виде

d𝑦

d𝑡
= 𝑌 (𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢

(1),

d𝑧

d𝑡
= 𝑍(𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢

(2),

(5)

где 𝑦 = (𝑥1, ..., 𝑥𝑘)
𝑇 , 𝑧 = (𝑥𝑘+1, ..., 𝑥𝑛)

𝑇 , 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧) и 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧) — матрицы размер-
ности соответственно 𝑘× 𝑟1 и (𝑛− 𝑘)× 𝑟2, 𝑢 = (𝑢(1)

𝑇

, 𝑢(2)
𝑇

)𝑇 — 𝑚-мерный вектор
управляющих воздействий, 𝑟1 + 𝑟2 = 𝑚 6 𝑛. Здесь 𝑢(1) — 𝑟1-мерный вектор, 𝑢(2)
— 𝑟2-мерный вектор, 𝑟1 6 𝑘, 𝑟2 6 𝑛− 𝑘. Верхний индекс 𝑇 означает транспониро-
вание. Будем считать, что система (5) определена в области

𝑡 > 𝑡0, ‖𝑦‖ 6 𝐻, ‖𝑧‖ <∞, (51)

и правая часть системы (5) в области (51) удовлетворяет некоторым условиям
существования и единственности решений, кроме того, 𝑏1(𝑡, 0, 0) ≡ 0, 𝑏2(𝑡, 0, 0) ≡ 0.
Представим вектор управляющих воздействий в виде

𝑢(1) = 𝑢
(1)
Λ + 𝑢

(1)
Γ , 𝑢(2) = 𝑢

(2)
Λ + 𝑢

(2)
Γ .
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Тогда окончательно система (5) примет вид

d𝑦

d𝑡
= 𝑌 (𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧)(𝑢

(1)
Λ + 𝑢

(1)
Γ ),

d𝑧

d𝑡
= 𝑍(𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧)(𝑢

(2)
Λ + 𝑢

(2)
Γ ).

(6)

Рассмотрим далее систему

d𝑦

d𝑡
= 𝑌 (𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢

(1)
Λ ,

d𝑧

d𝑡
= 𝑍(𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢

(2)
Λ .

(7)

Пусть имеем некоторую функцию Ляпунова 𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝐶(1,1,1)
𝑡,𝑦,𝑧 в области (51),

удовлетворяющую условию

𝑎(‖𝑦‖) 6 𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧) 6 𝑏(‖𝑦‖), (8)

где 𝑎(‖𝑦‖) и 𝑏(‖𝑦‖) являются функциями Хана [3]. Найдём

d𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧)

d𝑡

⃒⃒⃒⃒
(7)

=
𝜕𝑉1
𝜕𝑡

+ (grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑌 (𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢
(1)
Λ )+

+ (grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑍(𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢
(2)
Λ ), (9)

где grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧) =
(︁
𝜕𝑉1

𝜕𝑥1
, ..., 𝜕𝑉1

𝜕𝑥𝑘

)︁
, grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧) =

(︁
𝜕𝑉1

𝜕𝑥𝑘+1
, ..., 𝜕𝑉1

𝜕𝑥𝑛

)︁
. Обозначим

𝜕𝑉1
𝜕𝑡

+ (grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑌 (𝑡, 𝑦, 𝑧)) + (grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑍(𝑡, 𝑦, 𝑧)) =𝑊1(𝑡, 𝑦, 𝑧),

Тогда окончательно выражение (9) примет вид

d𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧)

d𝑡

⃒⃒⃒⃒
(7)

=𝑊1(𝑡, 𝑦, 𝑧) + (grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢
(1)
Λ )+

+ (grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢
(2)
Λ ). (10)

Выберем для системы (7) стабилизирующее управление 𝑢Λ =

(︂(︁
𝑢
(1)
Λ

)︁𝑇
,
(︁
𝑢
(2)
Λ

)︁𝑇)︂𝑇
относительно фазовых переменных 𝑥1, .., 𝑥𝑘 (𝑦 — стабилизирующее управление)
в виде

𝑢
(1)
Λ =

[︂
− 𝑐(‖𝑦‖) + 𝑃1(𝑡, 𝑦, 𝑧)

(grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧))
2
𝐸1 +𝑁1(𝑡, 𝑦, 𝑧)

]︂
(grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧)),

𝑢
(2)
Λ =

[︂
− 𝑐(‖𝑦‖) + 𝑃2(𝑡, 𝑦, 𝑧)

(grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧))
2
𝐸2 +𝑁2(𝑡, 𝑦, 𝑧)

]︂
(grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧)),

(11)
определённые в области (51). Здесь 𝐸1 и 𝐸2 — единичные матрицы размерности
соответственно 𝑟1 × 𝑟1, 𝑟2 × 𝑟2, 𝑃1(𝑧, 𝑦, 𝑡) = (grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦), 𝑌 (𝑡, 𝑦, 𝑧)), 𝑃2(𝑧, 𝑦, 𝑡) =
(grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦), 𝑍(𝑡, 𝑦, 𝑧)), 𝑁1(𝑡, 𝑦, 𝑧) и 𝑁2(𝑡, 𝑦, 𝑧) — матрицы размерности соответ-
ственно 𝑟1 × 𝑟1 и 𝑟2 × 𝑟2, удовлетворяющие условию
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(grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧))(𝑏
𝑇
1 (𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑁1𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧))(grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧))

𝑇+

+ (grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧))(𝑏
𝑇
2 (𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑁2𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧))(grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧))

𝑇 = (−1 + 𝜌)𝑐(‖𝑦‖),

где 𝑐(‖𝑦‖) – определённо-положительная функция.

Следовательно, при 𝜌 < 1 система (7) становится асимптотически 𝑦-устойчивой.

Этап 2. Итак, пусть 𝜌 < 1. На этом этапе будем решать задачу оптимальной
𝑦-стабилизации применительно к системе (3) с учётом выбранных управлений 𝑢(1)Λ

и 𝑢(2)Λ в виде (11) и функционала

𝐼[𝑢] =

∞∫︁
𝑡0

𝜔(𝑡, 𝑦, 𝑧, 𝑢Γ), (12)

где 𝑢Γ =

(︂(︁
𝑢
(1)
Γ

)︁𝑇
,
(︁
𝑢
(2)
Γ

)︁𝑇)︂𝑇
.

В процессе решения указанной задачи найдём 𝜔(𝑡, 𝑦, 𝑧, 𝑢Γ).

Перепишем далее систему (3) в виде

d𝑦

d𝑡
= 𝐹1(𝑡, 𝑦, 𝑧, 𝑢

(1)
Λ ) + 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢

(1)
Γ ,

d𝑧

d𝑡
= 𝐹2(𝑡, 𝑦, 𝑧, 𝑢

(1)
Λ ) + 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢

(2)
Γ .

(13)

Здесь

𝐹1(𝑡, 𝑦, 𝑧, 𝑢
(1)
Λ ) = 𝑌 (𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢

(1)
Λ = 𝑌 (𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧)×

× [− 𝑐(‖𝑦‖) + 𝑃1(𝑡, 𝑦, 𝑧)

(grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧))
2
𝐸1 +𝑁1(𝑡, 𝑦, 𝑧)](grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧)),

𝐹2(𝑡, 𝑦, 𝑧, 𝑢
(2)
Λ ) = 𝑍(𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢

(2)
Λ = 𝑍(𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧)×

× [− 𝑐(‖𝑦‖) + 𝑃2(𝑡, 𝑦, 𝑧)

(grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧))
2
𝐸2 +𝑁2(𝑡, 𝑦, 𝑧)](grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧)).

В качестве функции 𝜔(𝑡, 𝑦, 𝑧, 𝑢Γ) выберем функцию вида [3]

𝜔(𝑡, 𝑦, 𝑧, 𝑢Γ) = 𝐹 (𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑢𝑇Γ𝛽𝑢Γ, (14)

где 𝛽 =

(︂
𝛽1 0

0 𝛽2

)︂
, 𝛽1 и 𝛽2 – определённо-положительные симметрические матри-

цы соответственно порядка 𝑟1×𝑟1 и 𝑟2×𝑟2, а 𝐹 (𝑡, 𝑦, 𝑧) – определённо-положительная
функция, которую определим позднее. Тогда в соответствии с теоремой об опти-
мальной 𝑦-стабилизации [2,3] выпишем функцию

𝐵[𝑉1, 𝑡, 𝑦, 𝑧, 𝑢Γ] = −𝑊2(𝑡, 𝑦, 𝑧) + (grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧))𝑢
(1)
Γ )+

+ (grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢
(2)
Γ + 𝐹 (𝑡, 𝑦, 𝑧) + 𝑢𝑇Γ𝛽𝑢Γ, (15)
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где−𝑊2(𝑡, 𝑦, 𝑧) =
d𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧)

d𝑡

⃒⃒⃒⃒
(7)

при управлениях (11) и 𝜌 < 1 является определённо-

отрицательной функцией относительно координат вектора 𝑦. Во многих случаях
выражение

Ω(𝑡, 𝑦, 𝑧) = (grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏
𝑇
1 (𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢

(1)
Γ )+

+ (grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏𝑇2 (𝑡, 𝑦, 𝑧)𝑢
(2)
Γ ) + 𝑢𝑇Γ𝛽𝑢Γ

можно [2] представить в виде

Ω(𝑡, 𝑦, 𝑧) = (𝑢Γ − 𝑢0Γ)𝑇𝛽(𝑢Γ − 𝑢0Γ)− (𝑢0Γ)
𝑇𝛽(𝑢0Γ). (151)

Известно [3], что функция 𝐵[𝑉 0
1 , 𝑡, 𝑦, 𝑧, 𝑢Γ] > 0, а на оптимальном управлении

𝑢Γ = 𝑢0Γ обращается в нуль, т.е. 𝐵[𝑉 0
1 , 𝑡, 𝑦, 𝑧, 𝑢

0
Γ] = 0. Отсюда получаем систему

линейных алгебраических уравнений относительно оптимального управления 𝑢0Γ,
т.е.

𝜕𝐵

𝜕𝑢
(1)
Γ

⃒⃒⃒⃒
⃒
(𝑢

(1)
Γ )0

= (grad𝑦𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏1(𝑡, 𝑦, 𝑧)) + 2𝛽1(𝑢
(1)
Γ )0 = 0,

𝜕𝐵

𝜕𝑢
(2)
Γ

⃒⃒⃒⃒
⃒
(𝑢

(2)
Γ )0

= (grad𝑧𝑉1(𝑡, 𝑦, 𝑧), 𝑏2(𝑡, 𝑦, 𝑧)) + 2𝛽2(𝑢
(2)
Γ )0 = 0.

(16)

Из системы (16) находим оптимальное управление 𝑢0
Γ =

(︃(︂(︁
𝑢
(1)
Γ

)︁0)︂𝑇

,

(︂(︁
𝑢
(2)
Γ

)︁0)︂𝑇
)︃𝑇

.

Подставляя найденное управление в функцию (15) и учитывая при этом (151), по-
лучим

𝐹 (𝑡, 𝑥) =𝑊2(𝑡, 𝑦, 𝑧) + (𝑢0Γ)
𝑇𝛽𝑢0Γ. (17)

Следовательно, с учётом выражения (14), критерий качества управления (12)
окончательно принимает вид

𝐼 =

∞∫︁
𝑡0

(𝑊2(𝑡, 𝑦, 𝑧)) + (𝑢0Γ)
𝑇𝛽(𝑢0Γ) + 𝑢𝑇Γ𝛽𝑢Γ)d𝑡.

Так как функция 𝑊2(𝑡, 𝑦, 𝑧) — определённо-положительная относительно ко-
ординат вектора 𝑦, то из выражения (17) следует, что 𝐹 (𝑡, 𝑦, 𝑧) является определённо-
положительной. Таким образом, в критерии качества (12) функция 𝐹 (𝑡, 𝑦, 𝑧) обес-
печивает монотонное затухание величины ‖𝑦(𝑡)‖ при ‖𝑧(𝑡)‖ < ∞ и 𝑡 > 𝑡0. Таким
образом, задача об оптимальной 𝑦-стабилизации полностью решена.

Пример. Пусть дана система

d𝑦1
d𝑡

= 𝑦1 + 𝑢
(1)
Λ + 𝑓1(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2) + 𝑢

(1)
Γ ,

d𝑧1
d𝑡

= 𝑓2(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2),

d𝑦2
d𝑡

= 𝑦2 + 𝑢
(2)
Λ + 𝑓3(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2) + 𝑢

(2)
Γ ,

d𝑧2
d𝑡

= 𝑓4(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2).

(18)
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Здесь 𝑌 (𝑡, 𝑦, 𝑧) = 𝑦1 + 𝑓1(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2), 𝑍(𝑡, 𝑦, 𝑧) = 𝑦2 + 𝑓2(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2). Предпо-
ложим, что правая часть системы (18) удовлетворяет всем условиям, что и правая
часть системы (6). В данном случае система вида (7) имеет вид

d𝑦1
d𝑡

= 𝑦1 + 𝑢
(1)
Λ + 𝑓1(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2),

d𝑧1
d𝑡
≡ 𝑓2(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2),

d𝑦2
d𝑡

= 𝑦2 + 𝑢
(2)
Λ + 𝑓3(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2),

d𝑧2
d𝑡
≡ 𝑓4(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2).

(19)

В качестве функции Ляпунова для исходной системы (18) возьмём функцию

𝑉 (𝑦1, 𝑦2) =
1

2
(𝑦21 + 𝑦22).

Она же и будет оптимальной. Эта функция относится к классу функций (8),
полная производная которой на решениях системы (19) имеет вид (10).

Выберем в качестве 𝑢(1)Λ и 𝑢(2)Λ в соответствии с (11) стабилизирующие управ-
ления

𝑢
(1)
Λ =

(︂
−2𝑦21 + 𝑦1𝑓1(𝑡, 𝑦, 𝑧)

𝑦21
+

1

2

)︂
𝑦1, 𝑢

(2)
Λ =

(︂
−2𝑦22 + 𝑦2𝑓3(𝑡, 𝑦, 𝑧)

𝑦22
+

1

2

)︂
𝑦2.

С учётом 𝑢
(1)
Λ и 𝑢(2)Λ система (19) примет вид

d𝑦1
d𝑡

= −1

2
𝑦1,

d𝑧1
d𝑡

= 𝑓2(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2),

d𝑦2
d𝑡

= −1

2
𝑦2,

d𝑧2
d𝑡

= 𝑓4(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2).

Система вида (13) здесь имеет вид

d𝑦1
d𝑡

= −1

2
𝑦1 + 𝑢

(1)
Γ ,

d𝑧1
d𝑡

= 𝑓2(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2),

d𝑦2
d𝑡

= −1

2
𝑦2 + 𝑢

(2)
Γ ,

d𝑧2
d𝑡

= 𝑓4(𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2).

(20)

Далее составим функцию [2]

𝐵[𝑉, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2, 𝑢Γ] = −𝑦21 + 2𝑦1𝑢
(1)
Γ − 𝑦

2
2 + 2𝑦2𝑢

(2)
Γ + 𝐹 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2)+

+ (𝑢
(1)
Γ )2 + (𝑢

(2)
Γ )2.

Известно [3], что на оптимальном управлении эта функция обращается в нуль, а
следовательно, оптимальное управление находится в виде

(𝑢
(1)
Γ )0 = −𝑦1, (𝑢

(2)
Γ )0 = −𝑦2.

Подставив (𝑢
(1)
Γ )0 и (𝑢

(2)
Γ )0 в функцию 𝐵[𝑉, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2, (𝑢

(1)
Γ )0, (𝑢

(2)
Γ )0], получим

𝐹 (𝑡, 𝑦1, 𝑦2, 𝑧1, 𝑧2) = 2(𝑦21 + 𝑦22). (21)



Щенников А. В., Щенников В. Н., Вагапова Ю. Ю. Задачи стабилизации . . . 19

Из (21) следует, что функционал качества управления определяется в виде

𝐽 [𝑢Γ1 , 𝑢Γ1 ] =

∞∫︁
𝑡0

[︁
2(𝑦21 + 𝑦22) + (𝑢

(1)
Γ )2 + (𝑢

(2)
Γ )2

]︁
d𝑡 (22)

Таким образом, управление
(︁
𝑢
(1)
Γ

)︁0
= −𝑦1,

(︁
𝑢
(2)
Γ

)︁0
= −𝑦2 для системы (18) явля-

ется оптимальным в смысле функционала (22). Пример полностью решён.

Заключение
В результате настоящего исследования указан способ решения задачи опти-

мальной стабилизации относительно части фазовых переменных применительно
к нелинейным управляемым динамическим системам.
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