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Квазипотенциальные уравнения широко применяются для релятивистского описания
системы двух частиц, например, кварка и антикварка. В работе, используя оператор
сдвига, исследованы решения краевых задач для квазипотенциального уравнения с ку-
лоновским потенциалом при различных значениях параметра 𝜀. Установлено, что при
𝜀 → 0 имеется решение, которое стремится к решению уравнения Шрёдингера. Кро-
ме того, обнаружены так называемые погранслойные решения и переход одного типа
решения в другой. Исследования проведены при использовании системы символьных
вычислений MAPLE.
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1. Введение
Одной из актуальных задач теории элементарных частиц является построение

модели для единообразного описания спектра и форм-факторов взаимодействия
лёгких и тяжёлых мезонов, так называемых кваркониев, рассматриваемых как
связанные состояния кварка и антикварка. Тяжёлые кварконии в некотором при-
ближении успешно описываются нерелятивистской квантовой механикой — ре-
шение уравнения Шрёдингера на собственные значения [1]. При описании лёгких
мезонов возникает необходимость учёта релятивистских эффектов.

Квазипотенциальные уравнения [2] широко применяются для релятивистского
описания системы двух частиц, например, кварка и антикварка. В данной работе,
так же как и в предыдущих наших работах [3–12], мы рассматриваем квазипо-
тенциальное уравнение [2, 13]. В частном случае для 𝑆- волны, оно имеет вид

[𝐸𝜀 −𝐻𝜀 − 𝑉 (𝑟)]𝜓(𝑟) = 0, (1)

где

𝐸𝜀 =
2

𝜀2

[︁√︀
1 + 𝜀2𝑞2 − 1

]︁
=

2𝑞2√︀
1 + 𝜀2𝑞2 + 1

, 𝐻𝜀 =
2

𝜀2

[︂
ch

(︂
𝑖𝜀

d

d𝑟

)︂
− 1

]︂
,

𝜀 — безразмерный параметр, 𝑉 (𝑟) = −2𝑍

𝑟
— кулоновский потенциал взаимодей-

ствия. В уравнении (1), разлагая оператор ch

(︂
𝑖𝜀

d

d𝑟

)︂
в ряд, можно получить диф-

ференциальное уравнение бесконечного порядка [14]. При 𝜀→ 0, 𝐸𝜀 → 𝑞2, 𝐻𝜀 →

− d2

d𝑟2
, т.е. уравнение (1) переходит в нерелятивистское уравнение Шрёдингера[︂

d2

d𝑟2
− 𝑉 (𝑟) + 𝑞2

]︂
𝜓(𝑟) = 0. (2)
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Задача Коши для таких систем дифференциальных уравнений была рассмот-
рена работах [15, 16]. Краевые задачи для сингулярно возмущённых уравнений
являются предметом изучения широкого круга работ [17,18].

Обозначим 𝐸𝜀 = −𝛼2 — собственное значение, где 𝛼2 > 0. Тогда уравнение (1)
будет иметь вид: [︁

−𝛼2 −𝐻𝜀 +
2𝑍

𝑟

]︁
𝜓(𝑟) = 0. (3)

2. Постановка задачи

В предыдущих наших работах [3–12] исследовались краевые задачи для диф-
ференциального уравнения высокого порядка. В данной работе, используя опе-
ратор сдвига

exp

(︂
±𝑖𝜀 d

d𝑟

)︂
𝑓(𝑟) = 𝑓 (𝑟 ± 𝑖𝜀) , (4)

уравнение (3) исследуем со следующими граничными условиями:

𝜓(0) = 0, 𝜓(𝑟 → ∞) = 0,

𝜓′(0) = 1, 𝜓′(𝑟 → ∞) = 0,
(5)

В дальнейшем решение задачи (3)–(5) будем сравнивать с решением уравнения
Шрёдингера, поэтому ниже приведём необходимые сведения о решении уравнения
Шрёдингера (дискретный спектр) при ℓ = 0.

Собственные значения имеют вид

𝐸𝑛 = 𝑞2 = −𝛼2
𝑛 = − 𝑍2

(𝑛+ 1)2
, 𝑛 = 0, 1, 2, 3, . . .

Вводя обозначение 𝑦 = 𝑍𝑟, приведём конкретные выражения нескольких решений
с различными узлами.

𝜓0(𝑦) = 𝑍
3
2 2𝑦𝑒−𝑦,

𝜓1(𝑦) = 𝑍
3
2

1√
2
𝑦
(︁
1− 1

2
𝑦
)︁
𝑒−

𝑦
2 ,

𝜓2(𝑦) = 𝑍
3
2

2

3
√
3
𝑦
(︁
1− 2

3
𝑦 +

2

27
𝑦2
)︁
𝑒−

𝑦
3 ,

𝜓3(𝑦) = 𝑍
3
2
1

4
𝑦
(︁
1− 3

4
𝑦 +

1

8
𝑦2 − 1

192
𝑦3
)︁
𝑒−

𝑦
4 ,

𝜓4(𝑦) = 𝑍
3
2

2

5
√
5
𝑦
(︁
1− 4

3
𝑦 +

4

25
𝑦2 − 4

375
𝑦3 +

2

9375
𝑦4
)︁
𝑒−

𝑦
5 .

3. Алгоритм решения

Решение с 𝑛 узлами ищем в виде

𝜓𝑛(𝑟) = 𝑟

(︃
1 +

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖𝑟
𝑖

)︃
exp(−𝑘𝑟), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . , 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛 (6)
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где 𝑘, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑖 — неизвестные постоянные. Подставляя это выражение в
уравнение (3), используя оператор сдвига и приравнивая слагаемые при одинако-
вых степенях 𝑟, получаем уравнения для нахождения параметра 𝑘

sin(𝜀𝑘)− 𝑍𝜀

𝑛+ 1
= 0, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . (7)

для нахождения 𝛼2

𝛼2 +
2

𝜀2
(cos(𝜀𝑘)− 1) = 0, (8)

и систему 𝑛 уравнений для нахождения 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛. При 𝑛 = 0 — это безуз-
ловое решение, 𝑛 = 1 — решение с одним узлом, 𝑛 = 2 — решение с двумя узлами
и т. д. Приведём для фиксированных значений 𝑛 решения 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛 этих
уравнений.

При 𝑛 = 0, 𝑎𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛.

При 𝑛 = 1, 𝑎1 =
𝑍

2

1

cos(𝜀𝑘)
.

При 𝑛 = 2, 𝑎1 =
−18𝑍 cos(𝜀𝑘)

𝐷2
, 𝑎2 =

2𝑍2

𝐷2
, где 𝐷2 = 27 cos2(𝜀𝑘)− 𝑍2𝜀2.

При 𝑛 = 3, 𝑎1 =
1

12

𝑍(11𝜀2𝑍2 − 144)

cos(𝜀𝑘)𝐷3
, 𝑎2 =

2𝑍2

𝐷3
, 𝑎3 = − 1

12

𝑍3

cos(𝜀𝑘)𝐷3
, где

𝐷3 = 16 cos2(𝜀𝑘)− 𝑍2𝜀2.

При 𝑛 = 4, 𝑎1 =
500

3

𝑍 cos(𝜀𝑘)(𝑍2𝜀2 − 15)

𝐷4
, 𝑎2 = −10

3

𝑍2(7𝑍2𝜀2 − 150)

𝐷4
,

𝑎3 = −100

3

𝑍3 cos(𝜀𝑘)

𝐷4
, 𝑎4 =

2

3

𝑍4

𝐷4
, где 𝐷4 = 11𝑍4𝜀4 − 250𝑍2𝜀2 + 3125 cos4(𝜀𝑘).

Таким образом, алгоритм нахождения собственных функций и собственных
значений краевой задачи (3)–(5) сводится к следующему:

1. Для заданных значений 𝜀 и 𝑛 ищем действительные и положительные (для
удовлетворения граничному условию при 𝑟 → ∞ необходимо, чтобы 𝑘 > 0)
решения уравнения (7).

2. Из уравнения (8) находим собственные значения.
3. Подставляя найденные значения параметров 𝑘 и 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛, находим

ненормированное решение (6), которое удовлетворит граничному условию
𝜓′(0) = 1.

4. Далее изучим свойства нормированных решений. Для этого умножим функ-

цию 𝜓𝑛 на константу 𝐴𝑛, которая находится из условия 𝐴𝑛

⎯⎸⎸⎷ ∞∫︁
0

𝜓2
𝑛d𝑟 = 1.

При этом граничное условие 𝜓′𝑛(0) = 1 переходит в 𝜓′𝑛(0) = 𝐴𝑛.

Анализ действительных и положительных решений уравнения (7) проводим

графически (рис. 1). Для этого водим обозначения 𝑥 = 𝜀𝑘, 𝛽 =
𝑍𝜀

𝑛+ 1
и перепишем

уравнение (7) в виде
sin(𝑥)− 𝛽 = 0. (9)
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Рис. 1. График функции sin(𝑥) и 𝛽

Решениями трансцендентного уравнения (9) являются точки пересечений го-
ризонтальных линий для различных значений 𝛽(0 < 𝛽 < 1) графиком функции
sin(𝑥). Для любого фиксированного значения 𝜀 в интервале 0 < 𝜀 <

𝑛+ 1

𝑍
су-

ществует бесконечное число положительных решений 𝑘 уравнения (7), когда 𝑥
находится в следующих подынтервалах:

2𝑚𝜋 < 𝑥 <
(︁
2𝑚+

1

2

)︁
𝜋, – подынтервал I,

(︁
2𝑚+

1

2

)︁
𝜋 < 𝑥 < (2𝑚+ 1)𝜋,−подынтервал II, где 𝑚 = 0, 1, 2, . . . (10)

Мы специально разбили интервал на два подынтервала, так как решения в
этих подынтервалах сильно отличаются друг от друга, что легче демонстрировать
для решений с различными узлами. Действительно, решения уравнения (7) в этих
подынтервалах можно представить в виде

𝐾𝑚𝐼 =
1

𝜀

(︁
2𝑚𝜋 + arcsin

(︁
𝑍𝜀

𝑛+ 1

)︁)︁
,

𝐾𝑚𝐼𝐼 =
1

𝜀

(︁
(2𝑚+ 1)𝜋 − arcsin

(︁
𝑍𝜀

𝑛+ 1

)︁)︁
,

где 𝑚 = 0, 1, 2, . . .
С учётом особенности решений в этих подынтервалах и используя уравне-

ния (7) и (8), находим собственные значения 𝐸𝑛

𝐸𝑛 = −𝛼2 = − 2𝑍2

(𝑛+ 1)2
1[︃

1 +

√︃
1− 𝑍2𝜀2

(𝑛+ 1)2

]︃

в подынтервале I и

𝐸𝑛 = −𝛼2 = − 2

𝜀2

[︃
1 +

√︂
1− 𝑍2𝜀2

(𝑛+ 1)2

]︃
в подынтервале II.

Так как функция cos(𝜀𝑘) > 0 в подынтервале I и cos(𝜀𝑘) <0 в подынтервале
II, то, с учётом уравнения (7), выражения для 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . , 𝑛, перепишем в
следующем виде:
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Для 𝑛 = 1 𝑎1 = ±𝑍

2

1√︁
1− 𝑍2𝜀2

4

,

где знак ’+’ принимает значение в подынтервале I, ’−’ — в подынтервале II.

Для 𝑛 = 2 𝑎1 = ∓
18𝑍

√︁
1− 𝑍2𝜀2

9

𝐷2
, 𝑎2 =

2𝑍2

𝐷2
, где 𝐷2 = 27− 4𝑍2𝜀2,

знак ’−’ принимает значение в подынтервале I, а ’+’ — в подынтервале II.
Для 𝑛 = 3

𝑎1 = ± 1

12

𝑍(11𝑍2𝜀2 − 144)

𝐷3

√︁
1− 𝑍2𝜀2

16

, 𝑎2 =
2𝑍2

𝐷3
, 𝑎3 = ± 1

12

−𝑍3

𝐷3

√︁
1− 𝑍2𝜀2

16

,

где 𝐷3 = 2(8 − 𝑍2𝜀2), знак ’+’ принимает значение в подынтервале I, а ’−’ — в
подынтервале II.
Для 𝑛 = 4

𝑎1 = ±500

3

√︁
1− 𝑍2𝜀2

25
(𝑍2𝜀2 − 15)

𝐷4
, 𝑎2 = −10

3

𝑍2(7𝑍2𝜀2 − 150)

𝐷4
,

𝑎3 = ±100

3

−𝑍3
√︁

1− 𝑧2𝜀2

25

𝐷4
, 𝛼4 =

2

3

𝑍4

𝐷4
,

где 𝐷4 = 16𝑍4𝜀4 − 500𝑍2𝜀2 + 3125, знак ’+’ принимает значение в подынтервале
I, ’−’ — в подынтервале II.

Таким образом, мы получили точные аналитические решения поставленной
задачи для 𝑛 = 0, 1, 2, 3, 4. Теперь обсудим основные свойства полученных реше-
ний.

А) При 𝜀 → 0 в подынтервале I при 𝑚 = 0
(︁
0 < 𝑥 <

𝜋

2

)︁
все решения с раз-

личными узлами (𝑛 = 0, 1, 2, 3, 4) и собственные значения полностью переходят в
решение уравнения Шрёдингера, а при 𝑚 = 0, 1, 2, 3, . . . собственные значения и
точка пересечения узлов с осью так же стремятся к решению уравнения Шрёдин-
гера, однако параметр 𝐾𝑚 растёт при увеличении 𝑚. Поэтому все эти решения
становятся погранслойными (т.е. при больших 𝐾𝑚, 𝑒−𝐾𝑚 быстро затухает).

Б) При 𝜀 → 0 в подынтервале II при всех 𝑚 = 0, 1, 2, . . . собственные значе-
ния стремятся к бесконечности, собственные функции являются безузловыми и
погранслойными.

В) Для каждого типа решения с различными значениями 𝑛 параметр 𝜀 меня-
ется в интервале 0 < 𝜀 <

𝑛+ 1

𝑍
(только при этих значениях 𝜀 уравнение (7) имеет

действительные и положительные решения). При этом при определённых фик-
сированных значениях 𝜀𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4 параметры 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, . . . меняют свои
знаки. В тех случаях, когда одновременно все параметры 𝑎𝑖 меняют свои знаки
(это происходит при тех значениях 𝜀 когда 𝐷𝑗 = 0, 𝑗 = 1, 2, 3, 4), только в этом
случае меняется количество узлов (т.е. меняется тип решения).

Для 𝑛 = 0 решения в обоих подынтервалах являются безузловыми и при
𝜀→ 1

𝑍
эти решения (собственные значения и собственные функции) практически

совпадают.
Для 𝑛 = 1 решение в подынтервале I является одноузловым, и при 𝜀 → 2

𝑍
узел решения стремится к нулю, а в подынтервале II является безузловым.

Для 𝑛 = 2 изменение типа решения происходит при значении 𝜀1 =
3
√
3

2
≈

2.598076212. В интервале 0 < 𝜀 < 𝜀1 решение в подынтервале I является двухуз-
ловым, а при 𝜀1 < 𝜀 <

3

𝑍
становится одноузловым. В интервале 0 < 𝜀 < 𝜀1,
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решение в подынтервале II является безузловым и становится одноузловым при
𝜀1 < 𝜀 <

3

𝑍
. При 𝜀 → 3

𝑍
решения в обоих подынтервалах (собственные значения

и собственные функции) практически совпадают.
Для 𝑛 = 3 изменение типа решения происходит при значении 𝜀2 = 2

√
2 ≈

2.828427124. В интервале 0 < 𝜀 < 𝜀2 решение в подынтервале I является трёхуз-
ловым, а при 𝜀2 < 𝜀 <

4

𝑍
становится двухузловым. Следует отметить, что при

𝜀→ 4

𝑍
один узел решения стремится к нулю (см. рис. 3b). В интервале 0 < 𝜀 < 𝜀2

решение в подынтервале II является безузловым, а при 𝜀2 < 𝜀 <
4

𝑍
становится

одноузловым.
Для 𝑛 = 4 изменение типа решения в обоих подынтервалах происходит два

раза, один раз при 𝜀3 =
5

4

√︁
10−

√
20 ≈ 2.938926261, а второй раз при 𝜀4 =

5

4

√︁
10 +

√
20 ≈ 4.755282582. В интервале 0 < 𝜀 < 𝜀3 в подынтервале I решение яв-

ляется четырёхузловым, а при 𝜀3 < 𝜀 < 𝜀4 становится трёхузловым. В интервале
0 < 𝜀 < 𝜀3 в подынтервале II решение является безузловым и становится одно-
узловым при 𝜀3 < 𝜀 < 𝜀4. Далее при 𝜀4 < 𝜀 <

5

𝑍
в подынтервале I трёхузловое

решение становится двухузловым, а в подынтервале II одноузловое решение ста-
новится двухузловым. При 𝜀→ 5

𝑍
решения в обоих подынтервалах (собственные

значения и собственные функции) практически совпадают.
На рис. 2, 3 приведены некоторые свойства решений для 𝑛 = 3 (трёхузловое

решение).

Рис. 2. Решения при 𝜀→ 0: a — в подынтервале I (трёхузловое решение), b —
в подынтервале II (безузловое и погранслойное решение)

4. Заключение

В работе, используя оператор сдвига exp

(︂
±𝑖𝜀 d

d𝑟

)︂
𝑓(𝑟) = 𝑓(𝑟± 𝑖𝜀), исследова-

ны решения краевых задач для квазипотенциального уравнения с кулоновским
потенциалом при различных значениях параметра 𝜀. Разработан алгоритм на-
хождения аналитического решения поставленной задачи для любого количества
узлов (𝑛 = 0, 1, 2, . . .). В явном виде приведены собственные значения и собствен-
ные функции для 𝑛 = 0, 1, 2, 3, 4. Исследована зависимость этих решений от пара-
метра 𝜀 (рис. 4). Исследования проведены с использованием системы символьных
вычислений MAPLE.
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Рис. 3. Решения при 𝜀→ 4: a — в подынтервале I (двухузловое решение), b —
узел решения a, который стремится к нулю; c — в подынтервале II

(одноузловое решение)

Рис. 4. Зависимость собственных значений 𝐸𝑛 от параметра 𝜀: a — при
𝑛 = 0, 1 и b — при 𝑛 = 2, 3, 4
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The quasipotential equations are widely applied to the relativistic description of a system of
two particles, for example, a quark and an antiquark. In the work, the solutions of boundary
problems for the quasipotential equation with the Coulomb potential at various values of
parameter 𝜀 are investigated with use of the shift operator. It is established that at 𝜀 → 0
there is a solution which aspires to the Schrödinger equation solution. Besides, the so-called
frontier layer solutions and transition of one type of the solution into another are found out.
Investigations are carried out using the system of symbolical evaluations MAPLE.
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