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Исследуются нелинейные волновые процессы в жидкости с пузырьками газа при учё-
те вязкости жидкости, межфазного теплообмена, поверхностного натяжения и слабой
сжимаемости жидкости. Для описания длинных волн малой амплитуды в газожидкост-
ной смеси получено нелинейное дифференциальное уравнение с использованием мето-
да многих масштабов и метода возмущений. При выводе уравнения учтены слагаемые
более высокого порядка малости в асимптотическом разложении. Данное уравнение яв-
ляется обобщением уравнения Бюргерса и описывает волновые процессы в жидкости с
пузырьками газа в случае преобладания диссипативных процессов. С помощью почти-
тождественных преобразований получена нормальная форма указанного выше уравне-
ния. Показано, что нормальная форма обобщения уравнения Бюргерса линеаризуется
при некотором ограничении на параметры. В этом случае данное уравнение является
вторым членом иерархии уравнения Бюргерса. В общем случае для нормальной формы
выведенного уравнения получено точное решение в виде волны перехода. Проведён ана-
лиз зависимости параметров данного точного решения от физических характеристик
системы жидкость-пузырьки газа. Показано, что амплитуда точного решения затухает
как с ростом равновесного значения радиуса пузырька, так и с ростом вязкости несущей
жидкости.

Ключевые слова: жидкость с пузырьками газа, нелинейные волны, нелинейные
эволюционные уравнения, точные решения, нормальная форма.

1. Введение
Математические модели жидкости с пузырьками газа используются при опи-

сании процессов и явлений в природе, промышленности и медицине [1, 2]. Нели-
нейные волновые процессы в жидкости с пузырьками газа при учёте вязкости
жидкости впервые изучались в работах [3, 4], где для описания длинных волн
малой амплитуды были получены уравнения Бюргерса, Кортевега–де Вриза и
Бюргерса–Кортевега–де Вриза. В [5] исследованы волновые процессы в газожид-
костной смеси при учёте процесса межфазного теплообмена.

В указанных выше работах при исследовании волновых процессов в жидкости
с пузырьками газа в асимптотическом разложении были учтены только поправки
первого порядка малости. Известно, что учёт более слагаемых более высокого по-
рядка малости позволяет получить более точное описание для нелинейных волн.

Целью настоящей работы является изучение длинных волн малой амплиту-
ды в жидкости с пузырьками газа при учёте слагаемых более высокого порядка
малости в асимптотическом разложении.

В работе получено уравнение, описывающее волновые процессы в жидкости с
пузырьками газа в случае преобладания диссипативных процессов. Данное урав-
нение является обобщением уравнения Бюргреса и описывает как диссипацию,
так и дисперсию волн. В работе найдена нормальная форма данного уравнения
и некоторые его точные решения.

2. Дифференциальное уравнение для описания волновых
процессов в жидкости с пузырьками газа

Известно, что для описания волновых процессов в жидкости с пузырьками
газа при учёте процесса межфазного теплообмена, вязкости и сжимаемости жид-
кости может быть использована следующая система уравнений:
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𝜌𝜏 + �̃�𝜉 + (𝜌�̃�)𝜉 = 0,

(𝜌+ 1)(�̃�𝜏 + �̃��̃�𝜉) +
1

�̃�
𝑃𝜉 = 0,

𝑃 = �̃�𝜌+ �̃�1𝜌
2 + 𝛽𝜌𝜏𝜏 − 𝛽1𝜌 𝜌𝜏𝜏 − 𝛽2𝜌2𝜏 + κ𝜌𝜏+

+ κ1𝜌𝜌𝜏 − 𝛾1𝜌𝜏𝜏𝜏 + 𝛾2𝜌𝜌𝜏𝜏𝜏 + 3𝛾2𝜌𝜏𝜌𝜏𝜏 .

(1)

где 𝜉 — координата, 𝜏 — время, 𝜌 — возмущение плотности газожидкостной смеси,
�̃�(𝜉, 𝜏) — скорость смеси, 𝑃 (𝜉, 𝜏) — давление смеси. Выражение для безразмерных
параметров �̃�, 𝛽, �̃�1, �̃�2, 𝛽1, 𝛽2, κ, κ1, 𝛾1, 𝛾2 представлены в [6].

Для вывода нелинейного уравнения, описывающего волновые процессы в жид-
кости с пузырьками газа, используется метод многих масштабов. В соответствии
с этим методом вводятся «медленные» переменные

𝑥 = 𝜀𝑚(𝜉 − 𝜏), 𝑡 = 𝜀𝑚+1 𝜏, 𝑚 > 0, 𝜀≪ 1 (2)

и решение системы (1) ищется в виде

𝜌 = 𝜀𝜌1 + 𝜀2𝜌2 + . . . , �̃� = 𝜀𝑢1 + 𝜀2𝑢2 + . . . , 𝑃 = 𝜀𝑃1 + 𝜀2𝑃2 + . . . (3)

Используя данный подход, можно получить дифференциальное уравнение для 𝜌1

𝜌1𝑡 +

(︂
1 +

�̃�1

�̃�

)︂
𝜌1𝜌1𝑥 + 𝜀2𝑚−1

𝛽

2�̃�
(𝜌1𝑥𝑥𝑥 − 2𝜀𝜌1𝑡𝑥𝑥)−

− 𝜀2𝑚 𝛽1
2�̃�

(𝜌1𝑥𝜌1𝑥𝑥 + 𝜌1𝜌1𝑥𝑥𝑥)− 𝜀2𝑚
𝛽2
�̃�
𝜌1𝑥𝜌1𝑥𝑥−

− 𝜀3𝑚−1 𝛾1
2�̃�

(3𝜀𝜌1𝑥𝑥𝑥𝑡 − 𝜌1𝑥𝑥𝑥𝑥) = 𝜀𝑚−1
κ
2�̃�

(𝜌1𝑥𝑥 − 𝜀𝜌1𝑡𝑥) + 𝜀𝑚
κ1

2�̃�
(𝜌1𝜌1𝑥)𝑥 (4)

В дальнейшем рассмотрим значение 𝑚 = 1, отвечающее преобладающему влия-
нию диссипации.

Пусть 𝑚 = 1. Тогда из (4), принимая во внимание слагаемые с 𝜀 в нулевой и
первой степени и используя обозначения

𝜌1 = 𝑢,

(︂
1 +

�̃�1

�̃�

)︂
= 𝛼,

𝛽

2�̃�
= 𝛽,

κ
2�̃�

= 𝜇,
κ1

2𝛼
= 𝜈, (5)

получим уравнение

𝑢𝑡 + 𝛼𝑢𝑢𝑥 − 𝜇𝑢𝑥𝑥 = 𝜀

(︂
𝜈(𝑢𝑢𝑥)𝑥 − 𝛽𝑢𝑥𝑥𝑥 − 𝜇𝑢𝑥𝑡

)︂
. (6)

Уравнение (6) является обобщением уравнения Бюргерса для описания длин-
ных волн в жидкости с пузырьками газа. На рис. 1 представлены линейный де-
кремент затухания и фазовая скорость волн описываемых уравнением (6) в воде с
пузырьками углекислого газа. Из рис. 1 видно, что фазовая скорость и линейных
декремент затухания убывают с ростом равновесного значения радиуса пузырька.

Построим нормальную форму уравнения (6). С этой целью используем почти–
тождественные преобразования

𝑢 = 𝑣 + 𝜀(𝛼1𝑣
2 + 𝛼2𝑣𝑥𝜕

−1
𝑥 𝑣), (7)

Исключая из (6) смешанную производную и подставляя (7) в (6) с точностью до
слагаемых первого порядка по 𝜀, получим уравнение
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Рис. 1. Линейный декремент затухания и фазовая скорость волн,
описываемых уравнением (6) для воды с пузырьками углекислого газа.
Объёмное газосодержание 𝜑0 = 0, 001. Кривая 1:𝑅0 = 0, 23 мм; Кривая 2:

𝑅0 = 0, 25 мм; Кривая 3: 𝑅0 = 0, 27 мм

𝑣𝑡 + 𝛼𝑣𝑣𝑥 − 𝜇𝑣𝑥𝑥 = 𝜀

(︃
(2𝜇𝛼2 + 𝜇𝛼+ 𝜈)𝑣𝑣𝑥𝑥 + (2𝜇𝛼1 + 𝜇𝛼+ 𝜈)𝑣2𝑥−

− 𝛼(𝛼2 + 2𝛼1)

2
𝑣2𝑣𝑥 − (𝛽 + 𝜇2)𝑣𝑥𝑥𝑥

)︃
. (8)

Здесь 𝛼1, 𝛼2 произвольные параметры, вводимые почти-тождественными преоб-
разованиями (7).

Пусть выполнены соотношения

𝛼1 = 𝛼2 =
(𝛽 + 𝜇2)𝛼

2𝜇2
, 𝜈 =

𝛼(𝛽 − 𝜇2)

2𝜇
. (9)

Тогда после использования преобразований растяжения уравнение (8) примет вид

𝑣𝑡 + 𝑣𝑥𝑥𝑥 − 3(𝑣 𝑣𝑥)𝑥 + 3𝑣2𝑣𝑥 = 0. (10)

Уравнение (10) является вторым членом иерархии уравнения Бюргерса и мо-
жет быть линеаризовано с помощью преобразования Коула–Хопфа. Отметим, что
(8) сводится к интегрируемому уравнению только при выполнении ограничения
(9) (второе соотношение из (9)) на физические параметры.

Построим точные решения (8), не ограничивая его параметры вторым из со-
отношений (9). Используя метод простейших уравнений [7], можно показать, что
при

𝛼1 = 𝛼2 = − 2

4𝜇+ 𝛼
(2𝛽 + 2𝜇2 + 𝜇𝛼+ 𝜈) (11)

уравнение (8) имеет следующие решение

𝑣 =
(2𝜇+ 𝛼)(4𝜇+ 𝛼)

4𝜀(3𝛽𝛼+ 3𝜇2𝛼+ 𝜇𝛼2 + 𝜈𝛼+ 4𝜇𝛽 + 4𝜇3)
+
√
𝐵 tanh{

√
𝐵(𝑧 − 𝑧0)},

𝑧 = 𝑥− 𝐶0𝑡,

(12)
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где 𝐶0, 𝑧0 — произвольные постоянные, 𝐵 — параметр, зависящий от 𝜇, 𝜈, 𝛼, 𝛽 и
𝐶0, выражение для которого не приводится в силу его громоздкости.

Графики решения (12) для различных значений равновесного радиуса пузырь-
ков (левый рисунок) и для различных жидкостей (правый рисунок) представлены
на рис. 2. Из рис. 2 видно, что амплитуда волны, описываемой уравнением (12),
затухает как с ростом равновесного значения радиуса пузырька, так и с ростом
вязкости несущей жидкости.

а б

Рис. 2. Точное решение (12) уравнения (8). Равновесное объёмное
газосодержание: 𝜑0 = 0, 001. Кривая 1: 𝑅0 = 0, 14 мм; Кривая 2: 𝑅0 = 0, 16 мм;
Крива 3: 𝑅0 = 0, 18 мм (левый рисунок). Точное решение (12). Равновесное

объёмного газосодержание: 𝜑0 = 0, 001; равновесное значение радиуса
пузырьков: 𝑅0 = 0, 1 мм. Кривая 1: вода; Кривая 2: масло; Кривая 3:

глицерин (правый рисунок)

3. Заключение

В работе рассматривалось распространение возмущений в жидкости с пузырь-
ками газа при учёте вязкости и сжимаемости жидкости и процесса межфазного
теплообмена. Для описания волновых процессов получено нелинейное диффе-
ренциально уравнение третьего порядка. Для данного уравнения построена его
нормальная форма. Показано, что при некотором ограничении на физические па-
раметры, уравнение для нормальной формы является интегрируемым. В общем
случае построено точное решение уравнения для нормальной формы в виде волн
перехода.
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Nonlinear waves in liquid with gas bubbles are investigated taken into account liquid viscos-
ity and compressibility and inter phase heat transfer. The nonlinear differential equation for
long weakly nonlinear waves is obtained with the help of the reductive perturbation method.
At the derivation of the equation higher order corrections in the asymptotic expansion are
taken into account. This equation is the generalization of the Burgers equation and describes
nonlinear waves in a liquid with gas bubbles in the case of dissipation main influence. The
normal form is constructed for the equation with the help of the near-identity transforma-
tions. It is shown that the normal form equation is integrable under certain condition on
parameters. In this case the equation for nonlinear waves is the second member of the Burg-
ers hierarchy. Exact solution in the form of kink is obtained in the general case. Dependence
of this solution on physical parameters is investigated. It is shown that the amplitude of this
exact solution decreases when the bubbles radius in the unperturbed state and the liquid
viscosity increase.

Key words and phrases: liquid with gas bubbles, nonlinear waves, nonlinear evolution
equations, exact solutions, normal form.




