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Возбуждённые состояния квантовых систем нестационарны, и они распадаются. Эти
состояния называют нестабильными, или квазистационарными. Такие состояния наблю-
даются уже при изучении задач рассеяния, накопление частиц в рассеивателе (частица
предпочитает жить внутри рассеивателя) сопровождается большой задержкой 𝜏 (время
жизни квазиуровня). Время жизни квазиуровня 𝜏 = 𝛾−1, ширина квазиуровня Γ = ~𝛾,
комплексная энергия уровня 𝐸 = 𝐸1 − 𝑖𝐸2, 𝐸2 = Γ/2.

В работе проведено исследование решений квазистационарных состояний для квази-
потенциального уравнения с кусочно-постоянными потенциалами при различных зна-
чениях параметра 𝜀, входящего в уравнение и параметров потенциала. Проведён срав-
нительный анализ решений квазипотенциального уравнения при различных значения 𝜀
c решениями уравнения Шрёдингера. Установлено, что при 𝜀→ 0 решения квазипотен-
циального уравнения стремятся к решениям уравнения Шрёдингера.
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оператор сдвига, кусочно-постоянные потенциалы.

1. Введение
В предыдущих наших работах [1,2], исследовались краевые задачи для квази-

потенциального уравнения с различными методами и проведён сравнительный
анализ полученных решений с решениями аналогичных задач для уравнения
Шрёдингера. Подобные исследования были важны для выявления релятивист-
ских эффектов. В данной работе мы исследуем квазистационарные состояния
для квазипотенциального уравнения [3] и уравнения Шрёдингера с различными
кусочно-постоянными потенциалами, и проведём сравнительный анализ получен-
ных решений. Исследуем решения квазистационарные состояния для следующего
уравнения

[𝐸𝜀 −𝐻𝜀 − 𝑉 (𝑟)]𝜓(𝑟) = 0, (1)
где

𝐸𝜀 =
2𝑞2√︀

1 + 𝜀2𝑞2 + 1
, 𝐻𝜀 =

2

𝜀2

[︂
𝑐ℎ

(︂
𝑖𝜀

d

d𝑟

)︂
− 1

]︂
,

𝜀 — безразмерный параметр, 𝑉 (𝑟) — потенциал взаимодействия. В уравнении (1)

разлагая оператор 𝑐ℎ

(︂
𝑖𝜀

d

d𝑟

)︂
в ряд, можно свести к дифференциальному урав-

нению бесконечного порядка. При 𝜀→ 0, 𝐸𝜀 → 𝑞2, 𝐻𝜀 → −
d2

d𝑟2
, уравнение (1)

переходит в нерелятивистское уравнение Шрёдингера[︂
d2

d𝑟2
− 𝑉 (𝑟) + 𝑞2

]︂
𝜓(𝑟) = 0. (2)
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Поэтому особую актуальность приобретает методы поиска таких решений ква-
зистационарных состояний для уравнения (1), которые при 𝜀 → 0 стремятся к
решениям аналогичных квазистационарных состояний для уравнения Шрёдин-
гера (2). Тогда отличие этих решений при 𝜀 ̸= 0 можно интерпретировать как
релятивистский эффект.

Как и предыдущих наших работах [1, 2], исследование решений квазистацио-
нарных состояний для уравнения (1) проведено с использованием оператора сдви-
га

exp

(︂
±𝑖𝜀 d

d𝑟

)︂
𝑓(𝑟) = 𝑓 (𝑟 ± 𝑖𝜀) .

Проведён сравнительный анализ решений квазипотенциального уравнения (1)
с решениями уравнения Шрёдингера (2) для прямоугольной потенциальной ямы,
которая показана на рис. 1.

Рис. 1. Тип потенциала

2. Постановка задачи
Сначала получаем необходимые формулы для проведения сравнительного ана-

лиза решений квазистационарных состояний для уравнения Шрёдингера (2) и
квазипотенциального уравнения (1). Затем приведём численные результаты.

Решения уравнения (1) и (2) для прямоугольной потенциальной ямы (рис. 1)
ищем в виде

𝜓1(𝑟) = 𝐴1 sin(𝑘𝑟), 0 6 𝑟 6 𝑟1,

𝜓2(𝑟) = 𝐴2 exp(−𝜅𝑟) +𝐵2 exp(𝜅𝑟), 𝑟1 6 𝑟 6 𝑟2,

𝜓3(𝑟) = 𝐴3 exp(𝑖𝛼𝑟), 𝑟2 6 𝑟 <∞.
(3)

Поставляя решения (3) в уравнение (2), находим 𝛼 =
√
𝐸, 𝜅 =

√
𝑉1 − 𝐸, 𝑘 =√

𝑉0 + 𝐸, где 𝐸 = 𝐸1 − 𝑖𝐸2.
Из условия непрерывности функции 𝜓(𝑟), и её первой производной в точках

𝑟 = 𝑟1 𝜓1(𝑟)|𝑟=𝑟1 = 𝜓2(𝑟)|𝑟=𝑟1 , 𝜓′1(𝑟)|𝑟=𝑟1 = 𝜓′2(𝑟)|𝑟=𝑟1
и

𝑟 = 𝑟2 𝜓2(𝑟)|𝑟=𝑟2 = 𝜓3(𝑟)|𝑟=𝑟2 , 𝜓′2(𝑟)|𝑟=𝑟2 = 𝜓′3(𝑟)|𝑟=𝑟2 ,
(4)

получаем выражение для нахождения 𝐸1, 𝐸2

𝜅+ 𝑘𝑐𝑡𝑔(𝑘𝑟1)

𝜅− 𝑘𝑐𝑡𝑔(𝑘𝑟1)
− 𝜅+ 𝑖𝛼

𝜅− 𝑖𝛼
exp(−2𝜅𝛿) = 0, 𝛿 = 𝑟2 − 𝑟1. (5)
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Подставляя решения (3) в уравнение (1), получаем
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,
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.

Для уравнения (1) условия сшивания (4) модифицируем следующим образом

𝜓1(𝑟)|𝑟=𝑟1 = 𝜓2(𝑟)|𝑟=𝑟1 , 𝐿𝜓1(𝑟)|𝑟=𝑟1 = 𝐿𝜓2(𝑟)|𝑟=𝑟1

𝜓2(𝑟)|𝑟=𝑟2 = 𝜓3(𝑟)|𝑟=𝑟2 , 𝐿𝜓2(𝑟)|𝑟=𝑟2 = 𝐿𝜓3(𝑟)|𝑟=𝑟2 ,

где 𝐿 =
1

𝜀

[︂
exp

(︂
𝜀
d

d𝑟

)︂
− 1

]︂
, 𝐿−−→

𝜀→0

d

d𝑟
. Тогда для нахождения 𝐸1, 𝐸2 получаем

выражение
𝜅𝐶5 − 𝑑1𝑐𝑡𝑔(𝑘𝑟1)
𝑑1𝑐𝑡𝑔(𝑘𝑟1)− 𝜅𝐶6

− 𝑑2 − 𝜅𝐶5

𝜅𝐶6 − 𝑑2
exp(−2𝜅𝛿) = 0, (6)

где 𝐶3 =
1− cos(𝑘𝜀)

𝜀
, 𝐶4 =

sin(𝑘𝜀)

𝑘𝜀
, 𝐶5 =

exp(−𝜅𝜀)− 1

𝜅𝜀
, 𝐶6 =

exp(𝜅𝜀)− 1

𝜅𝜀
,

𝐶7 =
exp(𝑖𝛼𝜀)− 1

𝑖𝛼𝜀
, 𝑑1 = −𝐶3 + 𝑘𝐶4, 𝑑2 = 𝑖𝛼𝐶6. При 𝜀 → 0, 𝐶3 → 0, 𝐶4 → 1,

𝐶5 → −1, 𝐶6 → 1, 𝐶7 → 1. Тогда уравнение (6) переходит в уравнение (5). Это
означает, что решения трансцендентного уравнения (6) стремятся к решениям
трансцендентного уравнения (5).

3. Заключение

При проведении сравнительного анализа решений квазипотенциального урав-
нения с решениями уравнений Шрёдингера установлено:

– при 𝜀→ 0, полученные трансцендентные уравнения для квазипотенциально-
го уравнения переходят в соответствующие трансцендентные уравнения для
уравнения Шрёдингера;

– при 𝜀 ̸= 0 решения квазипотенциального уравнения отличаются от решения
уравнения Шрёдингера; а именно при 𝜀 = 0.1, энергии (действительные и
мнимые части) уровней для квазипотенциального уравнения увеличиваются
по сравнению с соответствующими энергиями уровней для уравнения Шрё-
дингера (см. табл. 1).

Таблица 1
Сравнение решений квазипотенциального уравнения при 𝜀=0.1 с

решениями уравнения Шрёдингера:𝑉0 = 10, 𝑉1 = 25, 𝑟1 = 𝜋/2,
𝛿 = 0.5, 𝑟2 = 𝑟1 + 𝛿

Уровни энергии Решение уравнения Решения квазипотен-
Шрёдингера циального уравнения

при 𝜀 = 0.1

Первый уровень 𝐸1 = 2.8300 𝐸1 = 2.9700
𝐸2 = 0.0210 𝐸2 = 0.0211

Второй уровень 𝐸1 = 18.159 𝐸1 = 19.357
𝐸2 = 0.3100 𝐸2 = 0.3710
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The excited states of quantum systems are nonstationary, and they break up. These states
are called unstable or quasi-stationary. Such states are already observed in the study of
scattering problems, the accumulation of particles in the lens (the particle prefers to live
inside the lens) is accompanied by a large delay 𝜏 (the lifetime of the quasi-level). Here the
lifetime of the quasi-level 𝜏 = 𝛾−1, width of the quasi-level Γ = ~𝛾 and complex energy level
𝐸 = 𝐸1 − 𝑖𝐸2, 𝐸2 = Γ/2.

Investigation of the quasi-stationary states is carried out for the quasi-potential equation
with piecewise-constant potentials at various values of the parameter of the equation 𝜀 and
the potential parameters. A comparative analysis of solutions of the quasi-potential equation
for the different values of 𝜀 with the solutions of the Schredinger equation is performed.
Found that at 𝜀 → 0 the solutions of quasi-potential equation tend to the solutions of the
Schredinger equation.

Key words and phrases: quasistationary states, the quasipotential equation, the shift
operator, piecewise constant potentials.




