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1. Bведение
Теория движения заряженных частиц в электромагнитных полях в резонанс-

ных условиях имеет многочисленные применения в задачах ускорения заряжен-
ных частиц, удержания и нагрева плазмы в магнитных ловушках, генерации
электромагнитного излучения различных диапазонов и т. д. Теория движения
отдельной частицы играет также важную роль в кинетической теории плазмы,
поскольку уравнения движения частицы определяют характеристики кинетиче-
ского уравнения. Исследованию различных механизмов резонансного взаимодей-
ствия частицы с волной в конкретных условиях посвящено огромное количество
работ. В данной обзорной статье представлена достаточно общая релятивистская
теория, описывающая резонансное движение заряженных частиц в слабо неод-
нородном ведущем магнитном поле и медленно изменяющемся высокочастотном
(ВЧ) электромагнитном поле. Теория строится на основе дрейфово-эйконального
приближения с использованием метода усреднения Боголюбова. В рассматривае-
мом приближении фазы (эйконалы) ВЧ волновых пакетов считаются независимы-
ми быстрыми переменными, наряду с фазой циклотронного вращения частицы.
Усреднение проводится по всем быстрым фазам и их нерезонансным комбинаци-
ям, при этом резонансные комбинации фаз относятся к числу медленных перемен-
ных. Возможность конкретных резонансов определяется интенсивностью волны,
ее поляризацией, направлением распространения относительно внешнего магнит-
ного поля и т. д. Предполагается, что отдельные резонансы не перекрываются
между собой. В противном случае движение частицы существенно усложняется
и становится стохастическим. В качестве конкретных примеров рассматривается
движение частицы в условиях циклотронного, параметрического и полуцикло-
тронного резонансов в волнах разного типа. Обсуждается возможность нагрева
плазмы волнами в магнитных ловушках, а также в астрофизических условиях.

2. Дрейфово-эйкональная теория движения заряженной
частицы в резонансных условиях

Представим электромагнитное поле E, B в виде суммы квазистационарных
полей E0(r, 𝑡), B0(r, 𝑡) и высокочастотного (ВЧ) поля E∼(r, 𝑡), B∼(r, 𝑡):

E(r, 𝑡) = E0 +E∼, B(r, 𝑡) = B0 +B∼. (1)
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Считая, что |B∼| 6 |B0|, введём, как это принято в дрейфовой теории [1], пра-
вую тройку ортогональных единичных векторов e1, e2, e3, связанных с силовыми
линиями ведущего магнитного поля B0, так, что

e1 = B0(r, 𝑡)/𝐵0(r, 𝑡), e𝑖 · e𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 , e1e1 + e2e2 + e3e3 = I.

Здесь I — единичный тензор, произведение e𝑖e𝑗 — диада (тензор). Точка меж-
ду векторами означает их скалярное произведение. Вектор e1 представляет собой
вектор касательной к силовой линии ведущего магнитного поля. Векторы e2, e3
можно не конкретизировать. Иногда их связывают с векторами нормали и би-
нормали к силовой линии. Предполагая, что магнитное поле B0(r, 𝑡) является
сильным, а электрическое поле E0(r, 𝑡) — «слабым» [1], при не слишком интен-
сивном ВЧ поле можно выделить циклотронное вращение частицы с помощью
формул:

p = 𝑝‖e1 + 𝑝⊥(e2 cos𝜗𝑐 + e3 sin𝜗𝑐), (2)
dr

d𝑡
= v =

p

𝑚𝛾
= 𝑣‖e1 + 𝑣⊥(e2 cos𝜗𝑐 + e3 sin𝜗𝑐). (3)

Здесь 𝜗𝑐 — фаза циклотронного вращения частицы в ведущем магнитном поле
B0(r, 𝑡), 𝑝‖, 𝑝⊥(𝑣‖, 𝑣⊥) — соответственно, величины продольной и поперечной со-

ставляющих импульса (скорости) частицы,𝑚— её масса, 𝛾 =
√︁

1 + (𝑝2‖ + 𝑝2⊥)/(𝑚𝑐)
2

— релятивистский фактор.

Будем рассматривать ВЧ поля в виде суперпозиции конечного числа (𝑀) ква-
зимонохроматических волн в эйкональном приближении:

E∼(r, 𝑡|𝜗) =
∑︁

16𝑠6𝑀

{E𝑠 exp(𝑖𝜗𝑠) + к.с.}, (4)

B∼(r, 𝑡|𝜗) =
∑︁

16𝑠6𝑀

{B𝑠 exp(𝑖𝜗𝑠) + к.с.}. (5)

Здесь к.с. означает комплексное сопряжение, комплексные амплитуды E𝑠 = E𝑠(r, 𝑡),
B𝑠 = B𝑠(r, 𝑡) — медленно меняющиеся функции координат и времени, 𝜗𝑠 =
𝜗𝑠(r, 𝑡) — быстрые фазы (эйконалы). С помощью эйконала определяется мгно-
венная частота 𝜔𝑠 и локальный волновой вектор k𝑠 𝑠–го волнового пакета [2]:

𝜔𝑠 = −
𝜕𝜗𝑠
𝜕𝑡

, k𝑠 = ∇𝜗𝑠. (6)

Представление ВЧ поля в виде (4), (5), (6) отвечает достаточно общим условиям,
реализующимся в лабораторной и космической плазме, и содержит в себе, как
частные случаи, плоскую волну, ВЧ поля в волноводе и резонаторе, гауссов пу-
чок и т. п. В ряде задач удобно использовать выражения для ВЧ полей в виде
разложения по ортам e1, e2, e3:

E∼ =
∑︁

16𝑠6𝑀

∑︁
16𝑖63

e𝑖𝐸𝑖𝑠 cos(𝜗𝑠 + 𝜙𝑖𝑠), B∼ =
∑︁

16𝑠6𝑀

∑︁
16𝑖63

e𝑖𝐵𝑖𝑠 cos(𝜗𝑠 + 𝜙𝑖𝑠). (7)

Быстрые фазы 𝜗𝑠 парциальных волновых пакетов будем рассматривать как неза-
висимые угловые переменные наряду с фазой циклотронного вращения 𝜗𝑠. Урав-
нения для фаз 𝜗𝑠 следуют из определений (6) с учётом (3):

d𝜗𝑠
d𝑡

= −𝜔𝑠 + k𝑠
dr

d𝑡
= −𝜔𝑠 + 𝑣‖𝑘1𝑠 + 𝑣⊥(𝑘2𝑠 cos𝜗𝑐 + 𝑘3𝑠 sin𝜗𝑐) ≡ 𝜈𝑠 +𝐴𝑠. (8)
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Здесь и далее используются обозначения:

𝜈𝑠 ≡ −𝜔𝑠 + 𝜈‖𝑘1𝑠, 𝑘𝑖𝑠 = k𝑠 · e𝑖. (9)

Релятивистские уравнения движения заряженной частицы в указанных полях
с учётом (2) стандартным образом сводятся к системе:

d𝑝‖

d𝑡
= 𝑎0 + 𝑎1 cos𝜗𝑐 + 𝑎2 sin𝜗𝑐 + 𝑎3 cos 2𝜗𝑐 + 𝑎4 sin 2𝜗𝑐+

+
∑︁

16𝑠6𝑀

(𝑎5𝑠 cos𝜗𝑠 + 𝑎6𝑠 sin𝜗𝑠 + 𝑎7𝑠 cos𝜗𝑠+ + 𝑎8𝑠 sin𝜗𝑠++

+ 𝑎9𝑠 cos𝜗𝑠− + 𝑎10𝑠 sin𝜗𝑠−) ≡ 𝑎‖ ,
d𝑝⊥
d𝑡
≡ 𝑎⊥ ,

d𝜗𝑐
d𝑡

= 𝜔𝑐 +𝐴𝑐 .

(10)

Величины 𝑎⊥, 𝐴𝑐 имеют такой же вид, как 𝑎‖, с заменой коэффициентов 𝑎𝑖, со-
ответственно, на 𝑏𝑖, 𝑐𝑖. Явные выражения этих коэффициентов здесь не выписы-
ваются. В уравнениях (10) и далее используются обозначения:
для комбинационных фаз:

𝜗𝑠± = 𝜗𝑐 ± 𝜗𝑠 , (11)
для релятивистской гирочастоты:

𝜔𝑐 = −𝑒𝐵0/𝑚𝑐𝛾 ≡ 𝜔𝑐0/𝛾 . (12)

Введение фаз 𝜗𝑠 парциальных волновых пакетов как независимых перемен-
ных наряду с фазой циклотронного вращения 𝜗𝑐 позволяет рассматривать урав-
нения (10) вместе с (3) и (8) как многопериодную (или многочастотную) систему
уравнений стандартного вида [1, 3]:

d𝑥

d𝑡
= 𝑎(𝑡, 𝑥, 𝜗),

d𝜗

d𝑡
= 𝜔(𝑡, 𝑥) +𝐴(𝑡, 𝑥, 𝜗).

(13)

В рассматриваемой задаче:

𝑥 =(r, 𝑝‖, 𝑝⊥), 𝑎 = (v, 𝑎‖, 𝑎⊥), 𝜗 = (𝜗𝑐, 𝜗1, . . . , 𝜗𝑀 ),

𝜔 = (𝜔𝑐, 𝜈1, . . . , 𝜈𝑀 ), 𝐴 = (𝐴𝑐, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑀 ).
(14)

Целесообразность сведения уравнений движения частицы в сильном магнит-
ном поле и в поле ВЧ волновых пакетов к многопериодной системе вида (13)
обусловлена тем, что в ней явно выделяются не только быстрые фазы, но и воз-
можные комбинации между ними. Кроме того, для таких систем достаточно хо-
рошо разработаны и математически обоснованы методы усреднения [3], что даёт
возможность построения последовательной теории усреднённого движения заря-
женных частиц в электромагнитных полях с ВЧ составляющей.

Система (13), в общем, является чрезвычайно сложной. Она может быть упро-
щена с помощью сглаживания, усреднения по быстрым осцилляциям [1, 3]. Под
«быстрыми» понимают колебания, частоты 𝜔 которых удовлетворяют неравен-
ству:

𝜔𝑇 ≫ 1, (15)
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где 𝑇 — характерный временной масштаб.
Для проведения усреднения необходимо разделить «быстрые» и «медленные»

переменные и оценить относительный порядок членов в системе уравнений дви-
жения частицы. При условии (15) фазы 𝜗, соответствующие частотам 𝜔, являют-
ся «быстрыми» переменными, тогда как переменные 𝑥 относятся к числу «мед-
ленных». При отсутствии ВЧ поля уравнения движения заряженной частицы в
сильном магнитном поле в форме (13) представляют собой систему уравнений с
быстро вращающейся фазой, на основе которой Н. Н. Боголюбов и Д. Н. Зубарев
впервые дали последовательный вывод дрейфовых уравнений [3].

Пусть 𝐿 — характерный линейный масштаб неоднородности поля и парамет-
ров плазмы, 𝑇 — характерный временной масштаб их изменения. Если магнитное
поле B0 является сильным, то можно ввести малый параметр 𝜇, характерный для
дрейфовой теории [1]:

𝜇 = 𝑟𝑐/𝐿≪ 1, (16)
где 𝑟𝑐 — радиус циклотронного вращения частицы. Тогда условия того, что ос-
цилляции в системе (13) являются быстрыми, можно представить в виде:

1/|𝜔𝑐|𝑇 ≈ 1/|𝜈𝑠|𝑇 ≈ 𝜇. (17)

При отсутствии черенковского и других резонансов следует, что:

1/𝜔𝑐𝑇 ≈ 𝜇, 1/𝑘𝑠1𝑉‖𝑇 ≈ 1/𝑘𝑠1𝐿 ≈ 𝜇. (18)

Это означает, что ВЧ поле рассматривается как квазимонохроматическая волна,
распространение которой в направлении магнитного поля B0 описывается в при-
ближении геометрической оптики [2]. При этом малый параметр геометрической
оптики считается сравнимым с малым параметром дрейфовой теории.

В дрейфовой теории различают случаи «слабого» и «сильного» электрическо-
го поля E0 [1]. Электрическое поле считается «слабым», если скорость электри-
ческого дрейфа 𝑉𝐸 = 𝑐

⃒⃒
[E0B0]

⃒⃒
/𝐵0 является «малой», т. е.

𝑉𝐸 ≈ 𝜇𝑉. (19)

где 𝑉 — характерная скорость частицы. В случае «сильного» электрического
поля:

𝑉𝐸 ≈ 𝑉. (20)

Случай «слабого» электрического поля соответствует собственно дрейфовой тео-
рии, тогда как «сильное» электрическое поле характерно для магнитогидродина-
мического приближения в теории плазмы. Далее будет рассматриваться дрейфо-
вое движение заряженной частицы в ВЧ полях в случае «слабого» электрического
поля.

Уравнения движения (10) содержат в себе также параметр

𝑔 = 𝑒|𝐸∼|/𝑚𝜔𝑐. (21)

Это — отношение амплитуды осцилляторной скорости частицы в ВЧ поле к ско-
рости света, или отношение амплитуды осцилляций частицы в поле ВЧ волны к
длине волны. Предполагается, что параметр

𝑔 ≈ 𝜇≪ 1. (22)

В поле мощного лазерного излучения параметр 𝑔 может быть большим. Этот
случай далее не рассматривается.

В уравнениях (8) содержится параметр 𝑘𝑠⊥𝐿, где 𝑘𝑠⊥ — величина поперечной
составляющей волнового вектора. В уравнениях (10) предполагается, что

𝑘𝑠⊥𝐿 ≈ 1. (23)
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Согласно (18) это означает, что

𝑘𝑠⊥/𝑘𝑠1 ≈ 𝜇. (24)

Другими словами, уравнения (10) применимы в случае квазипродольного распро-
странения ВЧ волновых пакетов относительно внешнего магнитного поля. То-
гда при отсутствии резонансов стандартным образом можно провести усреднение
этих уравнений по всем быстрым фазам. Отметим, что соотношение (23) означает
также, что

𝑘𝑠⊥𝑟𝑐 ≈ 𝜇. (25)
Это значит, что гирорадиус частицы мал по сравнению с поперечной длиной вол-
ны. В случае конечного гирорадиуса частицы:

𝑘𝑠⊥𝑟𝑐 ≈ 1. (26)

так что параметр
𝑘𝑠⊥𝐿 ≈ 1/𝜇≫ 1. (27)

В этом случае усреднение по фазам волновых пакетов невозможно, поскольку
уравнения для фаз (8) содержат большие (порядка 𝜇−1) быстро осциллирующие
члены. Чтобы обойти эту трудность, перейдём от фаз волновых пакетов 𝜗𝑠 к
новым вспомогательным фазам 𝜓𝑠 по формуле [4]:

𝜓𝑠 = 𝜗𝑠 − (𝑣⊥/𝜔𝑐)(𝑘𝑠2 sin𝜓𝑐 − 𝑘𝑠3 cos𝜓𝑐), 𝜓𝑐 ≡ 𝜗𝑐 . (28)

Такая замена позволяет устранить в уравнениях для фаз 𝜓𝑠 быстро осциллиру-
ющие члены, имеющие порядок 𝜇−1. Используем соотношение:

exp(𝑖𝜗𝑠) =
∑︁

−∞6𝑛6∞

𝐽𝑛(𝜌𝑠) exp
{︀
𝑖[𝜓𝑠 + 𝑛(𝜓0 − 𝜑𝑠)]

}︀
,

где 𝜌𝑠 =
√︀
𝜌2𝑠2 + 𝜌2𝑠3, 𝜌𝑠𝑗 = 𝑣⊥𝑘𝑠𝑗/𝜔𝑐, 𝜑𝑠 = arctg(𝜌𝑠3/𝜌𝑠2), 𝐽𝑛(𝜌𝑠) — функции Бессе-

ля. Уравнения движения частицы в случае «слабого» электрического поля при-
обретают вид:

dr

d𝑡
= v = 𝑣‖e1 + (𝑣⊥/2){e− exp(𝑖𝜓𝑐) + e+ exp(−𝑖𝜓𝑐)},

d𝑝‖

d𝑡
= 𝑎0 +

{︂
𝑎1 exp(𝑖𝜓𝑐) + 𝑎2 exp(2𝑖𝜓𝑐)+

+
∑︁

16𝑠6𝑀

∑︁
−∞6𝑛6∞

𝑎𝑛𝑠 exp[𝑖(𝜓𝑠 + 𝑛𝜓𝑐)] + к.с.
}︂
≡ 𝑎‖ ,

d𝑝⊥
d𝑡

= 𝑎⊥,

d𝜓𝑐
d𝑡

= 𝜔𝑐 +𝐴𝑐,

d𝜓𝑠
d𝑡

= 𝜈𝑠 + 𝐶𝑠0 +

{︂
𝐶𝑠1 exp(𝑖𝜓𝑐) + 𝐶𝑠2 exp(2𝑖𝜓𝑐)+

+
∑︁

16𝑠16𝑀

∑︁
−∞6𝑛6∞

𝐶𝑛𝑠𝑠1 exp[𝑖(𝜓𝑠1 + 𝑛𝜓𝑐)] + к.с.
}︂
≡ 𝑣𝑠 +𝐴𝑠 .

(29)

Здесь введены комплексные векторы e± = e2 ± 𝑖e3.
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Выписанная система уравнений имеет вид многопериодной системы (13) и мо-
жет быть упрощена путем сглаживания по быстрым фазам. Уравнения движения
содержат коэффициенты, определяемые амплитудами ВЧ поля (4), (5), которые
не являются независимыми. Они связаны друг с другом максвелловским уравне-
нием индукции. В рассматриваемом приближении геометрической оптики пред-
полагается, что

E𝑠 = E0
𝑠 + 𝜇E1

𝑠 + . . . ,

B𝑠 = B0
𝑠 + 𝜇B1

𝑠 + . . . .

Тогда из уравнения индукции следует:

B0
𝑠 = (𝑐/𝜔𝑠)[𝑘𝑠E

0
𝑠], (30)

B1
𝑠 =

1

𝑖𝜔𝑠

𝜕B0
𝑠

𝜕𝑡
+

𝑐

𝑖𝜔𝑠
rotE0

𝑠 +
𝑐

𝜔𝑠
[𝑘𝑠E

1
𝑠]. (31)

Согласно общей схеме усреднения Боголюбова [3] следует перейти от истин-
ных динамических переменных частицы 𝑥 = (r, 𝑝‖, 𝑝⊥)) и быстрых фаз 𝜗 =
(𝜗𝑐, 𝜗1, . . . , 𝜗𝑀 ) (или фаз 𝜓) к новым, сглаженным переменным 𝑋 = (R, 𝑃‖, 𝑃⊥)
и фазам 𝛼 = (𝛼𝑐, 𝛼1, . . . , 𝛼𝑀 ) по формулам:

𝑥 = 𝑋 + 𝜇𝑔1(𝑋,𝛼, 𝑡) + 𝜇2𝑔2(𝑋,𝛼, 𝑡) + . . . , (32)

𝜗 = 𝛼+ 𝜇𝑞1(𝑋,𝛼, 𝑡) + 𝜇2𝑞2(𝑋,𝛼, 𝑡) + . . . . (33)

Функции 𝑔𝑖, 𝑞𝑗 , определяющие быстро осциллирующие добавки к сглаженным пе-
ременным, предполагаются периодическими по всем фазам с периодом 2𝜋. Сгла-
женные переменные представляют собой усредненные по всем быстрым фазам
значения истинных переменных:

𝑋 ≡ ⟨𝑥⟩ = (2𝜋)−(𝑀+1)

2𝜋∫︁
0

. . .

2𝜋∫︁
0

𝑥 d𝛼𝑐 d𝛼1 . . . d𝛼𝑀 , (34)

при этом
⟨𝑔⟩ = ⟨𝑞⟩ = 0. (35)

При отсутствии резонансных соотношений между частотами уравнения эволюции
сглаженных переменных 𝑋 и 𝛼 формально разделяются, поскольку, по предпо-
ложению, уравнения для медленных переменных 𝑋 не содержат быстрых фаз
𝛼:

d𝑋

d𝑡
= 𝜙0(𝑋, 𝑡) + 𝜇𝜙1(𝑋, 𝑡) + 𝜇2𝜙2(𝑋, 𝑡) + . . . ,

d𝛼

d𝑡
= 𝜇−1𝜈(𝑋, 𝑡) + Ω0(𝑋, 𝑡) + 𝜇Ω1(𝑋, 𝑡) + . . . .

(36)

Уравнения (36) представляют собой усреднённые уравнения, причем функции 𝜙,
Ω, 𝑔, 𝑞 вычисляются по общим правилам метода усреднения [1, 3, 5]. При отсут-
ствии ВЧ поля уравнения (36) представляют собой систему дрейфовых уравнений
движения заряженной частицы в слабо неоднородном магнитном поле [1, 3, 5].

При наличии резонансов схема усреднения изменяется. Резонансы в точной
системе уравнений движения частицы определяются, в общем, соотношениями
между частотами:

|𝑁0𝜔𝑐 +𝑁1𝜈1 + · · ·+𝑁𝑀𝜈𝑀 | ≡ |(𝑁 · 𝜈)| ≪ min(𝜔𝑐, 𝜈𝑖), (37)
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где 𝑁0, 𝑁1,. . . , 𝑁𝑀 — некоторые простые целые числа.
В этом случае комбинация фаз, соответствующая резонансному соотноше-

нию (37), не является «быстрой» переменной, и по ней нельзя проводить усред-
нение. Таким образом, при усреднении расширяется пространство «медленных»
переменных за счёт резонансной комбинации фаз 𝜓𝑟:

𝜓𝑟 = 𝑁0𝜗𝑐 +𝑁1𝜗1 + · · ·+𝑁𝑀𝜗𝑀 ≡ (𝑁 · 𝜗). (38)

Тогда по остающимся быстрым фазам и их нерезонансной комбинации может
быть проведено усреднение системы уравнений движения. При этом предполага-
ется, что отдельные резонансы не перекрываются между собой. При указанных
условиях вместо (36) усреднённые уравнения, в общем, имеют вид:

d𝑋

d𝑡
= 𝜙0(𝑡,𝑋, 𝜓𝑟) + 𝜇𝜙1(𝑡,𝑋, 𝜓𝑟) + 𝜇2𝜙2(𝑡,𝑋, 𝜓𝑟) + . . . ,

d𝜓𝑟
d𝑡

= (𝑁 · 𝜈) + (𝑁 · Ω0) + 𝜇(𝑁 · Ω1) + . . . .

(39)

Здесь 𝜓𝑟 = ⟨𝜓𝑟⟩ ≡ (𝑁 · 𝛼) — сглаженная резонансная комбинация фаз. Досто-
инством метода усреднения является то, что он позволяет получить упрощенные
уравнения для медленных переменных типа@(39), а также вычислить периоди-
ческие добавки к этим переменным, в принципе, с любой степенью точности.

Из уравнений движения (29) следует, что в нулевом приближении (с учётом
функций 𝜙0 в усреднённых уравнениях) возможен черенковский резонанс части-
цы с 𝑠–й волной (при 𝜈𝑠 ≈ 0) и циклотронный резонанс (при 𝜔𝑐 ≈ 𝜈𝑠). В случае
конечного гирорадиуса частицы возможны также резонансы на гармониках ги-
рочастоты (при 𝜈𝑠 ≈ 𝑛𝜔𝑐). В следующем приближении (с учётом 𝜙1) возникают
более сложные резонансы. В частности, при квазипродольном распространении
волн возможны резонансные комбинации фаз вида:

2𝛼𝑐 ± 𝛼𝑠; 3𝛼𝑐 ± 𝛼𝑠; 𝛼𝑠1 ± 𝛼𝑠; 𝛼𝑐 ± 𝛼𝑠1 ± 𝛼𝑠; 2𝛼𝑐 ± 𝛼𝑠1 ± 𝛼𝑠 . (40)

Первые две комбинации фаз соответствуют резонансам на обертоне «собствен-
ной» частоты, которые называют также демультипликационными, или парамет-
рическими резонансами [3]. Этим резонансным фазам отвечают соотношения меж-
ду частотами: 2𝜔𝑐 ± 𝜈𝑠 ≈ 0, 3𝜔𝑐 ± 𝜈𝑠 ≈ 0. Третья комбинация фаз в (40) при
𝑠1 ̸= 𝑠 соответствует взаимодействию волна–частица–волна, или нелинейному за-
туханию Ландау [6]: 𝜈𝑠1±𝜈𝑠 = −𝜔𝑠1∓𝜔𝑠+𝑉‖(𝑘𝑠1‖±𝑘𝑠‖) ≈ 0. Четвёртая комбинация
при 𝑠1 = 𝑠 описывает резонанс на «обертоне внешней частоты», или, как говорят,
полуциклотронный резонанс [3]: 𝜔𝑐 ± 2𝜈𝑠 ≈ 0. Если 𝑠1 ̸= 𝑠, то последние две ком-
бинации отвечают циклотронному и параметрическому резонансам на биениях
двух волн. В следующем приближении (с учётом 𝜙2) возникают более сложные
резонансы, в том числе с участием трёх волн.

Может показаться, что высшие приближения дают относительно малый вклад,
и, следовательно, соответствующие резонансы мало существенны. Однако они мо-
гут проявляться в сильных ВЧ полях и в тех случаях, когда в резонансном вза-
имодействии участвует достаточно большое число частиц.

Общие условия типа (40) указывают лишь на принципиальную возможность
соответствующих резонансов в рассматриваемой системе. Их реальная осуществи-
мость зависит от конкретного типа ВЧ поля, в частности от поляризации волн и
направления их распространения. Рассмотрим далее некоторые резонансы.

3. Циклотронный резонанс

Взаимодействие заряженной частицы с электромагнитной волной во внешнем
магнитном поле может происходить в условиях циклотронного резонанса, если
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волна является поперечной. Рассмотрим циклотронный резонанс электронов в
двух предельных случаях: поперечная волна, бегущая строго поперек магнитного
поля, и волна, распространяющаяся строго вдоль магнитного поля.

а). В первом случае рассмотрим обыкновенную волну, распространяющуюся в
однородной плазме перпендикулярно внешнему магнитному полю (вдоль оси 𝑥),
которое предполагается однородным и направленным вдоль оси 𝑧. Векторы поля
волны задаются формулами:

𝐸𝑧 = 𝐸 cos𝜗, 𝐵𝑦 = −(𝑘𝑐/𝜔)𝐸𝑧, 𝑘 = 𝑘𝑥.

В этом случае возможен не только основной циклотронный резонанс, но и резо-
нансы на гармониках циклотронной частоты. Усреднённое движение электрона
описывается уравнениями (в безразмерной форме):

d𝑃𝑧
d𝜏

= −𝑔𝐽𝑁 (𝜌)(1−𝑁𝜔𝑐/𝜔) cosΨ𝑟 ,

d𝑃⊥

d𝜏
= −𝑔𝐽𝑁 (𝜌)(𝑁𝜔𝑐/𝜔)(𝑃𝑧/𝑃⊥) cosΨ𝑟 ,

d𝛾

d𝜏
= −𝑔𝐽𝑁 (𝜌)(𝑃𝑧/𝛾) cosΨ𝑟 ,

d𝜓𝑟
d𝜏

= −1 +𝑁𝜔𝑐/𝜔 + 𝑔(𝑁𝑘𝑐/𝜔𝛾)(𝑃𝑧/𝑃⊥)𝐽
′
𝑁 sinΨ𝑟 .

(41)

Здесь Ψ𝑟 = 𝜓 +𝑁𝜓𝑐 — резонансная разность фаз, 𝜏 = 𝜔𝑡, параметр 𝑔 = 𝑒𝐸/𝑚𝑐𝜔,
безразмерные компоненты вектора импульса нормированы на 𝑚𝑐, аргумент 𝜌 =
𝑘𝑃⊥/𝑚𝜔𝑐0, 𝐽𝑁 (𝜌) — функция Бесселя, 𝐽 ′

𝑁 (𝜌) = d𝐽𝑁/d𝜌.
Выписанная система уравнений содержит интеграл [7]:

𝛾 − (𝜔/2𝑁𝜔𝑐0)𝑃
2
⊥ = const. (42)

Существует также интеграл:

𝑃𝑧 − 𝑔𝐽𝑁 (𝜌) sinΨ𝑟 = const. (43)

Отсюда видно, что продольный импульс частицы не может возрастать неогра-
ниченно.

В нерелятивистском приближении при точном резонансе продольный импульс
остается постоянным. Тогда полученный интеграл определяет фазовые траекто-
рии частицы на плоскости (𝑃⊥,Ψ𝑟). В этом случае из системы (41) можно полу-
чить уравнение (для размерных переменных):

d2𝑣2⊥
d𝑡2

= 2(𝑒𝐸𝑣‖/𝑚)2(𝑘/𝜔𝑐0𝑣⊥)𝐽𝑁 (𝜌)𝐽
′
𝑁 (𝜌). (44)

В случае обыкновенной волны в нерелятивистском приближении параметр
𝜌 = 𝑘𝑣⊥/𝜔𝑐0 ≈ 𝑣/𝑐≪ 1. С использованием разложения функций Бесселя уравне-
ние (44) упрощается. В случае основного резонанса (𝑁 = 1) его решение:

𝑣2⊥(𝑡) = 𝑣2⊥0 − 2𝑎𝑡𝑣⊥0 cos𝜓10 + (𝑎2/2)𝑡2. (45)

Здесь 𝑣⊥0, Ψ10 — начальные значения поперечной скорости частицы и резонанс-
ной разности фаз, соответственно. Видно, что энергия частицы неограниченно
растет по закону 𝑡2. При резонансе на второй гармонике гирочастоты (𝑁 = 2):

𝑣2⊥(𝑡) = 𝑣2⊥0{ch(
√
2𝑘𝑎𝑡/4𝜔𝑐0)− cosΨ20 sh(

√
2𝑘𝑎𝑡/4𝜔𝑐0)}. (46)
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На первый взгляд кажется, что при резонансе на второй гармонике гирочасто-
ты энергия частицы растет быстрее (по экспоненциальному закону), чем в случае
основного резонанса. Однако это не так. Дело в том, что правая часть уравнения
для второй гармоники в 𝜌2/8 раз меньше, чем для основной частоты. Поэтому
темп нарастания энергии на второй гармонике меньше, чем на основной частоте.

При достижении достаточно большой энергии рассматриваемое нерелятивист-
ское приближение становится недостаточным, и необходимо пользоваться реляти-
вистскими уравнениями движения частицы (41). В этом случае можно получить
приближённое уравнение для резонансной разности фаз:

d2Ψ𝑟
d𝜏2

≈ (𝑁𝜔𝑐0/𝜔𝛾
3)𝑔𝑃‖𝐽𝑁 (𝜌) cosΨ𝑟. (47)

Отсюда следует приближённый интеграл «энергии»:

1

2

(︂
dΨ𝑟
d𝜏

)︂2

− Ω2 sinΨ𝑟 ∼= const. (48)

Величина
Ω ∼=

√︁
(𝑁𝜔𝑐0/𝜔𝛾3)𝑔𝑃‖𝐽𝑁 (𝜌)

определяет частоту нелинейных колебаний электрона в поле обыкновенной вол-
ны. С такой частотой происходят и колебания энергии, которые возникают вслед-
ствие расстройки резонанса из-за релятивистского изменения циклотронной ча-
стоты. Таким образом, при учёте релятивистских эффектов энергия электрона в
поле обыкновенной волны при циклотронном резонансе в постоянном и однород-
ном магнитном поле не может монотонно возрастать со временем.

б). При взаимодействии релятивистской частицы с 𝑠–й поперечной волной,
распространяющейся вдоль внешнего магнитного поля, возможен лишь основной
циклотронный резонанс (с доплеровским сдвигом 𝜔𝑐 ≈ 𝜈𝑠). В этом случае усред-
нённое движение частицы (39) описывается уравнениями:

dR

d𝑡
= 𝑉‖e1 ,

d𝑃‖

d𝑡
= 𝑒𝐸0‖ + (𝑃⊥𝑉⊥/2)∇ · e1 + (𝑒𝑘𝑠𝑉⊥/2𝜔𝑠){e− ·E*

𝑠 exp(𝑖Ψ−) + к.с.},

d𝑃⊥

d𝑡
= −(𝑃⊥𝑉‖/2)∇ · e1 + (𝑒/2)(1− 𝑘𝑠𝑉‖/𝜔𝑠){e− ·E*

𝑠 exp(𝑖Ψ−) + к.с.},

d𝜓−

d𝑡
= 𝜔𝑐 − 𝜈𝑠 + (𝑉‖/2)(2𝑇213 − e1 · rote1 − (𝑒/2𝑖𝑃⊥)(1− 𝑘𝑠𝑉‖/𝜔𝑠)×

× {e− ·E*
𝑠 exp(𝑖Ψ−) + к.с.},

(49)

Здесь 𝐸0‖ — продольное электростатическое поле; Ψ− ≡ 𝛼𝑐 − 𝛼𝑠 — резонансная
разность фаз; величина 𝑇213 ≡ 𝑒2𝑖𝑒1𝑗𝜕𝑗𝑒3𝑖. Вводя новую фазу Φ = Ψ− − 𝜑, где

𝜑 ≡
𝑡∫︁
d𝑡′{𝜔𝑐 − 𝜈𝑠 + (𝑉‖/2)(2𝑇213 − e1rote1)},

можно получить формальное решение системы (49):

(𝑃⊥/
√︀
𝐵0) exp(𝑖Φ) = {𝑃⊥(0)/

√︀
𝐵0(0)} exp[𝑖Ψ−(0)]−𝐺(𝑡), (50)
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где

𝐺(𝑡) = 𝑒

𝑡∫︁
d𝑡′(𝜈𝑠/2𝜔𝑠

√︀
𝐵0)(e+E𝑠) exp(−𝑖𝜑). (51)

Аргументы (0) означают соответствующие величины в начальный момент време-
ни. Из (50) следует:

𝐼⊥ ≡ 𝑃 2
⊥/𝐵0 = 𝐼⊥(0)− 2

√︀
𝐼⊥(0)ℜ{𝐺 exp[−𝑖Ψ−(0)]}+ |𝐺|2, (52)

где 𝐼⊥(0) = 𝑃 2
⊥(0)/𝐵0(0). Отсюда видно, что при отсутствии ВЧ поля величина

𝐼⊥ сохраняется. Это — поперечный адиабатический инвариант [1]. При наличии
ВЧ поля величина 𝐼⊥ не является инвариантом.

Рассмотрим простейший случай поперечных ВЧ колебаний (k𝑠 = 0), в которых
магнитное поле B𝑠 = 0. Будем считать внешнее магнитное поле постоянным,
а движение частицы — нерелятивистским. Положим, что поле E0 отсутствует.
Тогда система (49) существенно упрощается. Из неё при точном циклотронном
резонансе (𝜔𝑐0 + 𝜔𝑠 = 0) следует уравнение:

d2(𝑃 2
⊥/2)

d𝑡2
= 𝑒2(e−E

*
𝑠)(e+E𝑠). (53)

Отсюда следует, что поперечная энергия нерелятивистской частицы𝑊⊥ ≡ 𝑃 2
⊥/2𝑚

при условии точного циклотронного резонанса растёт со временем по квадратич-
ному закону:

𝑊⊥ =𝑊⊥(0) + 𝑡(d𝑊⊥/d𝑡)𝑡=0 + (𝑒2/2𝑚)(e−E
*
𝑠)(e+E𝑠)𝑡

2. (54)

Однако секулярный рост энергии ограничен из-за возрастающей роли реля-
тивистского изменения циклотронной частоты. Это приводит к сбою резонанса и
уменьшению энергии частицы. С уменьшением энергии возрастает гирочастота и
уменьшается отклонение от условия резонанса, так что энергия опять начинает
возрастать и т. д. Другими словами, при циклотронном резонансе в однородном
магнитном поле релятивистские эффекты приводят к осцилляциям энергии ча-
стицы. Для набора энергии частицей необходимо, чтобы она постоянно находи-
лась в резонансных условиях.

Существует особый режим движения частицы в поле плоской электромагнит-
ной волны, распространяющейся вдоль постоянного внешнего магнитного поля,
в котором условие циклотронного резонанса частицы с волной является интегра-
лом движения. Это режим циклотронного авторезонанса [8–10], в котором части-
ца монотонно набирает энергию.

4. Параметрический резонанс

Движение заряженной частицы в ВЧ поле в условиях параметрического ре-
зонанса, по-видимому, впервые рассматривалось в работе [11]. Было показано,
что в этих условиях возможен эффективный нагрев ионов плазмы. При квази-
продольном распространении электромагнитной волны относительно внешнего
магнитного поля параметрический резонанс отвечает соотношению между часто-
тами: 2𝜔𝑐 ≈ 𝜈𝑠, при этом резонансной является комбинация фаз: 𝜓 = 2𝜗𝑐 ± 𝜗𝑠.
Уравнения движения частицы, сглаженные по циклотронному вращению и быст-
рой фазе волны, а также по их нерезонансной комбинации, в общем, имеют вид
(в случае Ψ = 2𝛼𝑐 − 𝛼𝑠):
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dR

d𝑡
= K0 +K1 cosΨ +K2 sinΨ,

d𝑃‖

d𝑡
= 𝐿0 + 𝐿1 cosΨ + 𝐿2 sinΨ + 𝐿3,

d𝑃⊥

d𝑡
=𝑀0 +𝑀1 cosΨ +𝑀2 sinΨ +𝑀3,

dΨ

d𝑡
= 2𝜔𝑐 − 𝜈𝑠 +𝑁0 +𝑁1 cosΨ +𝑁2 sinΨ +𝑁3.

(55)

При усреднении предполагалось, что черенковский и циклотронный резонансы
отсутствуют. Величины K0, 𝐿0, 𝑀0 совпадают с соответствующими выражения-
ми дрейфовой теории [1]. K1 и K2 имеют чисто релятивистское происхождение
и в рассматриваемой резонансной области являются малыми. Поэтому средняя
скорость частицы целиком определяется дрейфовым движением в неоднородном
магнитном поле. Явные выражения других коэффициентов в системе (55), в об-
щем, являются очень сложными. Они существенно упрощаются в пределе длин-
ных волн (𝑘𝑠 → 0) в случае однородного внешнего магнитного поля при отсут-
ствии стационарного электрического поля. Тогда

K0 = 𝑉‖e1 , 𝐿0 = 𝐿1 = 𝐿2 = 𝐿3 =𝑀0 =𝑀3 = 𝑁0 = 0,

𝑀1 = −(𝑉⊥/4𝜔𝑐){∇2Φ1 +∇3Φ2} ≡ −(𝑉⊥/4𝜔𝑐)𝐺1,

𝑀2 = (𝑉⊥/4𝜔𝑐){∇2Φ2 −∇3Φ1} ≡ (𝑉⊥/4𝜔𝑐)𝐺2,

𝑁1 = 2𝑀2/𝑃⊥ , 𝑁2 = −2𝑀1/𝑃⊥ , 𝑁3 = −(2𝜔𝑐/𝑚2𝛾2𝑐2)(𝛽+ + 𝛽−).

(56)

Здесь введены обозначения:

∇𝑖 = e𝑖 · ∇, Φ1 = 𝑒(𝐸2 sin𝜙2 + 𝐸3 cos𝜙3), Φ2 = 𝑒(𝐸2 cos𝜙2 − 𝐸3 sin𝜙3),

𝛽± = 𝑒2{𝐸2
2 + 𝐸2

3 ± 2𝐸2𝐸3 sin(𝜙2 − 𝜙3)}/4(𝜔𝑐 ± 𝜔)2.

ВЧ поле рассматривается в виде (7), индекс 𝑠–й волны опускается.

Как видно из формул (56), параметрический резонанс осуществляется лишь
в ВЧ поле с поперечными электрическими составляющими, зависящими от попе-
речных координат. Возникновение резонанса обусловлено тем, что зависимость
поперечных электрических компонент от «перекрёстных» поперечных координат
связана с наличием слабого периодического возмущения ведущего магнитного
поля [11]. В самом деле, в рассматриваемом случае квазистационарного ВЧ поля
(𝑘𝑠 → 0) из максвелловского уравнения индукции следует, что магнитная компо-
нента в (7) является величиной первого порядка:

𝐵1 cos𝜒1 = (𝑐/𝜔){∇2𝐸3 sin𝜙3 −∇3𝐸2 sin𝜙2},
𝐵1 sin𝜒1 = −(𝑐/𝜔){∇2𝐸3 cos𝜙3 −∇3𝐸2 cos𝜙2}.

(57)

Однако не при всякой зависимости ВЧ поля от поперечных координат парамет-
рический резонанс возможен. Из системы (55) следует, что рассматриваемый ре-
зонанс будет отсутствовать, если коэффициенты

𝑀1 =𝑀2 = 0. (58)

Выберем направления векторов e2, e3, соответственно, вдоль осей 𝑥 и 𝑦. Тогда
условия (58) можно записать в виде уравнений Коши–Римана:
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𝜕Φ2

𝜕𝑥
=
𝜕Φ1

𝜕𝑦
,

𝜕Φ1

𝜕𝑥
= −𝜕Φ2

𝜕𝑦
, (59)

Таким образом, если конфигурация ВЧ поля такова, что величины Φ1, Φ2
являются сопряжёнными гармоническими функциями, то параметрический ре-

зонанс невозможен. Например, если
𝜕𝐸𝑥
𝜕𝑥

=
𝜕𝐸𝑦
𝜕𝑦

, то из (58) следует, что пара-

метрический резонанс не осуществляется при условии:
𝜕𝐸𝑥
𝜕𝑦

= −𝜕𝐸𝑦
𝜕𝑥

. При этом

возмущение магнитного поля (57) отлично от нуля. Такое ВЧ поле реализует-
ся в резонаторе, в котором возбуждена стоячая волна типа TE011. Отсутствие
параметрического резонанса в этом случае отмечалось в ряде работ [12].

Согласно уравнениям (55) продольный импульс частицы можно положить рав-
ным нулю. В этом случае усреднённое движение частицы описывается уравнени-
ями:

d𝐿1

d𝜏
= 𝐴1𝐿1 + (Ω/𝛾 − 1/2− 𝑛3/2−𝐴2)𝐿2 ,

d𝐿2

d𝜏
= −(Ω/𝛾 − 1/2− 𝑛3/2 +𝐴2)𝐿1 −𝐴1𝐿2 ,

(60)

где 𝐴1,2 = 𝑔1,2/4, 𝛾 =
√︀

1 + 𝐿2
1 + 𝐿2

2, при этом переменные 𝐿1 = 𝑝 cos(𝜓/2), 𝐿2 =
𝑝 sin(𝜓/2). Решение системы (60) в нерелятивистском приближении (𝛾 = 1, 𝑛3 = 0)
ищется в виде exp(𝜆𝑡). В результате получаем:

𝜆 = 𝜔
√︁
𝐴2

1 +𝐴2
2 − (Ω− 1/2)2 .

Отсюда следует, что область неустойчивости, в которой энергия частицы возрас-
тает по экспоненциальному закону, определяется неравенствами:

Ω−
√︁
𝐴2

1 +𝐴2
2 < 1/2 < Ω+

√︁
𝐴2

1 +𝐴2
2 .

Возможность экспоненциального увеличения энергии частицы при параметри-
ческом резонансе рассматривалась как один из способов нагрева плазмы в маг-
нитных ловушках [11,12].

При достижении достаточно больших энергий становятся существенными ре-
лятивистские эффекты. В этом случае система (60) описывает нелинейные ко-
лебания вследствие зависимости циклотронной частоты от энергии частицы. В
нелинейной колебательной системе возможны устойчивые режимы стационарных
колебаний [3]. В этом случае можно получить соотношение между стационарным
поперечным импульсом и частотой ВЧ поля:

𝑝2 = {(2Ω)2 − (1 + 𝑛3 ± ℎ)2}/(1 + 𝑛3 ± ℎ)2,

где ℎ = 2
√︀
𝐴2

1 +𝐴2
2. Зависимость 𝑝2 = 𝑝2(𝜔) определяет резонансную кривую [3].

Таким образом, в нерелятивистском приближении в области параметрическо-
го резонанса происходит увеличение энергии частицы по экспоненциальному за-
кону, тогда как в релятивистском случае, как и при циклотронном резонансе,
возникают колебания энергии. Следует отметить, что нерелятивистское прибли-
жение вполне адекватно для описания параметрического резонанса ионов и очень
ограничено в случае электронов.
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5. Полуциклотронные резонансы

Среди различных типов нелинейных резонансов, квадратичных по амплитуде
волны, имеются резонансы, которые, в общем, определяются условием:

2(𝜔 − 𝑘𝑧𝑣𝑧) = 𝑛𝜔𝑐, (61)

где число 𝑛 = ±1, ±2, . . . . Резонансы такого типа называются полуциклотрон-
ными. Полуциклотронные резонансы впервые наблюдались в спутниковых изме-
рениях, в которых было обнаружено сильное излучение волн вблизи половины
электронной гирочастоты. Механизм нелинейного взаимодействия частиц с вол-
ной конечной амплитуды при условиях (61) обсуждался в работах [13,14], где была
показана возможность нагрева плазмы в магнитных системах электромагнитной
или электростатической (ионной бернштейновской) волнами. Теоретическое опи-
сание в указанных работах основывалось на нерелятивистских уравнениях дви-
жения заряженных частиц плазмы. При этом ВЧ волна считалась плоской, а
внешнее магнитное поле – стационарным и однородным. Между тем пренебреже-
ние релятивизмом в циклотронных явлениях не всегда оправдано, поскольку да-
же слабые релятивистские эффекты при определенных условиях могут привести
к коренному изменению характера резонансного взаимодействия волна–частица.
Кроме того, в реальных ситуациях волна не всегда может считаться плоской.
В работе [15] была развита последовательная релятивистская кинетическая тео-
рия взаимодействия заряженных частиц замагниченной плазмы с ВЧ волновы-
ми пакетами в области нелинейных резонансов (61). В качестве примера была
рассмотрена возможность полуциклотронного поглощения обыкновенной волны,
распространяющейся поперек внешнего магнитного поля.

Электромагнитные поля, как в (1), разделяются на две части, где:

E∼(r, 𝑡 ‖ 𝜗) =
∑︁

16𝑠6𝑀

E𝑠 exp(𝑖𝜗𝑠)+

+
∑︁

16𝑠1, 𝑠26𝑀

∑︁
𝑚1,𝑚2

E(𝑚1,𝑚2)
𝑠1𝑠2 exp[𝑖(𝑚1𝜗𝑠1 +𝑚2𝜗𝑠2)] + к.с. (62)

Выражение для поля B∼(r, 𝑡 ‖ 𝜗) имеет аналогичный вид с заменой медленно ме-
няющихся комплексных амплитуд E𝑠(r, 𝑡), E𝑚1,𝑚2

𝑠1𝑠2 (r, 𝑡), соответственно, на B𝑠(r, 𝑡)
и B𝑚1,𝑚2

𝑠1𝑠2 (r, 𝑡), 𝑀 — число рассматриваемых волновых пакетов, 𝑚1, 𝑚2 — некото-
рые простые целые числа. Быстрые фазы (эйконалы) 𝜗𝑠(r, 𝑡) описываются урав-
нениями (8). Вторые суммы в (62) описывают возможность генерации гармоник и
комбинационных частот, при этом считается |E𝑠| ≫ |E𝑚1,𝑚2

𝑠1𝑠2 | ≫ . . . . Будем пред-
полагать, что выполняются условия дрейфового приближения в случае «слабого»
электрического поля и условия геометрической оптики (18). Выделяя циклотрон-
ное вращение частицы по формулам (2) и переходя от фаз 𝜗𝑠 к вспомогательным
фазам 𝜓𝑠 согласно (28), запишем релятивистское кинетическое уравнение Власо-
ва для функции распределения 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜓) в виде:

−(𝜈, 𝜕𝑓/𝜕𝜓) = 𝜇{𝜕𝑓/𝜕𝑡+ (𝑎, 𝜕𝑓/𝜕𝑥) + (𝐴, 𝜕𝑓/𝜕𝜓) + (𝐴𝑅, 𝜕𝑓/𝜕𝜓𝑅)}. (63)

Здесь: 𝑥 = (r, 𝑝1‖, 𝑝1⊥) — вектор медленных переменных, 𝜓 = (𝜓𝑐, 𝜓1, . . . , 𝜓𝑀 ) —
вектор быстрых переменных (фаз), 𝜈 = (𝜔𝑐, 𝜈1, 𝜈2, . . . , 𝜈𝑀 ) — вектор частот, сим-
вол (𝑎, 𝑏) означает скалярное произведение векторов 𝑎 и 𝑏, 𝜓𝑅 = 2𝜓1 + 𝑛𝜓𝑐 —
резонансная комбинация фаз, 𝜓1 — фаза одного из М волновых пакетов (62), век-
торы 𝑎 = (v, 𝑎‖, 𝑎⊥), 𝐴 = (𝐴𝑐, . . . , 𝐴𝑀 ), 𝐴𝑅 = 𝑛(𝐴𝑐+𝜔𝑐)+2(𝐴1+𝜈1). Величины 𝑎‖,
𝑎⊥, 𝐴𝑐, . . . , 𝐴𝑀 имеют довольно громоздкий вид. Наличие быстрых фаз в кинети-
ческом уравнении позволяет перейти к сглаженному описанию движения частиц
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с помощью усреднения (интегрирования) по этим фазам. Как отмечалось, в ну-
левом приближении разложения по малому параметру возможны черенковский и
циклотронный резонансы, а также резонансы на гармониках гирочастоты. Нели-
нейные резонансы (61) возникают в первом приближении. Будем предполагать,
что все возможные резонансы нулевого и первого приближений не перекрываются
с резонансами (61), которые, в свою очередь не перекрываются между собой.

Представим функцию распределения в виде разложения по малому парамет-
ру:

𝑓(𝑡, 𝑥, 𝜓) = 𝑓0(𝑡, 𝑥, 𝜓) + 𝜇𝑓1(𝑡, 𝑥, 𝜓) + . . . . (64)

В каждом приближении функция распределения разделяется на «медленную»
часть, не зависящую от быстрых фаз 𝜓, и быстро осциллирующую составляющую:
𝑓 𝑖 = 𝑓 𝑖 + 𝑓 𝑖∼. Проводя усреднение, из (63), получаем упрощенное уравнение для
сглаженной части функции распределения 𝑓 c учетом членов первого порядка,
которое можно представить в виде:

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+

dr

d𝑡
· ∇𝑓 +

d𝑝‖

d𝑡

𝜕𝑓

𝜕𝑝‖
+

d𝑝⊥
d𝑡

𝜕𝑓

𝜕𝑝⊥
+

d𝜓𝑅
d𝑡

𝜕𝑓

𝜕𝜓𝑅
= 0. (65)

Здесь:

dr

d𝑡
= v𝐷𝑟 + 𝑣‖e1 ,

d𝑝‖

d𝑡
=

(︂
d𝑝‖

d𝑡

)︂
𝐷𝑟

+

(︂
d𝑝‖

d𝑡

)︂
𝑅

,

d𝑝⊥
d𝑡

=

(︂
d𝑝⊥
d𝑡

)︂
𝐷𝑟

+

(︂
d𝑝⊥
d𝑡

)︂
𝑅

,

d𝜓𝑅
d𝑡

=

(︂
d𝜓𝑅
d𝑡

)︂
𝐷𝑟

+

(︂
d𝜓𝑅
d𝑡

)︂
𝑅

.

(66)

Члены вида (. . . )𝐷𝑟 представляют собой известные выражения дрейфовой тео-
рии [1, 5]. Члены (. . . )𝑅 связаны с резонансным взаимодействием частицы с ВЧ
волной: (︂

d𝑝‖

d𝑡

)︂
𝑅

=
(︁
𝐷‖
𝛼𝐸

(11)
11𝛼 +𝐷

‖
𝛼𝛽𝐸1𝛼𝐸1𝛽

)︁
exp(𝑖𝜓𝑅) + к.с. ,(︂

d𝑝⊥
d𝑡

)︂
𝑅

=
(︁
𝐷⊥
𝛼𝐸

(11)
11𝛼 +𝐷⊥

𝛼𝛽𝐸1𝛼𝐸1𝛽

)︁
exp(𝑖𝜓𝑅) + к.с. ,(︂

d𝜓𝑅
d𝑡

)︂
𝑅

= 𝜔𝑅 +
(︁
𝐷𝛼𝐸

(11)
11𝛼 +𝐷𝛼𝛽𝐸1𝛼𝐸1𝛽

)︁
exp(𝑖𝜓𝑅) + к.с.

(67)

Векторы 𝐷
‖
𝛼, 𝐷⊥

𝛼 , 𝐷𝛼 и тензоры 𝐷
‖
𝛼𝛽, 𝐷

⊥
𝛼𝛽, 𝐷𝛼𝛽 имеют очень сложный вид.

Система (66) описывает движение отдельной заряженной частицы в области
полуциклотронных резонансов (61). Из этих уравнений следует, что рассматрива-
емые резонансы обусловлены не только отдельной волной E1 = E1(r, 𝑡) exp(𝑖𝜗1),
но, в общем, также и нелинейной волной, генерируемой в плазме на второй гармо-
нике E11 = E

(11)
11 (r, 𝑡) exp(2𝑖𝜗1). Уравнение (65) с характеристиками (66) совмест-

но с уравнениями Максвелла составляет искомую полную систему для описания
взаимодействия волна–частица в области резонансов (61).

В общем, система (66) чрезвычайно сложна и содержит в себе большое коли-
чество разнообразных частных случаев. Рассмотрим в качестве примера задачу о
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полуциклотронном затухании обыкновенной волны, распространяющейся перпен-
дикулярно ведущему магнитному полю. Известно, что циклотронное поглощение
такой волны целиком обусловлено эффектами релятивизма [16]. Это имеет место
и в случае полуциклотронного поглощения. Для простоты, так же как в [13], бу-
дем считать волну плоской, а плазму и внешнее магнитное поле — однородным.
Зададим обыкновенную электромагнитную волну в виде:

E = ℜe1𝐸0 exp[𝑖(k · r− 𝜔𝑡+ 𝛼)], B = (𝑐/𝜔)[kE], (68)

где 𝐸0(r, 𝑡) — амплитуда, 𝛼 — начальная фаза, k = (𝑘, 0, 0), e1 = (0, 0, 1) — вектор
поляризации. Изменение средней кинетической энергии, поглощаемой резонанс-
ными частицами в единице объема плазмы, определим по формуле:⟨

d𝐾

d𝑡

⟩
= 𝑚𝑐2

∫︁
(𝜕𝑓/𝜕𝑡)(𝛾 − 1)𝑝⊥ d𝑝⊥ d𝑝‖ d𝜓𝑐(d𝜓1/2𝜋)(d𝜓𝑅/2𝜋). (69)

Используем закон сохранения энергии

d𝑊/d𝑡+ d𝐾/d𝑡 = 0, (70)

где 𝑊 — среднее значение плотности энергии электромагнитного поля в плазме:

𝑊 =
1

16𝜋

𝜕

𝜕𝜔
(𝜔𝑒*𝑖Λ𝑖𝑗𝑒𝑗)𝐸

2
0(𝑡),

Λ𝑖𝑗 = (𝑐2𝑘2/𝜔2)[(𝑘𝑖𝑘𝑗/𝑘
2)− 𝛿𝑖𝑗 ] + 𝜀𝐻𝑖𝑗 ,

(71)

𝜀𝐻𝑖𝑗 — эрмитовская часть тензора диэлектрической проницаемости плазмы. В слу-
чае релятивистского максвелловского распределения частиц плазмы уравнение (70)
можно представить в виде:

d𝐸2
0/d𝑡 = −2𝜅𝐸4

0/𝐸
2
0(0), (72)

где 𝐸0(0) ≡ 𝐸0(𝑡 = 0). Отсюда следует, что коэффициент 𝜅 определяет затухание
волны:

𝐸2
0(𝑡) = 𝐸2

0(0)/(1 + 2𝜅𝑡). (73)

В случае слабого релятивизма:

𝜅 = −1

4

√︀
𝜋/2(𝜔𝑝/𝜔)

2𝑣2𝐸0(𝑛𝜔𝑐0/𝑚𝑐
2)𝛽5/2

{︂
𝜕

𝜕𝜔
(𝜔𝑒*𝑖Λ𝑖𝑗𝑒𝑗)

}︂−1

×

× exp{−𝛽[(𝑛𝜔𝑐0/2𝜔)− 1]} ∈ 𝑡d𝑝‖0𝐹 (𝑝⊥0){(𝑚𝑐)2[(𝑛𝜔𝑐0/2𝜔)2 − 1]− 𝑝2‖0}×

× {[(𝑛𝜔𝑐0/2𝜔)− 1](𝜕𝐹 (𝑝⊥0)/𝜕𝑝⊥0) + (2𝜔/𝑛𝜔𝑐0)(𝑝⊥0𝐹
(𝑝⊥0)/𝑚2𝑐2)}, (74)

где 𝑣𝐸0 = 𝑒𝐸0(0)/𝑚𝜔 — начальная скорость частицы в поле волны, 𝜔𝑝 — плаз-
менная частота, параметр 𝛽 = 𝑚𝑐2/𝑇 (𝑇 — кинетическая температура). Из (74)
видно, что в приближении нерелятивистской плазмы (𝛽 → ∞, 𝑛𝜔𝑐0/2𝜔 → 1) по-
луциклотронное поглощение обыкновенной волны отсутствует (𝜅 = 0).

В случае главного полуциклотронного резонанса (𝑛 = 1) в слаборелятивист-
ском приближении коэффициент затухания описывается формулой:

𝜅 = 3
√
𝜋𝑁2𝜔(𝑣𝐸0/𝑐)

2(𝑐/𝑣𝑇𝑒)
5𝛿3/2 exp(−𝛽𝛿), (75)

где 𝑁 = 𝑘𝑐/𝜔 — показатель преломления, 𝑣𝑇𝑒 = (𝑇/𝑚)1/2 — тепловая скорость
электронов, 𝛿 = 𝜔𝑐0/2𝜔 − 1 — резонансная расстройка частот. Отметим, что при
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частотах 𝜔 > 𝜔𝑐0/2 поглощение волн отсутствует. Это связано с общим условием
существования резонансов (61). Из полученной формулы следует, что максималь-
ное поглощение волны соответствует расстройке 𝛿 ∼= 3/2𝛽. Зависимость коэффи-
циента поглощения от плотности плазмы определяется показателем преломления.

6. Заключение
На основе общей теории по методу усреднения Боголюбова рассмотрены зада-

чи о движении заряженной частицы в области циклотронного, параметрическо-
го и полуциклотронного резонансов, представляющие интерес для ВЧ нагрева
плазмы в магнитных ловушках. Полученные решения согласуются с известны-
ми результатами. Показано, что в резонансных условиях важным является по-
следовательный учет релятивистских эффектов, которые существенно изменяют
характер резонансного взаимодействия волна–частица. Особое значение усред-
ненных уравнений движения состоит в том, что они определяют характеристики
сглаженного кинетического уравнения. Этот факт был использован в задаче о
поглощении обыкновенной волны в области полуциклотронных резонансов.
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