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Предметом изучения данной работы являются вырождающиеся эллиптические урав-
нения. Используя интегральные представления для функций, обладающих обобщённы-
ми производными, мы доказываем теорему существования решений таких уравнений
как в классе квазиконформных в среднем отображений, так и в более общем случае.
Доказывается улучшенная интегрируемость производных обобщённого решения квази-
линейного вырождающегося уравнения Бельтрами в случае вырождения на граничной
дуге.

Ключевые слова: сопряжённое (нелинейное) уравнение Бельтрами, вырождающи-
еся эллиптические уравнения, класс Макенхаупта, весовые соболевские пространства,
теоремы вложения, ограниченные сингулярные операторы в весовых пространствах,
квазиконформные отображения.

Введение
Хорошо известно [1], что теория 𝐾-квазиконформных отображений тесно свя-

зана с теорией упругости, например, с бесконечно малыми изгибаниями кусочно-
регулярных поверхностей и с изучением их жёсткости. Для того чтобы иметь воз-
можность изучать те случаи, в которых имеются точки уплощения, необходимо
привлекать теорию общих квазиконформных отображений, которая в последнее
время находится в стадии своего развития и все ещё далека от своего завершения.

Предметом изучения данной работы являются обобщённые решения [2] 𝑤 (𝑧) =
𝑢 (𝑧) + 𝑖𝑣 (𝑧) эллиптических систем вида{︂

𝜌 (𝑧)𝑢𝑥 = 𝑣𝑦,

𝜌 (𝑧)𝑢𝑦 = −𝑣𝑥,
(1)

осуществляющие топологические отображения круга 𝐵1 = {𝑧 : |𝑧| < 1} на себя с
нормировкой 𝑤 (𝑧𝑖) = 𝑤𝑖, 𝑧𝑖, 𝑤𝑖 ∈ 𝜕𝐵1, 𝑖 = 1, 2, 3. Обозначим через Γ0 дугу на
границе Γ круга 𝐵1 с концами в точках 𝑧1, 𝑧2, 0 < arg 𝑧2 < arg 𝑧1 6 2𝜋.

Условие 𝜌: Пусть функция 𝜌 : �̄�1 → R непрерывно дифференцируема на мно-
жестве �̄�1∖Γ0, неотрицательна на нем и в окрестности Γ0 удовлетворяет условиям:

𝑎1dist
𝛼 (𝑧,Γ0) 6 𝜌 (𝑧) 6 𝑎2dist

𝛼 (𝑧,Γ0) ,

𝑏1dist
𝛼−1 (𝑧,Γ0) 6 |∇𝜌 (𝑧)| 6 𝑏2dist𝛼−1 (𝑧,Γ0) ,

0 < 𝛼 < 1, 0 < 𝑎1 < 𝑎2, 0 < 𝑏1 < 𝑏2.

Переходя к комплексным переменным, система (1) запишется в следующем
виде:

𝑤𝑧 =
1− 𝜌
1 + 𝜌

𝑤𝑧 (2)
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Уравнение (2) иногда называют сопряжённым (нелинейным) уравнением Бель-
трами.

Используя интегральные представления для функций, обладающих обобщён-
ными производными, мы докажем теорему существования решений таких уравне-
ний как в классе квазиконформных в среднем отображений, так и в более общем
случае. Подобная задача, например, была рассмотрена в работе [3]. Так же нами
будут получены улучшенные свойства интегрируемости производных определён-
ного класса квазиконформных отображений в дополнительном предположении,
что производные, так называемой, «весовой» функции 𝜌 (𝑧) обладают некоторы-
ми свойствами интегрируемости.

1. Решение сопряжённого (нелинейного) уравнения
Бельтрами, вырождающегося на граничной дуге в случае

0 < 𝛼 < 1
2

Нас будет интересовать, прежде всего, множество весов 𝜌 (𝑧), принадлежащих
классу Макенхаупта 𝐴2 [4]. Поэтому, для начала докажем лемму, дающую доста-
точные условия принадлежности функции 𝜌 (𝑧) этому классу.

Лемма 1. Пусть dist (𝑧, Γ0) — расстояние от точки 𝑧 до дуги Γ0, 𝑑 (𝑧) —
неотрицательная непрерывная в C функция, которая обращается в нуль на Γ0,
положительна в C∖Γ0 и удовлетворяет условиям:

𝑑 (𝑧) = 𝑑

(︂
1

𝑧

)︂
, ∀𝑧 ∈ �̄�1; (3)

существуют константы 𝛼 ∈ (0, 1) и 0 < 𝑐1 6 𝑐2, такие что

𝑐1dist
𝛼 (𝑧,Γ0) 6 𝑑 (𝑧) 6 𝑐2dist

𝛼 (𝑧,Γ0) (4)

для точек 𝑧 ∈ 𝐵1, принадлежащих некоторой окрестности Γ0. Тогда 𝑑 (𝑧) яв-
ляется 𝐴2 — весом в C.

Доказательство. Пусть

𝐵 (𝜁, 𝑟) = {𝑧 : |𝑧 − 𝜁| < 𝑟} , 𝑟 ∈ (0,+∞) , 𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂 ∈ C.

Для доказательства леммы необходимо показать, что функция

𝐾𝛼 (𝜁, 𝑟) =
1

𝜋2𝑟4

∫︁
𝐵(𝜁,𝑟)

dist (𝑧,Γ0)
𝛼
𝑠d𝑠d𝜙

∫︁
𝐵(𝜁,𝑟)

dist (𝑧,Γ0)
−𝛼

𝑠d𝑠d𝜙 (5)

имеет конечную верхнюю грань на множестве C× (0,+∞).
В силу условий (3), (4) для проверки ограниченности (5) мы можем ограни-

читься точками 𝜁 ∈ �̄�1.
Обозначим через 𝐴0 сектор 𝐴0 = {𝑧 ∈ 𝐵1 : arg 𝑧2 < arg 𝑧 < arg 𝑧1}, где 𝑧1, 𝑧2 ∈

𝜕𝐵1 и 𝑧1, 𝑧2 — концевые точки дуги Γ0.
Предположим, что в условии (5) верхняя грань бесконечна:

sup
𝜁∈�̄�1, 𝑟∈(0,+∞)

𝐾𝛼 (𝜁, 𝑟) = +∞.

Рассмотрим сектор 𝐴0 и последовательность {(𝜁𝑛, 𝑟𝑛)}, для которой

lim
𝑛→∞

𝐾𝛼 (𝜁𝑛, 𝑟𝑛) = +∞.
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Можно предполагать, что последовательности 𝜁𝑛, 𝑟𝑛 являются сходящимися.
Тогда существуют следующие возможности:

А) Начиная с некоторого номера 𝑛0, имеем, что 𝐵 (𝜁𝑛, 𝑟𝑛) ⊂ 𝐴0. В таком случае

lim
𝑛→∞

𝜁𝑛 ∈ 𝛤0.

В) Начиная с некоторого номера 𝑛0, имеем, что

𝐵 (𝜁𝑛, 𝑟𝑛) ∩ (𝐵1∖𝐴0) ̸= ∅.

При этом необходимо исследовать следующие возможности:
В1) 𝐵 (𝜁𝑛, 𝑟𝑛) ⊂ 𝐵1∖𝐴0;
В2) (𝐵 (𝜁𝑛, 𝑟𝑛) ∩𝐴0 ̸= ∅) ∧ (𝐵 (𝜁𝑛, 𝑟𝑛) ⊂ 𝐵1);
В3) (𝐵 (𝜁𝑛, 𝑟𝑛) ∖𝐵1 ̸= ∅) ∧ (𝐵 (𝜁𝑛, 𝑟𝑛) ∩𝐴0 ̸= ∅)∧(𝐵 (𝜁𝑛, 𝑟𝑛) ∩ (𝐵1∖𝐴0) ̸= ∅).
В каждом из этих случаев можно показать, что для последовательности пар

{(𝜁𝑛, 𝑟𝑛)} верхняя грань 𝐾𝛼 (𝜁, 𝑟) конечна. �

Замечание 1. В том случае, когда Γ0 = 𝜕𝐵1 или Γ0 = {𝑧1}, доказательство
тривиально.

Так как характеристика 𝐾 (𝑧) = |𝑤𝑧|+|𝑤𝑧|
|𝑤𝑧|−|𝑤𝑧| отображения 𝑤 равна 𝜌−1 (𝑧), а

функция 𝜌 (𝑧) в системе (1) обращается в нуль на Γ0, то отображения, удовле-
творяющие уравнению (2), не являются 𝐾-квазиконформными [5] ни для какой
константы 𝐾 ∈ R. Такие отображения назовём общими квазиконформными отоб-
ражениями, а соответствующую им систему — вырождающейся. Система (1) в
таком случае не является равномерно эллиптической.

Для доказательства теоремы существования обобщённого решения 𝑤 (𝑧) урав-
нения (2) нам понадобится две вспомогательные леммы.

Лемма 2. Пусть функция 𝜌 удовлетворяет условию 𝜌, в котором 𝛼 подчи-
нено неравенствам:

0 < 𝛼 < 1.

Пусть {𝑤𝑛}, 𝑤𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝑖𝑣𝑛 — последовательность 𝐾𝑛-квазиконформных
отображений, являющихся решениями уравнений:

𝑤𝑧 =
1− 𝜌𝑛
1 + 𝜌𝑛

𝑤𝑧, (6)

где 𝜌𝑛 (𝑧) = 𝜌
(︀(︀
1− 1

𝑛

)︀
𝑧
)︀
, 𝐾𝑛 = sup

𝑧∈𝐵1

𝜌−1
𝑛 (𝑧), нормированных условиями 𝑤 (𝑧𝑖) =

𝑤𝑖, 𝑧𝑖, 𝑤𝑖 ∈ 𝜕𝐵1, 𝑖 = 1, 2, 3. Пусть

𝐼 (𝑔, 𝑧,𝐷) :=

∫︁∫︁
𝐷

𝑔 (𝜍)

𝜍 − 𝑧
d𝜉d𝜂, 𝐼𝑧 (𝑔, 𝑧,𝐷) =

∫︁∫︁
𝐷

𝑔 (𝜍)

(𝜍 − 𝑧)2
d𝜉d𝜂 =: −𝜋Π(𝑔) .

Последовательность функций 𝜌𝑛𝑢𝑛+𝑖𝑣𝑛 является компактной в смысле рав-
номерной сходимости внутри 𝐵1. Для сходящейся последовательности имеют
место равенства:

𝐼

(︂
𝜌𝜉𝑣𝜉
𝜌

+
𝜌𝜂𝑣𝜂
𝜌

, 𝑧,𝐵1

)︂
≡ 𝐼 (𝑣𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1) = lim

𝑛→∞
𝐼 (𝑣𝑛𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1) ;

𝐼𝑧 (𝑣𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1) = lim
𝑛→∞

𝐼𝑧 (𝑣𝑛𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1) (7)
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Функция 𝑢 + 𝑖𝑣 имеет в среднем граничные значения на Γ и для функции
𝜌𝑢+ 𝑖𝑣 и её производной имеют место представления:

𝜌𝑢+ 𝑖𝑣 = 𝐹 (𝑧)− 1

𝜋
𝐼 (𝜌𝜍 (𝜍)𝑢 (𝜍) , 𝑧, 𝐵1) , (8)

(𝜌𝑢+ 𝑖𝑣)𝑧 ≡ 𝜌𝑧𝑢+ 2𝑖𝑣𝑧 = 𝐹 ′ (𝑧)− 1

𝜋
𝐼𝑧 (𝜌𝜍 (𝜍)𝑢 (𝜍) , 𝑧, 𝐵1) , (9)

где аналитическая функция 𝐹 (𝑧) имеет вид:

𝐹 (𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝜕𝐵1

𝜌𝑢+ 𝑖𝑣

𝜍 − 𝑧
d𝜍 = lim

𝑛→∞

1

2𝜋𝑖

∫︁
𝜕𝐵1

𝜌𝑛𝑢𝑛 + 𝑖𝑣𝑛
𝜍 − 𝑧

d𝜍.

Доказательство. Пусть

𝐵𝑟′ = {𝜁 ∈ 𝐵1 : |𝜁| < 𝑟′} ,

𝐶𝑟′𝑟 = {𝜁 ∈ 𝐵1 : 𝑟′ < |𝜁| < 𝑟} , 𝑟′ < 𝑟 < 1.

Ясно, что

𝐼𝑧 (𝜌𝑛𝜍𝑢𝑛, 𝑧, 𝐵1) = 𝐼𝑧 (𝜌𝑛𝜍𝑢𝑛, 𝑧, 𝐶𝑟1) + 𝐼𝑧 (𝜌𝑛𝜍𝑢𝑛, 𝑧, 𝐵𝑟) .

Для любой точки 𝑧, |𝑧| = 𝑟0 < 𝑟, первый интеграл может быть сделан сколь
угодно малым равномерно по 𝑛 за счёт выбора 𝑟. Покажем теперь, что

𝐼𝑧 (𝜌𝜍𝑢𝑛, 𝑧, 𝐵𝑟) = lim
𝑛→∞

𝐼𝑧 (𝜌𝑛𝜍𝑢𝑛, 𝑧, 𝐵𝑟) . (10)

Ясно, что

𝐼𝑧 (𝜌𝑛𝜍𝑢𝑛, 𝑧, 𝐵𝑟) = 𝐼𝑧
(︀
(𝜌𝑛𝑢𝑛)𝜍 , 𝑧, 𝐵𝑟

)︀
− 𝐼𝑧 (𝜌𝑛𝑢𝑛𝜍 , 𝑧, 𝐵𝑟) =

= 𝐼𝑧
(︀
(𝜌𝑛𝑢𝑛)𝜍 , 𝑧, 𝐵𝑟

)︀
+ 𝑖𝐼𝑧 (𝑣𝑛𝜍 , 𝑧, 𝐵𝑟) =

=
𝜕

𝜕𝑧

(︀
𝐼
(︀
(𝜌𝑛𝑢𝑛)𝜍 , 𝑧, 𝐵𝑟

)︀
+ 𝑖𝐼 (𝑣𝑛𝜍 , 𝑧, 𝐵𝑟)

)︀
=

=
𝜕

𝜕𝑧

⎛⎝ 1

2𝑖

∫︁
Γ𝑟

𝜌𝑛 (𝜍)𝑢𝑛 (𝜍)

𝜍 − 𝑧
d𝜍 + 𝜋𝜌𝑛 (𝑧)𝑢𝑛 (𝑧) +

1

2𝑖

∫︁
Γ𝑟

𝑣𝑛 (𝜍)

𝜍 − 𝑧
d𝜍 + 𝜋𝑣𝑛 (𝑧)

⎞⎠ .

Для любой точки 𝑧, |𝑧| = 𝑟0 < 𝑟, последние интегралы сходятся равномерно
по 𝑛. Отсюда легко следует (10).

Докажем теперь существование 𝐼𝑧 (𝑣𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1), 𝑧 ∈ 𝐵𝑟′ .
Так как в круге𝐵𝑟′ функции 𝜌𝑥

𝜌 𝑣𝑥,
𝜌𝑦
𝜌 𝑣𝑦 непрерывны по Гёльдеру, то 𝐼𝑧 (𝑣𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵𝑟′)

существует для любой точки 𝑧 ∈ 𝐵𝑟′ . Докажем теперь, что при фиксированном
𝑟′ существует предел

lim
𝑟→1

𝐼𝑧 (𝑣𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵𝑟) . (11)

Ясно, что

𝐼𝑧 (𝑣𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵𝑟) =

∫︁
Γ𝑟

𝜕

𝜕𝜁

(︃
𝑣 (𝜁)

(𝜁 − 𝑧)2

)︃
d𝜁 + 2

∫︁
Γ𝑟

𝑣 (𝜁)

(𝜁 − 𝑧)3
d𝜁−
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−
∫︁
Γ𝑟′

𝜕

𝜕𝜁

(︃
𝑣 (𝜁)

(𝜁 − 𝑧)2

)︃
d𝜁 − 2

∫︁
Γ𝑟′

𝑣 (𝜁)

(𝜁 − 𝑧)3
d𝜁.

Так как величина 𝑟′ фиксирована и функция 𝑣𝑧 непрерывна внутри 𝐵1, то
для доказательства существования предела (11) достаточно исследовать предел
функции ∫︁

Γ𝑟

𝑣 (𝜁)

(𝜁 − 𝑧)3
d𝜁

при 𝑟 → 1.
Так как функция |∇𝑣|2 интегрируема с весом 𝜌−1, то существуют в среднем

её граничные значения [6] и∫︁
Γ𝑟

⃒⃒
𝑣
(︀
𝑟𝑒𝑖𝜙

)︀
− 𝑣

(︀
𝑒𝑖𝜙
)︀⃒⃒2

𝑟d𝜙→ 0, 𝑟 → 1.

Это означает, что интеграл 𝐼𝑧 (𝑣𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1) существует. Существование интеграла
𝐼 (𝑣𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1), ∀𝑧 ∈ 𝐵1, доказывается аналогично.

Рассмотрим теперь вопрос о поточечной сходимости внутри 𝐵1 последователь-
ности {𝐼𝑧 (𝑣𝑛𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1)} к 𝐼𝑧 (𝑣𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1). Для этого нужно рассмотреть последова-
тельность функций {𝑣𝑛𝑧𝑧}, 𝑣𝑛𝑧𝑧 = 𝜌𝑛𝑥𝑣𝑛𝑥

𝜌𝑛
+

𝜌𝑛𝑦𝑣𝑛𝑦

𝜌𝑛
на 𝐵1.

Отображения 𝑢𝑛 + 𝑖𝑣𝑛 являются 𝐾-квазиконформными внутри единичного
круга. Из теорем компактности для 𝐾-квазиконформных отображений с привле-
чением рассуждений, использованных нами при доказательстве существования
интегралов 𝐼, 𝐼𝑧, мы получаем поточечную сходимость 𝐼 (𝑣𝑛𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1) к 𝐼 (𝑣𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1)
и 𝐼𝑧 (𝑣𝑛𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1) к 𝐼𝑧 (𝑣𝜍𝜍 , 𝑧, 𝐵1). �

Лемма 3. Пусть {𝜙𝑛}, 𝜙𝑛 = 𝜌𝑛𝑥

𝜌𝑛
𝑣𝑛𝑥 — последовательность функций, по-

строенных по отображениям 𝑤𝑛 (𝑧), являющихся обобщёнными решениями урав-
нений (6) в круге 𝐵1 с нормировкой:

𝑤 (𝑧1) = 𝑖, 𝑤 (𝑧2) = −𝑖, (12)

где 𝑧1, 𝑧2 — концевые точки дуги Γ0, 𝑧3 /∈ Γ0, 𝑤 (𝑧3) = 𝑤3 /∈ Γ0.
Тогда эта последовательность равномерно ограничена в 𝐿 4−4𝛿

3−𝛼−𝛿
(𝜎1, 𝐵1) с ве-

сом 𝜎1 = dist1−𝛿 (𝑧, Γ0), и слабо сходится [7] в 𝐿 4−4𝛿
3−𝛼−𝛿

(𝜎1, 𝐵1) к функции из этого
же пространства 𝜙 = 𝜌𝑥

𝜌 𝑣𝑥 в 𝐵1, здесь 0 < 𝛿 < 1 — фиксированное число. Анало-
гичный результат имеет место и для последовательности {𝜓𝑛}, 𝜓𝑛 =

𝜌𝑛𝑦

𝜌𝑛
𝑣𝑛𝑦.

Доказательство. Несложно проверить, что пространство 𝐿 4−4𝛿
3−𝛼−𝛿

(𝜎1, 𝐵1) яв-
ляется рефлексивным банаховым пространством с нормой:

‖𝑓‖𝐿 4−4𝛿
3−𝛼−𝛿

(𝜎1,𝐵1)
=

(︂∫︁∫︁
𝐵1

|𝑓 |
4−4𝛿

3−𝛼−𝛿 𝜎1d𝑥d𝑦

)︂ 3−𝛼−𝛿
4−4𝛿

.

В силу топологических соображений производные 𝑣𝑛𝑥, 𝑣𝑛𝑦 интегрируемы в
круге 𝐵1 с квадратом и весом 𝜌−1

𝑛 . Используя это свойство и неравенство Гёльде-
ра, легко показать, что функции 𝜙𝑛 интегрируемы со степенью 4−4𝛿

3−𝛼−𝛿 и весом 𝜎1 =

dist1−𝛿 (𝑧, Γ0) и их нормы равномерно ограничены в пространстве 𝐿 4−4𝛿
3−𝛼−𝛿

(𝜎1, 𝐵1).
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Покажем теперь, что последовательность {𝜙𝑛} слабо сходится в пространстве
𝐿 4−4𝛿

3−𝛼−𝛿
(𝜎1, 𝐵1) к функции 𝜙 = 𝜌𝑥

𝜌 𝑣𝑥в круге 𝐵1.

Пусть функция 𝑔 (𝑧) ∈ 𝐿2+𝑙 (𝜎1, 𝐵1), 𝑙 > 0, и 𝐵𝜀 = {𝑧 : |𝑧| < 1− 𝜀}. Рассмотрим
интеграл: ∫︁∫︁

𝐵1

𝑔𝜙𝑛𝜎1d𝑥d𝑦 =

∫︁∫︁
𝐵𝜀

𝑔𝜙𝑛𝜎1d𝑥d𝑦 +

∫︁∫︁
𝐵1∖𝐵𝜀

𝑔𝜙𝑛𝜎1d𝑥d𝑦.

Так как в круге 𝐵𝜀 у веса 𝜎1 (𝑧) нет вырождения, то, очевидно, функции 𝜙𝑛 (𝑧)
равномерно сходятся к функции 𝜙 (𝑧) в 𝐵𝜀.

Так как 𝑚𝑒𝑠 (𝐵1∖𝐵𝜀) < 𝜀 при малом 𝜀, то∫︁∫︁
𝐵1∖𝐵𝜀

𝑔𝜙𝑛𝜎1d𝑥d𝑦 6 𝛿 (𝜀)𝐾1, (13)

где lim
𝜀→0

𝛿 (𝜀) = 0.

По теореме Банаха–Алаоглу [8] о слабой компактности в рефлексивном ба-
наховом пространстве, слабый предел 𝜙 последовательности {𝜙𝑛} также лежит
в пространстве 𝐿 4−4𝛿

3−𝛼−𝛿
(𝜎1, 𝐵1). Используя равномерную сходимость последова-

тельности {𝜙𝑛} на 𝐵𝜀, получаем, с учётом неравенства (13), слабую сходимость
{𝜙𝑛} к функции 𝜙.

Аналогично доказывается результат для последовательности {𝜓𝑛}. �

Докажем теперь теорему о повышении показателя интегрируемости производ-
ных 𝑣𝑥, 𝑣𝑦. Впервые такого рода задача была рассмотрена для решения уравнения
Бельтрами в работе Б. В. Боярского [9] (cм. также [10]).

Теорема 1. Пусть функция 𝜌 удовлетворяет условию 𝜌, в котором 𝛼 под-
чинено неравенствам:

0 < 𝛼 <
1

2
.

Допустим, что существует квазиконформное в среднем отображение 𝑤 (𝑧) :
𝐵1 → 𝐵1, являющееся обобщённым решением уравнения (2) в круге 𝐵1 с норми-
ровкой (12). Тогда производная 𝑣𝑧 (𝑧) координатной функции 𝑣 (𝑧) принадлежит
шкале пространств 𝐿𝑡 (dist𝛼1 (𝑧,Γ0) , 𝐵1), в которой

𝑡 =
4 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1)

5− 3𝛼+ 𝛼𝛿 − 2𝛿 + 𝛿2
, 𝛼1 ∈

[︂
1 + 𝛼− 𝛼𝛿 − 𝛿2

𝛼+ 𝛿 − 3
; 0

]︂
,

где 0 < 𝛿 < 1 — фиксированное число.

Доказательство. Рассмотрим последовательность нормированных в соот-
ветствии с (12) 𝐾𝑛-квазиконформных отображений 𝑤𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝑖𝑣𝑛. Пусть 𝜔𝑛 :=
𝜌𝑛 𝑢𝑛 + 𝑖𝑣𝑛 — последовательность отображений, построенных по 𝑤𝑛, а 𝜔*

𝑛 — их
продолжения в круг 𝐵2 по правилу:

𝜔* (𝑧) =
1

�̄�
(︀
1
𝑧

)︀ . (14)

Ясно, что в круге 𝐵2 имеет место представление И. Н. Векуа [1]:

𝜌*𝑛𝑢
*
𝑛 + 𝑖𝑣*𝑛 = 𝐹𝑛 (𝑧)−

1

𝜋

∫︁∫︁
𝐵2

𝜌*𝑛𝜍𝑢
*
𝑛

𝜁 − 𝑧
d𝜉d𝜂,
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где аналитические в круге 𝐵2 функции 𝐹𝑛 (𝑧) имеют вид:

𝐹𝑛 (𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁
𝜕𝐵2

𝜔*
𝑛

𝜍 − 𝑧
d𝜍.

Очевидно, что последовательность {𝜌𝑛𝑢𝑛 + 𝑖𝑣𝑛} компактна в смысле равно-
мерной сходимости внутри 𝐵1.

Пусть Φ𝑛 (𝑧) = 2𝑣𝑛𝑧. Ясно, что в круге 𝐵1 верно равенство

Φ𝑛𝑧 =
1

2

(︂
𝜌𝑛𝑥
𝜌𝑛

𝑣𝑛𝑥 +
𝜌𝑛𝑦
𝜌𝑛

𝑣𝑛𝑦

)︂
:= 𝑓𝑛.

Доопределим функции 𝜙𝑛 = 𝜌𝑛𝑥

𝜌𝑛
𝑣𝑛𝑥 и 𝜓𝑛 =

𝜌𝑛𝑦

𝜌𝑛
𝑣𝑛𝑦 в круг 𝐵2 по формулам:

𝜙*
𝑛 (𝑧) =

{︂
𝜙𝑛
(︀
1
𝑧

)︀
, 𝑧 ∈ 𝐵2∖𝐵1

𝜙𝑛 (𝑧) , 𝑧 ∈ 𝐵1
, 𝜓*

𝑛 (𝑧) =

{︂
𝜓𝑛
(︀
1
𝑧

)︀
, 𝑧 ∈ 𝐵2∖𝐵1

𝜓𝑛 (𝑧) , 𝑧 ∈ 𝐵1
. (15)

В силу леммы 2 последовательность
∏︀

(𝜙𝑛 + 𝜓𝑛) сходится поточечно к
∏︀

(𝜙+ 𝜓)
в круге 𝐵1, поэтому последовательности {𝑣𝑛𝑧𝑧} и {𝑣𝑛𝑧𝑧} компактны в смысле рав-
номерной сходимости внутри 𝐵1 и для предельной функции 𝑣* (𝑧) = lim

𝑛→∞
𝑣*𝑛 (𝑧) в

области 𝐵1 имеют место представления (см. лемму 2):

𝑣*𝑧𝑧 (𝑧) =
1

2

(︂
𝜌𝑥
𝜌
𝑣𝑥 +

𝜌𝑦
𝜌
𝑣𝑦

)︂
,

𝑣𝑧𝑧 (𝑧) = 𝐹 *′
(𝑧)− 1

2𝜋

∫︁∫︁
𝐵2

(︂
𝜌𝜉
𝜌
𝑣𝜉 +

𝜌𝜂
𝜌
𝑣𝜂

)︂
1

(𝜍 − 𝑧)2
d𝜉d𝜂. (16)

Известно [11], что для весовых пространств с весовой функцией 𝜌 (𝑧), удовле-
творяющей условию теоремы 1, имеет место так называемая «весовая» теорема
вложения в том случае, когда весовые пространства определяются весом из клас-
са Макенхаупта. Как было сказано выше, производные (𝑣𝑧)𝑥, (𝑣𝑧)𝑦 принадлежат
пространству 𝐿𝑡1 (𝜎1, 𝐵1), где 𝜎1 (𝑧) = [dist (𝑧,Γ0)]

1−𝛿 и 𝑡1 = 4−4𝛿
3−𝛼−𝛿 с фиксирован-

ным 𝛿: 0 < 𝛿 < 1. При этом вес 𝜎1 (𝑧) является весом Макенхаупта.
Поэтому (см. [11, 12]) производные 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 принадлежат шкале весовых про-

странств 𝐿𝑡2 (𝜔*
1 , 𝐵1), где

𝑡2 =
4 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1)

5− 3𝛼+ 𝛼𝛿 − 2𝛿 + 𝛿2
, 𝜔*

1 = dist𝛼1 (𝑧,Γ0) , 𝑞 ∈ [1; 2) ,

𝛼1 ∈
[︂
1 + 𝛼− 𝛼𝛿 − 𝛿2

𝛼+ 𝛿 − 3
; 0

]︂
.

Докажем теперь теорему существования обобщённого решения уравнения (2),
являющегося квазиконформным в среднем топологическим отображением круга
𝐵1 на себя.

Теорема 2. Пусть функция 𝜌 удовлетворяет условию 𝜌, в котором 𝛼 под-
чинено неравенствам:

0 < 𝛼 <
1

2
.

Тогда существует последовательность 𝐾𝑛-квазиконформных отображений 𝑤𝑛,
𝑤𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝑖𝑣𝑛, 𝐾𝑛 = sup

𝑧∈𝐵1

𝜌−1
𝑛 (𝑧), сходящаяся равномерно внутри 𝐵1 вместе



12 Вестник РУДН. Серия Математика. Информатика. Физика. № 1. 2013. С. 5–18

со своими производными первого порядка к квазиконформному в среднем топо-
логическому отображению 𝑤 = 𝑢 + 𝑖𝑣 круга 𝐵1 на себя, непрерывному вплоть
до границы 𝐵1 с нормировкой (12). Функции 𝑢, 𝑣 являются решениями вырож-
дающейся эллиптической системы (1). При этом для функции 𝜔 = 𝜌𝑢 + 𝑖𝑣 и
её производной 𝜔𝑧 имеют место интегральные представления И.Н. Векуа (8)
и (9).

Доказательство. Пусть {𝜌𝑛} — последовательность функций из леммы 2,
а {𝑤𝑛} — последовательность 𝐾𝑛-квазиконформных отображений, являющихся
решениями уравнений (6) в круге 𝐵1 с нормировкой (12).

Сходимость последовательности {𝑤𝑛} внутри 𝐵1 была доказана в лемме 2. По-
кажем теперь, что предельная функция 𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣 осуществляет топологическое
отображение круга 𝐵1 на себя с соблюдением нормировки (12).

Для любого 𝜀 > 0 существует 𝐾𝜀 > 1 такое, что отображения 𝑤𝑛 являются
𝐾𝜀-квазиконформными в области 𝐵1∖Γ𝜀0, Γ𝜀0 = {𝜍 ∈ 𝐵1 : dist (𝜍,Γ0) 6 𝜀}, поэтому
функция 𝑢+𝑖𝑣, являющаяся пределом таких отображений, является непрерывной
в 𝐵1∖Γ𝜀0 и, значит, в 𝐵1∖Γ̄0. Покажем теперь, что функция 𝑣 на Γ̄0 принимает
значения непрерывной функции почти всюду на Γ0.

Рассмотрим последовательность отображений 𝜔𝑛 = 𝜌𝑛𝑢𝑛+ 𝑖𝑣𝑛 и их продолже-
ния по правилу (14). В работе [13] даны их следующие интегральные представ-
ления в круге 𝐵1:

𝜔𝑛 (𝑧) = Φ𝑛 (𝑧) +

∫︁∫︁
𝐵1

[︁
𝐾1 (𝑧, 𝜍)𝜔𝑛𝜍 (𝜍) +𝐾2 (𝑧, 𝜍)𝜔𝑛𝜍 (𝜍)

]︁
d𝑠𝜍 ≡

≡ Φ𝑛 (𝑧) + 𝐼𝑛 (𝑧) , (17)

Φ𝑛 (𝑧) =
1

2𝜋

∫︁
Γ

𝑣𝑛 (𝜍) d𝑡+
𝑖

2𝜋

∫︁
Γ

𝜌𝑛𝑢𝑛
𝜍 + 𝑧

𝜍 − 𝑧
d𝑡, 𝜍 = 𝑒𝑖𝑡, (18)

здесь

𝐾1 =
1

2𝜋
· 1

𝑧 − 𝜁
,𝐾2 =

1

2𝜋
· 𝑧

1− 𝑧𝜁
.

Из (18) следует, что последовательность {Φ𝑛} сходится внутри 𝐵1 к функции

Φ (𝑧) =
1

2𝜋

∫︁
Γ

𝑣 (𝜍) d𝑡+
𝑖

2𝜋

∫︁
Γ

𝜌𝑢
𝜍 + 𝑧

𝜍 − 𝑧
d𝑡, 𝜍 = 𝑒𝑖𝑡.

Используя те же методы, что и в лемме 2, легко показать, что последователь-
ность {𝜔𝑛} компактна в смысле равномерной сходимости внутри 𝐵1 и сходится к
функции:

𝜔 (𝑧) = Φ (𝑧) +

∫︁∫︁
𝐵1

[︁
𝐾1 (𝑧, 𝜍)𝜔𝜍 (𝜍) +𝐾2 (𝑧, 𝜍)𝜔𝜍 (𝜍)

]︁
d𝑠𝜍 ≡ Φ (𝑧) + 𝐼 (𝑧) .

Так как 𝑣𝑛𝜍 равномерно ограничена в 𝐿2 (𝐵1), то интеграл Im 𝐼 (𝑧) ограничен
в 𝑊 1,2 (𝐵1). В силу сопряжённости ядер 𝐾1 (𝑧, 𝜍), 𝐾2 (𝑧, 𝜍) на границе Γ функция
Im 𝐼 (𝑧) принимает в среднем нулевые граничные значения.

Очевидно, что предельная функция Φ = lim
𝑛→∞

Φ𝑛 является непрерывной на

𝜕𝐵1∖Γ̄0 и внутри Γ0. При этом производные функции Φ (𝑧) интегрируемы внутри
Γ0, что означает наличие пределов этой функции в её концевых точках. Предель-
ные значения этой функции на множестве Γ∖Γ0 в концевых точках Γ0 существуют
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в силу топологических свойств отображения 𝑢+ 𝑖𝑣. Используя принцип Линделё-
фа [14], получаем непрерывность функции Φ в этих точках, а значит, на границе Γ.
Поэтому функция 𝑣 является обобщённым решением уравнения(︂

1

𝜌
𝑣𝑥

)︂
𝑥

+

(︂
1

𝜌
𝑣𝑦

)︂
𝑦

= 0,

принимающим на границе Γ в среднем значение непрерывной функции ImΦ.
В точках 𝑧 ∈ Γ∖Γ̄0 функция 𝑣 непрерывна. Для доказательства непрерывности

этой функции в точках 𝑧 ∈ Γ̄0 достаточно воспользоваться критерием Винера [11].
Перейдём теперь к исследованию непрерывности функции 𝑢 = lim

𝑛→∞
𝑢𝑛. По-

следовательность {𝑢𝑛} равностепенно непрерывна в среднем на границе 𝐵1. Сле-
довательно, 𝑢 принимает в среднем внутри Γ0 значения непрерывной функции√︀

1− 𝑣2 (𝑧) при 𝑧 ∈ Γ0 и −
√︀

1− 𝑣2 (𝑧) при 𝑧 ∈ Γ∖Γ0, и на Γ∖Γ0 непрерывна как
предел 𝐾𝑛-квазиконформных отображений.

Для доказательства непрерывности функции 𝑢 (𝑧) в концевых точках Γ0 при-
меняется критерий Винера [11] для решения задачи Дирихле для вырождающе-
гося эллиптического уравнения

(𝜌𝑢𝑥)𝑥 + (𝜌𝑢𝑦)𝑦 = 0.

Функция 𝑤 = lim
𝑛→∞

𝑤𝑛 = 𝑢 + 𝑖 𝑣 является, очевидно, однолистной [9], и осу-

ществляет топологическое отображение круга �̄�1 на себя.
Интегральные представления (8) и (9) для функции 𝜌𝑢+ 𝑖𝑣 и её производной

могут быть получены тем же способом, что и в лемме 2.
Нетрудно убедиться, что для предельной функции 𝑤 имеет место нормировка

(12). �

В теореме 1 была получена шкала пространств, которым принадлежат про-
изводные 𝑣𝑥, 𝑣𝑦. Следующая теорема даёт подобный результат для производных
функции 𝑢.

Теорема 3. Пусть функция 𝜌 удовлетворяет условию 𝜌, в котором 𝛼 под-
чинено неравенствам:

0 < 𝛼 <
1

2
.

Допустим, что существует квазиконформное в среднем отображение 𝑤 (𝑧) :
𝐵1 → 𝐵1, являющееся обобщённым решением уравнения (2) в круге 𝐵1 с норми-
ровкой (12). Тогда производная 𝑢𝑧 (𝑧) координатной функции 𝑢 (𝑧) принадлежит
шкале пространств 𝐿𝑠

(︁
dist𝑘 (𝑧,Γ0) , 𝐵1

)︁
, в которой

𝑠 =
4 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1) (1− 𝛿 + 𝑘)

4 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1)𝛼+ (𝛼1 + 1− 𝛿) (5− 3𝛼+ 𝛼𝛿 − 2𝛿 + 𝛿2)
,

где
𝛿 − 1 < 𝑘 <

4𝛼 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1)

5− 3𝛼+ 𝛼𝛿 − 2𝛿 + 𝛿2
+ 𝛼1,

𝛼1 ∈
[︂
1 + 𝛼− 𝛼𝛿 − 𝛿2

𝛼+ 𝛿 − 3
; 0

]︂
,

здесь 0 < 𝛿 < 1 — фиксированное число.
Доказательство. Пусть {𝜌𝑛} — последовательность функций из леммы 2,

а {𝑤𝑛} — последовательность 𝐾𝑛-квазиконформных отображений, являющихся
решениями уравнений (6) в круге 𝐵1 с нормировкой (12).
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Сходимость последовательности {𝑤𝑛} внутри 𝐵1 была доказана в лемме 2. Из
теоремы 2 следует, что функция 𝑢 (𝑧) ∈ 𝐶

(︀
�̄�1

)︀
. Используя шкалу весовых про-

странств для функции∇𝑣 и систему уравнений (1), мы получаем принадлежность
функции ∇𝑢 пространству 𝐿𝑠

(︁
dist𝑘 (𝑧,Γ0) , 𝐵1

)︁
𝑠 =

4 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1) (1− 𝛿 + 𝑘)

4 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1)𝛼+ (𝛼1 + 1− 𝛿) (5− 3𝛼+ 𝛼𝛿 − 2𝛿 + 𝛿2)
,

𝛿 − 1 < 𝑘 <
4𝛼 (1− 𝛿) (2 + 𝛼1)

5− 3𝛼+ 𝛼𝛿 − 2𝛿 + 𝛿2
+ 𝛼1

и

𝛼1 ∈
[︂
1 + 𝛼− 𝛼𝛿 − 𝛿2

𝛼+ 𝛿 − 3
; 0

]︂
,

здесь 0 < 𝛿 < 1 — фиксированное число. �

Замечание 2. В том же случае, когда 𝑣𝑧 ∈ 𝐿𝑡 (𝐵1), 𝑡 = 8(1−𝛿)
5−3𝛼+𝛼𝛿−2𝛿+𝛿2 , то

есть при 𝛼1 = 0, мы имеем принадлежность производной 𝑢𝑧 пространству 𝐿𝑠 (𝐵1),
𝑠 = 8(1−𝛿)

5+5𝛼+𝛼𝛿−2𝛿+𝛿2 , 0 < 𝛿 < 1.

2. Решение сопряжённого (нелинейного) уравнения
Бельтрами, вырождающегося на граничной дуге в случае

1
2
< 𝛼 < 1

В теореме 3 при 0 < 𝛼 < 1
2 характеристика 𝐾 (𝑧) является интегрируемой с

квадратом. Поэтому отображение 𝑤 (𝑧) является квазиконформным в среднем.
В том случае, когда 𝛼 > 1

2 , отображение 𝑤 (𝑧) не является таковым. Но, тем не
менее, верна следующая теорема.

Теорема 4. Пусть функция 𝜌 удовлетворяет условию 𝜌, в котором 𝛼 под-
чинено неравенствам:

1

2
< 𝛼 < 1.

Тогда существует последовательность 𝐾𝑛-квазиконформных отображений 𝑤𝑛,
𝑤𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝑖𝑣𝑛, 𝐾𝑛 = sup

𝑧∈𝐵1

𝜌−1
𝑛 (𝑧), сходящаяся равномерно внутри 𝐵1 вместе

со своими производными первого порядка к квазиконформному топологическому
отображению 𝑤 = 𝑢+ 𝑖𝑣 круга 𝐵1 на себя, непрерывному вплоть до границы 𝐵1

с нормировкой (12). Функции 𝑢, 𝑣 являются решениями вырождающейся эллип-
тической системы (1). При этом для функции 𝜔 = 𝜌𝑢+ 𝑖𝑣 и её производной 𝜔𝑧
имеют место интегральные представления И.Н. Векуа (8) и (9) в круге 𝐵1.

Доказательство. Рассмотрим последовательность𝐾𝑛-квазиконформных отоб-
ражений 𝑤𝑛 = 𝑢𝑛 + 𝑖𝑣𝑛, являющихся решениями уравнений (6), в круге 𝐵1 с
нормировкой типа (12).

Пусть 𝜔𝑛 := 𝜌𝑛𝑢𝑛+𝑖𝑣𝑛, а 𝜔*
𝑛 — продолжения функций 𝜔𝑛 в круг 𝐵2 по правилу

(14). В силу рассматриваемого условия 𝜌 мы имеем, что 𝜔*
𝑛𝑧 ∈ 𝐿2+𝑙 (𝐵2), 𝑙 > 0.

Поэтому в круге 𝐵2 имеет место представление И. Н. Векуа [1]:

𝜌*𝑛𝑢
*
𝑛 + 𝑖𝑣*𝑛 = 𝐹𝑛 (𝑧)−

1

𝜋

∫︁∫︁
𝐵2

𝜌*𝑛𝜍𝑢
*
𝑛

𝜁 − 𝑧
d𝜉d𝜂, (19)

здесь 𝐹𝑛 (𝑧) — аналитические в круге 𝐵2 функции.
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Функции 𝜌*𝑛𝜍𝑢
*
𝑛 равномерно ограничены в 𝐿2+𝑙 (𝐵2), 𝑙 > 0. Поэтому функции

𝑔𝑛 := 𝜔*
𝑛 − 𝐹𝑛 равностепенно непрерывны и ограничены в �̄�2, а значит последо-

вательность {𝑔𝑛} компактна в смысле равномерной сходимости в круге �̄�2.
Последовательность {𝐹𝑛}, очевидно, ограничена в �̄�2 [1]. Поэтому последо-

вательность {𝜌𝑛𝑢𝑛 + 𝑖𝑣𝑛} компактна в смысле равномерной сходимости в круге
�̄�1.

Пусть 𝜌𝑢+ 𝑖𝑣 — предел сходящейся подпоследовательности. В соответствие с
вышесказанным, мы получаем, что 𝑣 (𝑧) ∈ 𝐶

(︀
�̄�1

)︀
.

Функции 𝑢𝑛 (𝑧) равностепенно непрерывны в среднем на границе 𝜕𝐵1. Поэто-
му предельная функция 𝑢 (𝑧) в среднем принимает значения непрерывной функ-
ции, равной

√︀
1− 𝑣2 (𝑧) при 𝑧 ∈ Γ0 и −

√︀
1− 𝑣2 (𝑧) при 𝑧 ∈ Γ∖Γ0 [6]. Разрешая

задачу Дирихле вида
(𝜌𝑢𝑥)𝑥 + (𝜌𝑢𝑦)𝑦 = 0,

𝑢|Γ =

{︃ √︀
1− 𝑣2 (𝑧), 𝑧 ∈ Γ0

−
√︀

1− 𝑣2 (𝑧), 𝑧 ∈ Γ∖Γ0

,

с учётом критерия Винера [11], мы получаем, что функция 𝑢 (𝑧) непрерывна в
круге �̄�1.

Итак, отображение 𝑤 = lim
𝑛→∞

𝑤𝑛 представляет собой квазиконформное топо-
логическое отображение круга 𝐵1 на себя. �

В случае сильного вырождения мы имеем возможность получить дополни-
тельную информацию об интегрируемости производных квазиконформных отоб-
ражений. Для дальнейшего нам понадобится следующая лемма, доказательство
которой мы опускаем.

Лемма 4. Пусть

𝑟 (𝜍) := dist𝛼−1 (𝜁,Γ0) , 0 < 𝛼 < 1,

𝑡 = 𝑡 (𝜍) — ограниченная в круге 𝐵1 функция и 𝑧 ∈ 𝐵1. Тогда⃒⃒⃒⃒
⃒
∫︁∫︁

𝐵1

𝑟 (𝜍) 𝑡 (𝜍)

(𝜍 − 𝑧)2
d𝜉d𝜂

⃒⃒⃒⃒
⃒ 6 1

dist1−𝛼 (𝑧,Γ0)
𝐴 (𝑧) ,

где 𝐴 (𝑧) ∈ 𝐿𝑝 (𝐵1), ∀𝑝, 𝑝 > 1.

Докажем теперь теорему об улучшенной интегрируемости производных ква-
зиконформных отображений.

Теорема 5. Пусть функция 𝜌 удовлетворяет условию 𝜌, в котором 𝛼 под-
чинено неравенствам:

3 + 10𝛿 − 𝛿2

5 + 9𝛿
< 𝛼 < 1.

Пусть 𝑤 (𝑧) : 𝐵1 → 𝐵1 — обобщённое решение уравнения (2) в круге 𝐵1 с
нормировкой (12). Тогда координатные функции 𝑢 (𝑧) и 𝑣 (𝑧) принадлежат про-
странствам:

𝑣 (𝑧) ∈𝑊 1,𝜏 (𝐵1) , 𝑢 (𝑧) ∈𝑊 1,𝑠 (𝐵1) ,

где
𝜏 =

1− 𝛿
(1− 𝛼) (1 + 𝛿)

, 𝑠 =
1− 𝛿

1 + 𝛿 (1− 𝛼)
, 0 < 𝛿 < 1.
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Доказательство. Рассмотрим функции 𝜔𝑛 = 𝜌𝑛𝑢𝑛+ 𝑖𝑣𝑛. Пусть 𝜔*
𝑛 — их про-

должения в круг 𝐵2 по правилу (14). В круге 𝐵2 для 𝜔*
𝑛 верны представления

И. Н. Векуа (19).
Согласно лемме 2 для предельной функции 𝜔 = 𝜌𝑢 + 𝑖𝑣 в круге 𝐵1 верны

представления (8) и (9).
Так как

(𝜌 𝑢+ 𝑖𝑣)𝑧 ≡ 𝑣𝑦 + 𝑖𝑣𝑥 +
1

2
(𝜌𝑥𝑢− 𝑖𝜌𝑦𝑢) ≡ 2𝑖𝑣𝑧 + 𝜌𝑧𝑢,

то, в силу леммы 4, производные 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 принадлежат тому же пространству, что
и функция

1

dist1−𝛼 (𝑧,Γ0)
𝐴 (𝑧) .

Легко показать, что при 𝜏 = 1−𝛿
(1−𝛼)(1+𝛿) и 3+10𝛿−𝛿2

5+9𝛿 < 𝛼 < 1 функция 𝑣 (𝑧)

принадлежит пространству 𝑊 1,𝜏 (𝐵1).

Используя систему уравнений (1), получаем, что для 𝑠 = 𝜏(1−𝛿)
𝜏𝛼+1−𝛿 функция

𝑢 (𝑧) принадлежит пространству 𝑊 1,𝑠 (𝐵1). �

Замечание 3. Теорема верна и при 0 < 𝛼 < 1. При 1
2 < 𝛼 < 1 верно, что 𝑣 (𝑧)

принадлежит той же шкале пространств, что и в теореме 1, в которой показатель
𝑡 даёт лучшую интегрируемость производной 𝑣𝑧 при 𝛼, близких к нулю. Видно
также, что производные 𝑣𝑥, 𝑣𝑦 интегрируемы со сколь угодно большой степенью
при достаточно высокой скорости вырождения веса.

В том же случае, когда 𝛼 > 1 и задача Дирихле

(𝜌𝑢𝑥)𝑥 + (𝜌𝑢𝑦)𝑦 = 0

разрешима таким образом, что все точки дуги вырождения Γ0 являются регу-
лярными, мы можем доказать существование квазиконформных отображений,
являющихся решением уравнения (2) способами, аналогичными представленным
ранее. Такого рода отображения, очевидно, не являются квазиконформными в
среднем. В том случае, когда мы не располагаем возможностью доказать непре-
рывность функции 𝑢 (𝑧) с помощью теории краевых задач, мы, тем не менее, мо-
жем утверждать, что существует отображение единичного круга на единичный
круг с выброшенными горизонтальными отрезками, имеющими начало на грани-
це Γ и представляющими собой предельные множества функции 𝑤 (𝑧) в точках,
соответствующих точкам на дуге Γ0.

В данной работе рассматривалась область с просто устроенной границей. Про-
блемы, возникающие в вырожденном случае в связи со сложным устройством
границы, обсуждаются в работе В. М. Миклюкова [15].

Пусть 𝑔 = 𝑔 (𝑤) — обратное отображение к 𝑤 = 𝑤 (𝑧). Очевидным образом про-
изводные 𝑔𝑤, 𝑔�̄� принадлежат пространству 𝐿2 (𝐵1) при 0 < 𝛼 < 1. Для других
𝛼 вопрос остаётся открытым. В работе С. К. Водопьянова [16] рассматривают-
ся необходимые и достаточные условия интегрируемости обратного отображения
𝑤 в терминах ассоциированного отображения 𝑤*, действующего в пространстве
дифференциальных форм, заданных на касательных пространствах многообра-
зий, связанных с ним.

По-видимому, интересно было бы установить аналогичные теоремы для случая
отображений с неограниченными характеристиками в терминах отображения 𝑤*,
действующего в весовых пространствах.
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Заключение

Итак, нами рассмотрены различные случаи вырождения эллиптических си-
стем, представленных в комплексной форме сопряжённым (нелинейным) уравне-
нием Бельтрами.

Нами доказаны теоремы об интегрируемости производных квазиконформных
отображений, определяемых решениями этих систем. Также нами отмечено, что
в случае слабого вырождения (𝛼 находится вблизи нуля) более точные оценки
интегрируемости определяются топологическими свойствами решений. В том же
случае, когда скорость вырождения достаточно велика (𝛼 находится вблизи еди-
ницы), на степень интегрируемости производных решений оказывают большее
влияние аналитические свойства их интегральных представлений.
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In this article we study degenerate elliptic equations. Using integral representations for the
function posessing generalised derivatives we prove theorems of existence of solutions of these
equations in the class of quasiconformal mappings in the mean, and in the more general case.
We prove higher integrability of the solutions of these equations in the case of the boundary
degeneration.
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