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Целью работы является математическое моделирование статических распределений
магнитного потока в длинных джозефсоновских контактах с учётом второй гармоники
в разложении джозефсоновского тока в ряд Фурье. Найдены основные распределения
магнитного потока и исследована их устойчивость при изменении параметров модели.
Проведено сравнение полученных результатов с результатами традиционной модели для
джозефсоновских контактов типа SIS.
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1. Постановка задачи

Многообразие физических свойств джозефсоновских контактов является ос-
новой современной сверхпроводящей электроники. Известно, что для туннельных
джозефсоновских контактов типа SIS (сверхпроводник–изолятор–сверхпроводник)
зависимость ток–разность фаз является синусоидальной функцией. При умень-
шении прозрачности барьера возможно отклонение от этой зависимости, которое
в достаточно общем случае выражается нечётной функцией, т.е. может рассмат-
риваться в виде разложении в ряд Фурье [1] по синусам. Учёт высших гармоник
в этом разложении существен, например, в контактах типа SNINS и SFIFS, где
𝑁 — нормальный металл, а 𝐹 — ферромагнетик [2].

В монографии [3] показано, что для достаточно широкого класса джозефсо-
новских контактов сверхпроводящий ток Джозефсона как функция магнитного
потока 𝜙 (разности фаз волновых функций сверхпроводников) может быть пред-
ставлен в виде ряда по синусам. Ограничиваясь первыми двумя слагаемыми в
этом разложении, нетрудно показать [4], что распределение величины 𝜙(𝑥) вдоль
оси 𝑥 контакта в статическом режиме [3] удовлетворяет двойному уравнению sine-
Gordon (далее для краткости используем сокращение 2SG)

−𝜙′′ + 𝑎1 sin𝜙+ 𝑎2 sin 2𝜙− 𝛾 = 0, 𝑥 ∈ (−𝑙; 𝑙). (1)

Здесь и ниже штрихом обозначено дифференцирование по координате 𝑥. Вели-
чина 𝛾 есть внешний ток, 𝑙 есть полудлина контакта, а 𝑎1 и 𝑎2 — параметры,
зависящие от технологии изготовления контакта [1, 5]. Все величины являются
безразмерными.
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В случае in-line геометрии контакта граничные условия для уравнения (1)
имеют вид

𝜙 ′(±𝑙) = ℎ𝑒, (2)

где ℎ𝑒 внешнее магнитное поле.
С математической точки зрения переход контакта в динамический режим [3]

рассматривается [6, 7] как потеря устойчивости (бифуркация) некоторого из ста-
тических решений 𝜙(𝑥) задачи (1), (2) при варьировании одного из параметров 𝛾
или ℎ𝑒. При этом минимальное собственное значение (МСЗ) 𝜆min, порождённой
этим решением задачи Штурма–Лиувилля (ЗШтЛ)

−𝜓′′ + 𝑞(𝑥)𝜓 = 𝜆𝜓, 𝜓′(±𝑙) = 0 (3)

с потенциалом 𝑞(𝑥) = 𝑎1 cos𝜙+ 2𝑎2 cos 2𝜙, обращается в нуль.

2. Численный метод

Численное решение граничной задачи (1), (2) проводилось на основе непре-
рывного аналога метода Ньютона [7]. На каждом итерационном шаге ньюто-
новской схемы соответствующая линеаризованная задача решалась с использо-
ванием сплайн-коллокационной разностной схемы второго порядка точности [8].
Дискретизация ЗШтЛ (3) осуществлялась с помощью конечно-разностных фор-
мул второго порядка. Для вычисления первых нескольких собственных значений
полученной алгебраической трёхдиагональной задачи применялась стандартная
подпрограмма пакета EISPACK.

3. Численные результаты

Учёт второй гармоники 𝑎2 sin 2𝜙 приводит к тому, что для 𝛾 = 0 и ℎ𝑒 = 0,
кроме известных в традиционном случае (𝑎2 = 0) тривиальных решений 𝜙 = 0
и 𝜙 = 𝜋 (ниже обозначаются через 𝑀0 и 𝑀𝜋, соответственно), существуют ещё
два решения 𝜙 = ± arccos(−𝑎1/2𝑎2) (обозначаемые как 𝑀±𝑎𝑐). Соответствующие
МСЗ как функции коэффициентов 2SG-уравнения имеют вид 𝑎1+2𝑎2, −𝑎1+2𝑎2 и
(𝑎21−4𝑎22)/2𝑎2 соответственно. Экспоненциальная устойчивость этих константных
решений (КР) определяется знаками параметров 𝑎1 и 𝑎2 и отношением парамет-
ров 𝑎1/𝑎2.

На рис. 1 демонстрируются зависимости величины 𝜆min от внешнего тока 𝛾 для
КР при нескольких положительных значениях параметра 𝑎2. Хорошо просмат-
ривается рождение устойчивых состояний 𝑀±𝑎𝑐 внешним током 𝛾 при 𝑎2 > 0, 5.

Важную роль для физики контакта играют флюксонные решения. Различные
распределения магнитного потока в джозефсоновских контактах рассмотрены в
обзоре [7]. В малых внешних полях ℎ𝑒 таковыми являются флюксон Φ1, анти-
флюксон Φ−1 и связанные состояния Φ1Φ−1 и Φ−1Φ1. При увеличении внешнего
магнитного поля ℎ𝑒 появляются другие, более сложные устойчивые флюксонные
состояния — двух-флюксонные Φ±2, трёх-флюксонные Φ±3 и т.д., а также их
связанные состояния.

Проведём сравнение некоторых основных физических характеристик одно-
флюксонного решения Φ1 в модели (1), (2) с традиционным случаем (𝑎1 = 1,
𝑎2 = 0). На рис. 2 демонстрируется деформация производных решений под вли-
янием параметра 𝑎2. При 𝑎2 = 0.5 кривая внутреннего магнитного поля 𝜙 ′(𝑥)
имеет в окрестности центра 𝑥 = 0 плато. Дальнейшее возрастание параметра 𝑎2
приводит к формированию двух максимумов магнитного поля. Тем самым, учёт
коэффициента 𝑎2 приводит к качественному изменению вида флюксонного рас-
пределения Φ1.
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Рис. 1. Зависимость МСЗ 𝜆min от внешнего тока 𝛾 для КР при фиксированных
значениях 𝑎1 = 1, ℎ𝑒 = 0 и 2𝑙 = 10 и при разных значениях параметра 𝑎2
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Рис. 2. Флюксон Φ1 при 𝛾 = 0, ℎ𝑒 = 0 и 𝑎1 = 1 при изменении параметра 𝑎2

При изменении коэффициента 𝑎2 число флюксонов [7]

𝑁(𝑝) =
1

2𝑙𝜋

𝑙∫︁
−𝑙

𝜙(𝑥) d𝑥,

соответствующих распределению Φ1, сохраняется, т.е.

𝜕𝑁

𝜕𝑎2
= 0.

Здесь и ниже через 𝑝 = (𝑙, 𝑎1, 𝑎2, ℎ𝑒, 𝛾) обозначена совокупность параметров
задачи. При этом значение 𝑁 [Φ1] = 1.

В свою очередь, при увеличении параметра 𝑎2 полный магнитный поток [7]

Δ𝜙(𝑝) = 𝜙(𝑙)− 𝜙(−𝑙)

для этого же решения стремится к 2𝜋, что соответствует полному магнитному
потоку флюксона в бесконечном контакте Φ1

∞ = 4arctan exp(𝑥) при 𝑎2 = 0. При
этом значение магнитного потока 𝜙(𝑥) в середине интервала не меняется, т.е.
𝜙(0) = 𝜋.
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Полная энергия, связанная с распределением 𝜙(𝑥), вычисляется по формуле [7]

𝐹 (𝑝) =

𝑙∫︁
−𝑙

[︂
1

2
𝜙 ′2 + 1− 𝑞(𝑥)− 𝛾𝜙

]︂
d𝑥− ℎ𝑒Δ𝜙.

Численный эксперимент показывает, что для однофлюксонного распределения
Φ1 функция 𝐹 (𝑎2) убывает примерно по линейному закону при возрастании 𝑎2,
что демонстрируется на рис. 3а. При этом в нулевом внешнем поле (ℎ𝑒 = 0) и
при нулевом токе (𝛾 = 0) энергия 𝐹 (𝑎2 → 0) → 1, что соответствует энергии
единичного флюксона Φ1

∞ в традиционной модели «бесконечного» контакта при
𝑎1 = 1, 𝑎2 = 0.

На рис. 3б показана зависимость МСЗ 𝜆min от внешнего тока 𝛾 для флюк-
сонных решений вида Φ1 при фиксированном значении параметра 𝑎1 = 1 и при
разных положительных значениях параметра 𝑎2. Указанная зависимость каче-
ственно аналогична той, что имеет место в традиционной модели с 𝑎2 = 0, но
величина максимального критического тока этого распределения в рассматрива-
емом случае меньше. При достаточно малых по модулю ℎ𝑒 флюксонные решения
Φ1 являются неустойчивыми. С увеличением значений параметра 𝑎2 (учёт вто-
рой гармоники в токе Джозефсона) граница области устойчивости сдвигается в
сторону меньших значений магнитного поля.
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Рис. 3. а) зависимость полной энергии от параметра 𝑎2 для флюксонного решения
Φ1 при фиксированных значениях 𝑎1 = 1, ℎ𝑒 = 0 и 2𝑙 = 10; б) зависимость МСЗ от
внешнего поля ℎ𝑒 для флюксонных решений Φ1 при 𝛾 = 0, 𝑎1 = 1 и нескольких

значениях параметра 𝑎2
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Aim of the work is mathematical modeling of static magnetic flux distributions in long
Josephson junctions taking into account the higher harmonics in the Fourier-decomposition
of the Josephson current. Basic magnetic flux distributions have been found; their stability
in dependence on parameters of model has been investigated. Numerical results have been
compared with results of numerical study of traditional model.
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