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1. Введение

Анализ неавтономных линейных и особенно квазилинейных систем ОДУ из-
вестными методами [1–4] часто сопряжён с большими трудностями. Для неко-
торых классов таких систем разработан вычислительный алгоритм построения
точных оценок модулей их решений, приведены конструктивные спектральные
критерии устойчивости решений и существования устойчивых предельных мно-
жеств, аналог принципа суперпозиции для квазилинейных систем. Полученные
без использования аппарата функций Ляпунова результаты дополняют или уточ-
няют ранее известные [1–5].

2. Вычислительный алгоритм

Теорема 1. Если для квазилинейной системы

�̇� = 𝐴(𝑥, 𝑡)𝑥, 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, (1)

с нормальной в области Ω = {|𝑥| < 𝛿, 𝑡 > 0} матрицей (т.е. при выполнении
в области Ω тождества 𝐴(𝑥, 𝑡)𝐴*(𝑥, 𝑡) ≡ 𝐴*(𝑥, 𝑡)𝐴(𝑥, 𝑡) [6]) её спектр {𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)}
удовлетворяет в Ω условиям

𝜎1(𝑥, 𝑡) 6 Re𝜆𝑗(𝑥, 𝑡) 6 𝜎2(𝑥, 𝑡) (𝑗 = 1, 𝑛), (2)

тогда для квадрата модуля решения задачи Коши (1) имеют место дифферен-
циальные неравенства

2𝜎1(𝑥, 𝑡)|𝑥|2 6
d|𝑥|2

d𝑡
6 2𝜎2(𝑥, 𝑡)|𝑥|2. (3)

Доказательство. В силу нормальности матрицы 𝐴(𝑥, 𝑡) существует унитар-
ная подстановка 𝑥 = 𝑈(𝑥, 𝑡)𝑦 такая, что

𝑈*(𝑥, 𝑡)𝐴(𝑥, 𝑡)𝑈(𝑥, 𝑡) ≡ diag {𝜆1(𝑥, 𝑡), . . . , 𝜆𝑛(𝑥, 𝑡)},

𝑈*(𝑥, 𝑡)𝑈(𝑥, 𝑡) ≡ 𝐸, |𝑥| ≡ |𝑦|.
Это даёт возможность преобразовать известное [5] дифференциальное равен-

ство для квадрата нормы решения системы (1):
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1

2

d|𝑥|2

d𝑡
= Re (𝑥*𝐴(𝑥, 𝑡)𝑥) = Re (𝑦*𝑈*(𝑥, 𝑡)𝐴(𝑥, 𝑡)𝑈(𝑥, 𝑡)𝑦) = Re (𝑦*Λ(𝑥, 𝑡)𝑦) =

= Re

𝑛∑︁
1

𝜆𝑗(𝑥, 𝑡)|𝑦𝑗 |2,

и с учётом (2) получить нужный результат (3). �

Следствие 1. Если в условиях теоремы 1 Re𝜆𝑗(𝑥, 𝑡) ≡ 𝜙(𝑡)|𝑥|𝛼, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝛼 >
0, тогда модуль решения задачи (1) определяется выражением

|𝑥(𝑡)| = (−𝛼𝑏(𝑡) + |𝑥0|−𝛼)−
1
𝛼 (𝑥0 ̸= 0),

а в случае 𝛼 = 0 имеем

|𝑥(𝑡)| = |𝑥0| exp(𝑏(𝑡)), где 𝑏(𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝜙(𝑠)d𝑠.

При 𝑏(𝑡)→ −∞ (𝑡→ +∞) тривиальное решение системы (1) асимптотически
устойчиво, при 𝑏(𝑡) 6 𝐶 (𝑡 > 0) — устойчиво, а в случае 𝑏(𝑡)→ +∞ (𝑡→ +∞) —
неустойчиво.

Следствие 2. Тривиальное решение системы (1) с кососимметрической или
косоэрмитовой матрицей 𝐴(𝑥, 𝑡) будет устойчивым, так как такая матрица, явля-
ясь нормальной, имеет чисто мнимый спектр.

Пример 1. Исследование системы [3, с. 68] �̇� = (𝐸 sin 𝑡+𝐵(𝑥, 𝑡))𝑥 ≡ 𝐴(𝑥, 𝑡)𝑥,
𝑥 ∈ 𝑅𝑛 (𝐵(𝑥, 𝑡)-кососимметрическая матрица) с помощью функции Ляпунова в
стандартной форме 𝑣(𝑥) ≡ |𝑥|2 не даёт результата, так как её производная в
силу системы �̇� = 2𝑣 sin 𝑡 знакопеременна. Но по следствию 1 с учётом того, что
матрица 𝐴(𝑥, 𝑡) нормальная с Re𝜆𝐴𝑗 (𝑡) ≡ sin 𝑡 ( 𝑗 = 1, 𝑛 ), мы имеем устойчивое
решение, так как

1

2

d|𝑥|2

d𝑡
= |𝑥|2 sin 𝑡 и

𝑡∫︁
0

sin 𝜏d𝜏 6 2.

Пример 2. Предложенный алгоритм упрощает исследование устойчивости
системы уравнений малых колебаний пространственного гирогоризонтокомпаса
[7]:

�̇� =

⎛⎜⎜⎝
0 𝜔0 0 Ω(𝑡)

−𝜔0 0 Ω(𝑡) 0

0 −Ω(𝑡) 0 −𝜔0

−Ω(𝑡) 0 𝜔0 0

⎞⎟⎟⎠𝑥 ≡ 𝐴(𝑡)𝑥,

𝑥1 = 𝛿1
𝑣(𝑡)√
𝑔𝑅

, 𝑥2 = 𝛿2, 𝑥3 = 𝛿3, 𝑥4 = 2𝐵𝛿4
sin 𝜀0

(𝑚𝑙
√
𝑔𝑅)

,

𝑣(𝑡) — абсолютная скорость точки подвеса, 𝑅 — радиус Земли (при этом 𝑣2 ≪
𝑔/𝑅), Ω(𝑡) — проекция абсолютной угловой скорости чувствительного элемента
гирогоризонтокомпаса на направление геоцентрической вертикали, 𝜔0 =

√︀
𝑔/𝑅,

2𝐵 cos 𝜀 = 𝑚𝑙𝑣, 𝐵,𝑚, 𝑙, 𝜀0 — величины, определяемые конструкцией гироскопа,
𝛿𝑗 (𝑗 = 1, 4) — углы ориентации осей чувствительного элемента в неподвижной
системе координат.

В работе [7] эта система исследуется с помощью достаточно громоздкого ме-
тода. Но в силу следствия 2 тривиальное решение этой системы с кососимметри-
ческой матрицей 𝐴(𝑡) всегда устойчиво.
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Теорема 2. Если для системы

�̇� = 𝐴(𝑥, 𝑡)𝑥+ 𝑓(𝑥, 𝑡), 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑓(0, 𝑡) ≡ 0, (4)

спектр нормальной в Ω матрицы 𝐴(𝑥, 𝑡) удовлетворяет неравенствам Re𝜆𝑗(𝑥, 𝑡) 6
−𝐶1|𝑥|𝛼 (𝑗 = 1, 𝑛, 𝐶1 > 0, 𝛼 > 0) и для достаточно гладкой функции 𝑓(𝑥, 𝑡) спра-
ведлива оценка |𝑓(𝑥, 𝑡)| 6 𝐶2|𝑥|1+𝛽 (𝐶2 > 0, 𝛽 > 𝛼), тогда тривиальное решение
системы (4)) асимптотически устойчиво.

Доказательство. Доказательство следует (с учётом теоремы 1) из диффе-
ренциального неравенства [5]

1

2

d|𝑥|2

d𝑡
= Re (𝑥*𝐴(𝑥, 𝑡)𝑥) + Re (𝑥*𝑓(𝑥, 𝑡)) 6 Re (𝑦*Λ(𝑥, 𝑡)𝑦) + 𝐶2|𝑥|2+𝛽 6

6 −𝐶1|𝑥|2+𝛼(1− 𝐶2/𝐶1|𝑥|𝛽−𝛼) 6 −𝐶3|𝑥|2+𝛼 (0 < 𝐶3 < 𝐶1)

и соответствующей оценки (𝛼 > 0, 𝑥(0) ̸= 0) |𝑥(𝑡)| 6 (𝛼𝐶3𝑡+𝑥(0)
−𝛼)−1/𝛼 → 0 ( 𝑡→

+∞) или (при 𝛼 = 0) |𝑥(𝑡)| = |𝑥(0)| exp(−𝐶3𝑡)→ −∞(𝑡→ +∞), что и требовалось
доказать. �

Теорема 3. Если для системы

�̇� = (𝐴(𝑥, 𝑡) +𝐵(𝑥, 𝑡))𝑥, 𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛

с нормальными в области Ω матрицами 𝐴(𝑥, 𝑡) и 𝐵(𝑥, 𝑡) (сумма нормальных
матриц в общем случае не является нормальной матрицей [6]) спектр этих
матриц удовлетворяют в Ω тождествам Re𝜆𝐴𝑗 (𝑥, 𝑡) ≡ 𝜎𝐴(𝑥, 𝑡), Re𝜆𝐵𝑗 (𝑥, 𝑡) ≡
𝜎𝐵(𝑥, 𝑡) (𝑗 = 1, 𝑛), то справедливо дифференциальное равенство

1

2

d|𝑥|2

d𝑡
= (𝜎𝐴(𝑥, 𝑡) + 𝜎𝐵(𝑥, 𝑡))|𝑥|2.

Доказательство. С учётом теоремы 1 и унитарных подстановок 𝑥 = 𝑈𝐴(𝑥, 𝑡)𝑦
и 𝑥 = 𝑈𝐵(𝑥, 𝑡)𝑧 (|𝑥| ≡ |𝑦| ≡ |𝑧|) имеем:

1

2

d|𝑥|2

d𝑡
= Re (𝑥*𝐴(𝑥, 𝑡)𝑥) + Re (𝑥*𝐵(𝑥, 𝑡)𝑥) =

= Re (𝑦*Λ𝐴(𝑥, 𝑡)𝑦) + Re (𝑧*Λ𝐵(𝑥, 𝑡)𝑧) =

= Re

𝑛∑︁
1

𝜆𝐴𝑗 (𝑥, 𝑡)|𝑦𝑗 |2 +Re

𝑛∑︁
1

𝜆𝐵𝑗
(𝑥, 𝑡)|𝑧𝑗 |2 = (𝜎𝐴(𝑥, 𝑡) + 𝜎𝐵(𝑥, 𝑡))|𝑥|2,

что и требовалось доказать. �

Замечание. Теорема 3 имеет место и в случае, когда матрица квазилинейной
системы равна сумме конечного числа нормальных матриц.

Пример 3. В работе [3, с. 156] с помощью достаточно громоздкого алгоритма
доказана неустойчивость при 0 < 𝑎 < 2𝑏 линейной неавтономной системы �̇� =
𝐴(𝑡)𝑥, 𝐴(𝑡) = {𝑎𝑗𝑘(𝑡)}21,

𝑎11(𝑡) = −𝑏+ 𝑎 cos2(𝑏𝑡), 𝑎12 = 𝑏− 0, 5𝑎 sin(2𝑏𝑡),

𝑎21(𝑡) = −𝑏− 0, 5𝑎 sin(2𝑏𝑡), 𝑎22 = −𝑏+ 𝑎 sin2(𝑏𝑡),

хотя спектр матрицы 𝐴(𝑡) лежит в этом случае в левой полуплоскости: 𝜆1,2 =

0, 5(𝑎 − 2𝑏 ±
√
𝑎2 − 4𝑏2). Если матрицу 𝐴(𝑡) представить (после замены 𝜏 = 𝑏𝑡) в
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виде суммы двух нормальных матриц:

𝐴(𝜏) = 𝐴0 +𝐵(𝜏), 𝐴0 =

(︂
0 1

−1 0

)︂
, 𝐵(𝜏) =

(︂
−1 + 𝐶0 cos

2 𝜏 −0, 5𝐶0 sin 2𝜏

−0, 5𝐶0 sin 2𝜏 −1 + 𝐶0 sin
2 𝜏

)︂
,

тогда из теоремы 3 и структуры спектра матриц 𝐴0 и 𝐵(𝜏) : 𝜆𝐴01,2 = ±𝑖, 𝜆𝐵1 =

−1, 𝜆𝐵2 = 𝐶0−1 (𝐶0 = 𝑎/𝑏) имеем асимптотическую устойчивость при 0 < 𝑎 < 𝑏,
устойчивость при 0 < 𝑎 = 𝑏 и неустойчивость в случае 𝑎 > 𝑏 > 0.

Пример 4. Для системы [4, с. 23]

�̇� =

(︂
𝛼− 𝛽(𝑟) −1

1 𝛼− 𝛽(𝑟)

)︂
𝑥, 𝑟2 = 𝑥21 + 𝑥22, 𝛽(𝑟) = 𝑟2𝑘−1 sin(1/𝑟)

с учётом дифференциального равенства
1

2

d|𝑥|2

d𝑡
= (𝛼− 𝛽(𝑟))|𝑥|2, существует при

0 < 𝛼 < 1 конечное число устойчивых предельных циклов, а в случае 𝛼 = 0 их
число бесконечно.
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