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В работе исследуется непотенциальное течение несжимаемой жидкости в пористой
среде с учётом нелинейного закона Дарси и переменного коэффициента поперечной диф-
фузии. Течение предполагается аксиально симметричным и стационарным, при этом
скорость имеет две компоненты: �⃗� = (𝑣𝑟, 0, 𝑣𝑧). Рассматривается течение, при котором
компоненты скорости допускают представление в виде: 𝑣𝑧 = 𝑣0 + 𝜉(𝑟, 𝑧), |𝜉| ≪ 𝑣0, 𝑣𝑟 ≪
𝑣0, 𝑣0 = const. Комбинация уравнений Эйлера приводит к уравнению второго поряд-
ка, а уравнение непрерывности к уравнению первого порядка для 𝜉(𝑟, 𝑧) и 𝑣𝑟(𝑟, 𝑧). По-
лученные уравнения являются линейными дифференциальными уравнениями, реше-
ние которых можно искать в разделённых переменных, полагая 𝑣𝑟(𝑟, 𝑧) = 𝑃 (𝑟)𝑄(𝑧),
𝜉 = 𝑀(𝑟)𝑁(𝑧). Для 𝑀(𝑟) получено уравнение Бесселя нулевого порядка, имеющее
решение вида 𝑀(𝑟) = −𝐽0(

√
𝜆𝑟), 𝜆 = const. Из связи 𝑀(𝑟) и 𝑃 (𝑟) получено 𝑃 (𝑟):

𝑃 (𝑟) = 1
𝜎
𝑀

′
=

√
𝜆

𝜎
𝐽1(

√
𝜆𝑟), 𝜎 = const. Система уравнений для 𝑄(𝑧) и 𝑁(𝑧) сводит-

ся к одному уравнению третьего порядка для 𝑁(𝑧). Получены точные решения этого
уравнения при постоянном коэффициенте диффузии 𝐷(𝑧) = 𝐷0 = const и при 𝐷(𝑧) =

Φ0𝑒
𝛾𝑧𝑐ℎ

√︁
𝐵𝛾
𝐴
𝑧+Φ1, где Φ0, Φ1, 𝛾, 𝐵, 𝐴 = const. Подробно рассмотрен особый случай, ко-

гда постоянные, входящие в уравнение, связанны соотношением: 𝛼0 = 2𝜀0𝑣0𝜌𝑔/(1+𝜀0𝑣
2
0).

В этом случае для функции 𝑁(𝑧) получается уравнение второго порядка. Получены
точные решения этого уравнения при трёх видах коэффициентов диффузии: 𝐷(𝑧) = 0,
𝐷(𝑧) = 𝐷0, 𝐷(𝑧) = 𝐷0𝑒

−𝛾𝑧, 𝐷0 = const, 𝛾 = const.
Установлено, что во всех решениях компонента скорости 𝑣𝑧(𝑟, 𝑧) экспоненциально убы-

вает с возрастанием 𝑧.

Ключевые слова: непотенциальное течение, стационарное течение, пористая сре-
да, диффузия, закон Дарси.

Система уравнений гидродинамики для стационарного течения жидкости в
поле тяжести имеет вид

𝜌(�⃗�∇⃗)𝑣 = −∇⃗𝑃 + 𝜌�⃗� − 𝑓𝐷, (1)

𝑑𝑖𝑣�⃗� = 0, (2)

где �⃗� — скорость течения жидкости, 𝜌 — плотность жидкости, 𝑃 — давление, �⃗� —
ускорение силы тяжести, а 𝑓𝐷 — сила Дарси, имеющая вид [1]:

𝑓𝐷 = −[𝛼0 − 𝜀0(�⃗�∇⃗𝑃 )]�⃗�. (3)

В (3) 𝛼 и 𝜀0 — постоянные коэффициенты, входящие в выражение для силы
Дарси. Течение жидкости рассматривается в трубе радиуса 𝑟0, предполагается,
что плотность жидкости постоянна, 𝜌 = const, 𝑃 и �⃗� зависят от радиальной 𝑟 и
продольной 𝑧 цилиндрических координат и не зависят от угловой координаты 𝜙.

В уравнении (2) вектор плотности потока жидкости �⃗� имеет компоненты в
цилиндрических координатах [2]:

𝑗𝑟 = 𝜌(𝑣𝑟 −𝐷(𝑧)𝜕𝑟𝑣𝑧), 𝑗𝑧 = 𝜌𝑣𝑧. (4)
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При этом считаем, что в силу аксиальной симметрии течения существуют две
компоненты скорости: �⃗� = (𝑣𝑟, 0, 𝑣𝑧).

Запишем в явном виде уравнение Эйлера:

𝜌(�⃗�∇⃗𝑃 ) = −∇⃗𝑃 + 𝜌�⃗� − [𝛼0 − 𝜀0(�⃗�∇⃗𝑃 )�⃗�]. (5)

Используя тождество

∇𝑣2

2
= [�⃗�, 𝑟𝑜𝑡�⃗�] + (�⃗�∇⃗)�⃗�, (6)

перепишем (5) в виде:

𝜌(�⃗�∇⃗)�⃗� = 𝜌∇⃗𝑣2

2
− 𝜌[�⃗�, 𝑟𝑜𝑡�⃗�] = −∇⃗𝑃 + 𝜌�⃗� − [𝛼0 − 𝜀0(�⃗�∇⃗𝑃 )]�⃗�. (7)

Умножим равенство (7) скалярно на �⃗� и получим уравнение

𝜌(�⃗�∇⃗)
𝑣2

2
= −(�⃗�∇⃗𝑃 ) + 𝜌(�⃗��⃗�)− 𝛼0𝑣

2 + 𝜀0𝑣
2(�⃗�∇⃗𝑃 ). (8)

Из (8) получаем следующее уравнение:

(�⃗�∇⃗𝑃 )
(︀
1− 𝜀0𝑣

2
)︀
= 𝜌(�⃗��⃗�)− 𝛼0𝑣

2 − 𝜌(�⃗�∇⃗)
𝑣2

2
, (9)

(�⃗�∇⃗𝑃 ) =
[︂
𝜌(�⃗��⃗�)− 𝛼0𝑣

2 − 𝜌(�⃗�∇⃗)
𝑣2

2

]︂
/(1− 𝜀0𝑣

2).

Подставляем (�⃗�∇⃗𝑃 ) из (9) в (5) и получаем уравнение

𝜌(�⃗�∇⃗)�⃗� = −∇⃗𝑃 + 𝜌�⃗� +
�⃗�
[︁
−𝛼0 + 𝜀0𝜌(�⃗��⃗�)− 𝜀0𝜌(�⃗�∇⃗)𝑣

2

2

]︁
1− 𝜀0𝑣2

. (10)

Запишем уравнение (10) в цилиндрических координатах для компонент 𝑣𝑟
и 𝑣𝑧 [3]:

𝜌(𝑣𝑟𝜕𝑟 + 𝑣𝑧𝜕𝑧)𝑣𝑟 = −𝜕𝑃
𝜕𝑟

+
𝑣𝑟

(1− 𝜀0𝑣2)

[︂
−𝛼0 + 𝜀0𝜌𝑔𝑣𝑧 − 𝜀0𝜌 (𝑣𝑟𝜕𝑟 + 𝑣𝑧𝜕𝑧)

𝑣2

2

]︂
, (11)

𝜌(𝑣𝑟𝜕𝑟 + 𝑣𝑧𝜕𝑧)𝑣𝑧 =

= −𝜕𝑃
𝜕𝑧

+ 𝜌𝑔 +
𝑣𝑧

(1− 𝜀0𝑣2)

[︂
−𝛼0 + 𝜀0𝜌𝑔𝑣𝑧 − 𝜀0𝜌 (𝑣𝑟𝜕𝑟 + 𝑣𝑧𝜕𝑧)

𝑣2

2

]︂
. (12)

Продифференцируем уравнение (11) по 𝑧, а уравнение (12) по 𝑟 и запишем их

разность с учётом того, что
𝜕2𝑃

𝜕𝑧𝜕𝑟
≡ 𝜕2𝑃

𝜕𝑟𝜕𝑧
:

𝜌𝜕𝑧 [(𝑣𝑟𝜕𝑟 + 𝑣𝑧𝜕𝑧)𝑣𝑟]− 𝜌𝜕𝑟 [(𝑣𝑟𝜕𝑟 + 𝑣𝑧𝜕𝑧)𝑣𝑧] =

= 𝜕𝑧

{︂
𝑣𝑟

[︂
−𝛼0 + 𝜀0𝜌𝑔𝑣𝑧 − 𝜀0𝜌 (𝑣𝑟𝜕𝑟 + 𝑣𝑧𝜕𝑧)

𝑣2

2

]︂
/
(︀
1− 𝜀0𝑣

2
)︀}︂

−
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− 𝜕𝑟

{︂
𝑣𝑧

[︂
−𝛼0 + 𝜀0𝜌𝑔𝑣𝑧 − 𝜀0𝜌 (𝑣𝑟𝜕𝑟 + 𝑣𝑧𝜕𝑧)

𝑣2

2

]︂
/
(︀
1− 𝜀0𝑣

2
)︀}︂

. (13)

Будем рассматривать течение жидкости, при котором компоненты скорости
𝑣𝑟 и 𝑣𝑧 можно представить в виде:

𝑣𝑧 = 𝑣0 + 𝜉(𝑟, 𝑧), |𝜉| ≪ 𝑣0, 𝑣𝑟 ≪ 𝑣0, 𝑣0 = const, (14)

𝑣2 = (𝑣0 + 𝜉)2 = 𝑣20 + 2𝑣0𝜉.

С учётом (14) функцию (1− 𝜀0𝑣
2)−1 можно представить в виде:

(1− 𝜀0𝑣
2)−1 ≈ (1− 𝜀0𝑣

2
0 − 2𝜀0𝑣0𝜉)

−1 = (1− 𝜀0𝑣
2
0)

−1

[︂
1− 2𝜀0𝑣0𝜉

1− 𝜀0𝑣20

]︂−1

≈

≈ (1− 𝜀0𝑣
2
0)

−1

(︂
1 +

2𝜀0𝑣0𝜉

1− 𝜀0𝑣20

)︂
. (15)

Подставляем 𝑣𝑧 и 𝑣𝑟 из (14) в (13) и получаем уравнение:

𝜌𝑣0
𝜕2

𝜕𝑧2
𝑣𝑟 +

𝛼0 − 𝜀0𝜌𝑔𝑣0
1− 𝜀0𝑣20

𝜕

𝜕𝑧
𝑣𝑟 =

=
𝜌𝑣0

1− 𝜀0𝑣20

𝜕2

𝜕𝑧𝜕𝑟
𝜉 +

[𝛼0(1 + 𝜀0𝑣
2
0)− 2𝜀0𝜌𝑔𝑣0]

(1− 𝜀0𝑣20)
2

𝜕

𝜕𝑟
𝜉, 1− 𝜀0𝑣

2
0 ̸= 0. (16)

Запишем в явном виде уравнение непрерывности (2) с учётом (4):

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟

(︂
𝑣𝑟 −𝐷(𝑧)

𝜕

𝜕𝑟
𝑣𝑧

)︂]︂
+

𝜕

𝜕𝑧
𝑣𝑧 = 0. (17)

В (17) 𝐷(𝑧) — коэффициент поперечной диффузии. Подставляем в (17) 𝑣𝑟 и 𝑣𝑧
из (14) и получаем уравнение:

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

[︂
𝑟

(︂
𝑣𝑟 −𝐷(𝑧)

𝜕

𝜕𝑟
𝜉

)︂]︂
+

𝜕

𝜕𝑧
𝜉 = 0. (18)

Уравнения (16) и (18) являются линейными дифференциальными уравнени-
ями, допускающими решение в разделённых переменных. Будем искать решение
уравнений (16) и (18) в виде:

𝑣𝑟 = 𝑃 (𝑟)𝑄(𝑧), 𝜉 =𝑀(𝑟)𝑁(𝑧). (19)

С учётом (19) уравнения (16) и (18) запишутся так:

𝜌𝑣0𝑃 (𝑟)𝑄
′′(𝑧) +

𝛼0 − 𝜀0𝜌𝑔𝑣0
1− 𝜀0𝑣20

𝑃 (𝑟)𝑄′(𝑧) =

=
𝜌𝑣0

1− 𝜀0𝑣20
𝑀 ′(𝑟)𝑁 ′(𝑧) +

[𝛼0(1 + 𝜀0𝑣
2
0)− 2𝜀0𝜌𝑔𝑣0]

(1− 𝜀0𝑣20)
2

𝑀 ′(𝑟)𝑁(𝑧). (20)

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[𝑟𝑃 (𝑟)]𝑄(𝑧)−𝐷(𝑧)

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
[𝑟𝑀 ′(𝑟)]𝑁(𝑧) +𝑀(𝑟)𝑁 ′(𝑧) = 0. (21)
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Уравнения (20)–(21) представляют собой систему двух уравнений на четыре
функции 𝑃 (𝑟), 𝑄(𝑧), 𝑀(𝑟), 𝑁(𝑧). Следовательно, существует некоторая свобода
их выбора.

Предположим, что
𝑀 ′(𝑟) = 𝜎𝑃 (𝑟), 𝜎 = const. (22)

С учётом (22) уравнение (21) можно представить в виде:

1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟 [𝑟𝑀

′(𝑟)]

𝜎
[𝑄(𝑧)−𝐷(𝑧)𝜎𝑁(𝑧)] +𝑀(𝑟)𝑁 ′(𝑧) = 0. (23)

Уравнение (23) представим в виде:

1
𝑟
𝜕
𝜕𝑟 [𝑟𝑀

′(𝑟)]

𝑀(𝑟)
= − 𝜎𝑁 ′(𝑧)

𝑄(𝑧)−𝐷(𝑧)𝜎𝑁(𝑧)
= −𝜆, 𝜆 = const. (24)

Из (24) получаем два уравнения:

𝑟2𝑀 ′′(𝑟) + 𝑟𝑀 ′(𝑟) + 𝜆𝑟2𝑀(𝑟) = 0, (25)

𝜆𝑄(𝑧)− 𝜆𝐷(𝑧)𝜎𝑁(𝑧)− 𝜎𝑁 ′(𝑧) = 0. (26)

Уравнение (25) является уравнением Бесселя нулевого порядка и имеет убы-
вающее решение вида

𝑀(𝑟) = −𝐽0(
√
𝜆𝑟). (27)

Из (22) находим 𝑃 (𝑟):

𝑃 (𝑟) =
1

𝜎
𝑀 ′(𝑟) =

√
𝜆

𝜎
𝐽1(

√
𝜆𝑟). (28)

Граничные условия на поверхности трубы 𝑟 = 𝑟0:

𝑣𝑟(𝑟0) = 0, 𝑃 (𝑟0) = 0. (29)

Функция 𝐽1(𝑥) имеет первый нуль при 𝑥 = 0, второй нуль при 𝑥 ≈ 3, 83.

Отсюда получаем конкретное значение:
√
𝜆𝑎 ≈ 3, 83,

√
𝜆 = 3, 83/𝑎.

С учётом (22) уравнение (20) запишется так:

𝐴𝑄′′(𝑧) +𝐵𝑄′(𝑧) = 𝜎𝐶𝑁 ′(𝑧) + 𝜎Γ𝑁(𝑧), (30)

где

𝐴 = 𝜌𝑣0, 𝐵 =
𝛼0 − 𝜀0𝑣0𝜌𝑔

1− 𝜀0𝑣20
, 𝐶 =

𝜌𝑣0
1− 𝜖0𝑣20

, Γ =
𝛼0(1 + 𝜀0𝑣

2
0)− 2𝜀0𝑣0𝜌𝑔

(1− 𝜀0𝑣20)
2

.

Для определения 𝑄(𝑧) и 𝑁(𝑧) имеем два уравнения (26) и (30). Представим
их таким образом:

𝑄(𝑧) = 𝜎𝐷(𝑧)𝑁(𝑧) +
𝜎

𝜆
𝑁 ′(𝑧), (31)

𝑄′′(𝑧) +
𝐵

𝐴
𝑄′(𝑧) =

𝜎𝐶

𝐴
𝑁 ′(𝑧) +

𝜎Γ

𝐴
𝑁(𝑧). (32)
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В общем случае система уравнений (31), (32) сводится к одному уравнению
третьего порядка для 𝑁(𝑧) :

𝑁 ′′′ +𝑁 ′′
(︂
𝜆𝐷 +

𝐵

𝐴

)︂
+𝑁

′
(︂
2𝜆𝐷′ +

𝜆𝐵

𝐴
𝐷 − 𝜆𝐶

𝐴

)︂
+𝑁

(︂
𝜆𝐷′′ − 𝜆Γ

𝐴

)︂
= 0. (33)

При 𝐷(𝑧) = 𝐷0 = const получаем уравнение с постоянными коэффициентами:

𝑁 ′′′ +𝑁 ′′
(︂
𝜆𝐷0 +

𝐵

𝐴

)︂
+𝑁 ′

(︂
𝜆𝐵

𝐴
𝐷0 −

𝜆𝐶

𝐴

)︂
+𝑁

𝜆Γ

𝐴
= 0. (34)

Решение уравнения (34) ищем в виде

𝑁 = 𝑁0𝑒
𝛼𝑧, 𝑁0 = const, 𝛼 = const. (35)

Подставляем (35) в (34) и получаем уравнение для определения 𝛼:

𝛼3 + 𝑟𝛼2 + 𝑆𝛼+ 𝑡 = 0, (36)

где 𝑟 = 𝜆𝐷0 +
𝐵

𝐴
, 𝑆 =

𝜆𝐵

𝐴
𝐷0 −

𝜆𝐶

𝐴
, 𝑡 = −𝜆Γ

𝐴
.

При переходе к новой переменной 𝛼 = 𝜂 − 𝑟

3
получаем уравнение для 𝜂:

𝜂3 + 𝑝𝜂 + 𝑞 = 0, (37)

где 𝑝 =
3𝑆 − 𝑟2

3
, 𝑞 =

2𝑟3

27
− 𝑟𝑆

3
+ 𝑡.

Простейшее решение уравнения (37) получаем при 𝑝 = 𝑞 = 0. При этом 𝜂 = 0
и

𝛼 = −1

3
𝑟 = −1

3

(︂
𝜆𝐷0 +

𝐵

𝐴

)︂
. (38)

Полученное решение имеет вид:

𝑁 = 𝑁0𝑒
− 1

3(𝜆𝐷0+
𝐵
𝐴 )𝑧. (39)

Получили быстро убывающую с ростом 𝑧 функцию.
В общем случае в уравнении (33) коэффициент диффузии выбираем в виде:

𝐷(𝑧) =
1

𝛾(𝛾 − 𝐵
𝐴 )

(︃
Φ0𝑒

𝛾𝑧𝑐ℎ

√︂
𝐵𝛾

𝐴
𝑧 +

𝛾3

𝜆
− 𝛾2𝐵

𝜆𝐴
− 𝛾𝐶

𝐴
+

Γ

𝐴

)︃
, (40)

где 𝛾 — произвольная постоянная, удовлетворяющая условию: 𝛾 > 𝐵/𝐴. При этом

𝐷(0) =
1

𝛾(𝛾 − 𝐵
𝐴 )

(︂
Φ0 +

𝛾3

𝜆
− 𝛾2𝐵

𝜆𝐴
− 𝛾𝐶

𝐴
+

Γ

𝐴

)︂
> 0.

В этом случае решение уравнения (33) имеет вид: 𝑁 = 𝑁0𝑒
−𝛾𝑧, 𝑁0 = const.

Рассмотрим специальный случай, когда в (32) Γ = 0 и система уравнений
(31)–(32) сводится к уравнению второго порядка для 𝑁(𝑧). При Γ = 0 из (32)
имеем:

𝑄′(𝑧) +
𝐵

𝐴
𝑄(𝑧) =

𝜎𝐶

𝐴
𝑁(𝑧). (41)
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Из (31) имеем:
𝑄′(𝑧) = 𝜎𝐷′(𝑧)𝑁(𝑧) + 𝜎𝐷(𝑧)𝑁 ′(𝑧) +

𝜎

𝜆
𝑁 ′′. (42)

При подстановке 𝑄
′
(𝑧) из (42) в (41) получаем уравнение для 𝑁(𝑧):

𝑁 ′′ +𝑁 ′
(︂
𝐷(𝑧)𝜆+

𝐵

𝐴

)︂
+𝑁

(︂
𝐷′(𝑧)𝜆+

𝐵

𝐴
𝐷(𝑧)𝜆− 𝐶𝜆

𝐴

)︂
= 0. (43)

Из условия Γ = 0 следует связь между постоянными, входящими в уравнение:

𝛼0 =
2𝜀0𝑣0𝜌𝑔

1 + 𝜀0𝑣20
. (44)

На четыре произвольных параметра 𝛼0, 𝜀0, 𝑣0, 𝜌 одна связь, при этом три пара-
метра свободные. При выполнении (44) имеем:

𝐵 =
𝜀0𝑣0𝜌𝑔

1 + 𝜀0𝑣20
,

𝐵

𝐴
=

𝜀0𝑔

1 + 𝜀0𝑣20
= 𝑎,

𝜆𝐶

𝐴
=

𝜆

1− 𝜀0𝑣20
= 𝑏. (45)

Запишем уравнение (43) с учётом (45):

𝑁 ′′ + (𝜆𝐷(𝑧) + 𝑎)𝑁 ′ + (𝜆𝐷′(𝑧) + 𝑎𝜆𝐷(𝑧)− 𝑏)𝑁 = 0. (46)

Рассмотрим частные случаи выбора коэффициента диффузии 𝐷(𝑧).
1. 𝐷(𝑧) = 0.
Из (43) получаем уравнение:

𝑁 ′′ + 𝑎𝑁 ′ − 𝑏𝑁 = 0. (47)

Решение уравнения (47) ищем в виде

𝑁(𝑧) = 𝑁0𝑒
𝛾𝑧, 𝛾 = const, 𝑁0 = const. (48)

Для 𝛾 из (47) получаем уравнение 𝛾2 + 𝑎𝛾 − 𝑏 = 0 и его решение:

𝛾1 = −𝑎
2
+

√︂
𝑎2

4
+ 𝑏, 𝛾2 = −𝑎

2
−
√︂
𝑎2

4
+ 𝑏.

Если 𝜀0𝑣20 > 1 и 𝑏 < 0, решение уравнения (47) запишется так:

𝑁(𝑧) = 𝐶1𝑒
𝛾1𝑧 + 𝐶2𝑒

𝛾2𝑧, 𝐶1, 𝐶2 = const.

Если 𝜀0𝑣20 < 1 и 𝑏 > 1, то

𝑁(𝑧) = 𝐶𝑒𝛾2𝑧, 𝐶 = const.

Решение — убывающая функция с ростом 𝑧.
2. 𝐷(𝑧) = 𝐷0 = const.
Из (43) получаем уравнение:

𝑁 ′′ + (𝜆𝐷0 + 𝑎)𝑁 ′ + (𝑎𝐷0𝜆− 𝑏)𝑁 = 0. (49)

Решение уравнения (49) ищем в виде (48). Для 𝛾 из (49) получаем уравнение

𝛾2 +𝑅1𝛾 +𝑅2 = 0, 𝑅1 = 𝛾𝐷0 + 𝑎, 𝑅2 = 𝑎𝐷0𝜆− 𝑏,
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имеющее решение:

𝛾1 = −𝑅1

2
+

√︂
𝑅2

1

4
−𝑅2, 𝛾2 = −𝑅1

2
−
√︂
𝑅2

1

4
−𝑅2.

При 𝑅2 > 0 𝑁(𝑧) = 𝐶1𝑒
𝛾1𝑧+𝐶2𝑒

𝛾2𝑧, 𝐶1, 𝐶2 = const. При 𝑅2 < 0 𝑁(𝑧) = 𝐶𝑒𝛾2𝑧, 𝐶 =
const.

Полученное решение — убывающая функция 𝑧.
3.

𝐷(𝑧) = 𝐷0𝑒
−𝛾𝑧, 𝛾 = const, 𝐷0 = const. (50)

При подстановке (50) в (46) получаем следующее уравнение для 𝑁(𝑧):

𝑁 ′′ + (𝜆𝐷0𝑒
−𝛾𝑧 + 𝑎)𝑁 ′ + [(𝑎𝜆𝐷0 − 𝜆𝛾𝐷0)𝑒

−𝛾𝑧 − 𝑏]𝑁 = 0. (51)

В уравнении (51) перейдём к новой функции от нового аргумента:

𝑁(𝑧) = Ψ(𝜉), 𝜉 = 𝑒−𝛾𝑧. (52)

Для Ψ из (51) получаем уравнение:

Ψ′′ +Ψ′ 1

𝜉

(︂
𝛾 − 𝑎

𝛾
− 𝜆𝐷0

𝛾
𝜉

)︂
+

1

𝜉2
Ψ

(︂
𝜆𝐷0(𝑎− 𝛾)

𝛾2
𝜉 − 𝑏

𝛾2

)︂
= 0. (53)

Введём обозначения:

𝛾 − 𝑎

𝛾
= 𝑆,

𝜆𝐷0

𝛾
= ℎ,

𝑏

𝛾2
= 𝑡, 1− 𝑎

𝛾
= 𝑆. (54)

В обозначениях (54) уравнение (53) запишется так:

Ψ′′ +
(𝑆 − ℎ𝜉)

𝜉
Ψ′ − (ℎ𝑆𝜉 + 𝑡)

𝜉2
Ψ = 0. (55)

Уравнение (55) является уравнением вырожденного гипергеометрического ти-
па и с помощью подстановки Ψ(𝜉) = 𝜙(𝜉)𝑦(𝜉) сводится к канонической форме для
функции 𝑦(𝜉) [4]:

𝜉𝑦′′(𝜉) + 𝜏(𝜉)𝑦′(𝜉)− 𝛼𝑦(𝜉) = 0, (56)

где 𝜏(𝜉) — полином первой степени, 𝛼 = const. Существует 4 типа уравнений (56),
соответствующие различным видам 𝜙(𝜉), 𝜏(𝜉), 𝛼, которые определяют реальные
режимы течения жидкости.

Рассмотрим возможные выборы 𝜙(𝜉) и соответствующие формы уравнения (56).
1. При выборе 𝜙(𝜉) в виде

𝜙(𝜉) = 𝜉
1
2 (

𝑎
𝛾+𝜔)𝑒ℎ𝜉, (57)

где 𝑎 определяется из (45), ℎ — из (54),

𝜔 =

√︃
𝑎2

𝛾2
− 4𝜆

𝛾2(𝜀0𝑣20 − 1)
,

𝑎2

𝛾2
− 4𝜆

𝛾2(𝜀0𝑣20 − 1)
> 0, 𝜀0𝑣

2
0 > 1, (58)

получаем убывающую функцию при возрастающем 𝑧.
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Для 𝑦(𝜂), 𝜂 = ℎ𝜉, получаем уравнение:

𝜂𝑦′′(𝜂) + (1 + 𝜔 + 𝜂)𝑦′(𝜂) +

(︂
3− 3𝑎

2𝛾
+

1

2
𝜔

)︂
𝑦(𝜂) = 0. (59)

Уравнение (59) является канонической формой уравнения вырожденного ги-
пергеометрического типа и имеет решение в виде суммы двух линейно независи-
мых вырожденных гипергеометрических функций [4]:

𝑦(𝜂) = 𝐶1𝑓(𝛼, 𝛾,−𝜂) + 𝐶2𝑒
−𝜂𝑓(𝛾 − 𝛼, 𝛾, 𝜂), 𝐶1, 𝐶2 = const, (60)

где 𝛾 = 1 + 𝜔1, −𝛼 = 3− 3𝑎

2𝛾
+

1

2
𝜔.

Кроме решения (60) уравнение (59) имеет частное решение в виде полиномов
Ляггера:

𝑦𝑛(𝜂) = 𝐿−𝜔
𝑛 (𝜂) = 𝐵𝑛𝜂

−𝜔𝑒−𝜂
d𝑛

d𝜂𝑛
(𝑒𝜂𝜂𝜔+𝑛), 𝐵𝑛 = const (61)

с соответствующими собственными значениями

−𝛼𝑛 = −𝑛 = 3− 3𝑎

2𝛾
+

1

2
𝜔. (62)

Решение (61) существует только в том случае, когда при
√
𝜆 = 3, 83/𝑟0 (𝑟0 —

радиус трубы) и фиксированном значении 𝛾 существуют такие 𝜀0 и 𝑣0, что вы-
полняется равенство (62). Из (62) следует:

𝑛+ 3 =
1

2𝛾

(︃
3𝑎−

√︃
𝑎2 − 4𝜆

𝜀0𝑣20 − 1

)︃
. (63)

В простейшем случае:

𝑎2 =
4𝜆

𝜀0𝑣20 − 1
. (64)

С учётом (64) из (63) получаем:

𝑎 =
2

3
𝛾(𝑛+ 3). (65)

Из (64) следует:

𝜀0𝑣
2
0 =

4𝜆

𝑎2
+ 1 =

4𝜆[︀
2
3𝛾(𝑛+ 3)

]︀2 + 1. (66)

Учитывая, что 𝑎 = 𝜀0𝑔/
(︀
1 + 𝜀0𝑣

2
0

)︀
, для 𝜀0𝑔/𝛾 получаем выражение:

𝜀0𝑔

𝛾
=
𝑎

𝛾
(1 + 𝜀0𝑣

2
0) =

6𝜆

𝛾2(𝑛+ 3)
+

4

3
(𝑛+ 3). (67)

Выражаем 𝜀0𝑔/𝛾 и 𝜀0𝑣
2
0 через 𝛼, 𝛾 и 𝑛. Каждому 𝜀0𝑔/𝛾 соответствуют свои

𝜀0𝑣
2
0 и 𝑛.
2. При выборе 𝜙(𝜉) в виде

𝜙(𝜉) = 𝜉
1
2(

𝑎
𝛾−𝜔) (68)

получаем убывающую функцию при возрастании 𝑧.
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Для 𝑦(𝜂) получаем уравнение

𝜂𝑦′′(𝜂) + (1− 𝜔 − 𝜂)𝑦′(𝜂) +

(︂
1− 3𝑎

2𝛾
+

1

2
𝜔

)︂
𝑦(𝜂) = 0. (69)

Уравнение (69) является уравнением вырожденного гипергеометрического ти-
па и имеет решение в виде суммы двух линейно независимых вырожденных ги-
пергеометрических функций:

𝑦(𝜂) = 𝐶1𝑓(𝛼, 𝛾, 𝜂) + 𝐶2𝑒
−𝜂𝑓(𝛾 − 𝛼, 𝛾,−𝜂), (70)

где 𝛾 = 1− 𝜔, −𝛼 = 1− 3𝑎

𝛾
+

1

2
𝜔.

Уравнение (69) полиномиальных решений не имеет.
3. При выборе 𝜙(𝜉) в виде

𝜙(𝜉) = 𝜉
1
2(

𝑎
𝛾−𝜔)𝑒ℎ𝜉, (71)

получаем убывающую функцию при возрастании 𝑧.
Для 𝑦(𝜉) получаем уравнение

𝜂𝑦′′(𝜂) + (1− 𝜔 + 𝜂)𝑦′(𝜂) +

(︂
3− 3𝑎

2𝛾
− 1

2
𝜔

)︂
𝑦(𝜂) = 0. (72)

Уравнение (72) является уравнением вырожденного гипергеометрического ти-
па и имеет решение в виде суммы двух линейно независимых вырожденных ги-
пергеометрических функций:

𝑦(𝜂) = 𝐶1𝑓(𝛼, 𝛾, 𝜂) + 𝐶2𝑒
𝜂𝑓(𝛾 − 𝛼, 𝛾,−𝜂), 𝐶1, 𝐶2 = const, (73)

где 𝛾 = 1− 𝜔, −𝛼 = 3− 3𝑎

2𝛾
+

1

2
𝜔.

Кроме того, уравнение (73) имеет частные решения в виде полиномов Ляггера

𝑦𝑛(𝜂) = 𝐿𝜔𝑛(𝜂) = 𝐵𝑛𝜂
𝜔𝑒−𝜂

d𝑛

d𝜂𝑛
(︀
𝑒𝜂𝜂−𝜔+𝑛

)︀
(74)

с собственными значениями

−𝛼𝑛 = −𝑛 = 3− 3𝑎

2𝛾
− 1

2
𝜔. (75)

Решение (74) существует только в том случае, если при
√
𝜆 = 3, 83/𝑟0 и фикси-

рованном значении 𝛾 существуют такие 𝜀0 и 𝑣0, что выполняется равенство (75).
Из (75) следует:

𝑛+ 3 =
3𝑎

2𝛾
+

1

2𝛾

√︃
𝑎2 − 4𝜆

𝜀0𝑣20 − 1
. (76)

В частном случае 𝑎2 =
4𝜆

𝜀0𝑣20 − 1
выражения 𝜀0𝑣20 и 𝜀0𝑔/𝛾 совпадают со случаем

1.
4. При выборе 𝜙(𝜉) в виде

𝜙(𝜉) = 𝜉
1
2 (

𝑎
𝛾+𝜔) (77)
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получаем убывающую функцию при возрастании 𝑧.
Для 𝑦(𝜉) получаем уравнение

𝜂𝑦′′(𝜂) + (1 + 𝜔 − 𝜂)𝑦′(𝜂) +

(︂
1− 3𝑎

2𝛾
− 1

2
𝜔

)︂
𝑦(𝜂) = 0. (78)

Как и в предыдущих случаях уравнение (78) является уравнением вырожден-
ного гипергеометрического типа и имеет решение:

𝑦(𝜂) = 𝐶1𝑓(𝛼, 𝛾, 𝜂) + 𝐶2𝜂
1−𝛾𝑓(𝛼− 𝛾 + 1, 2− 𝛾, 𝜂), (79)

где 𝛾 = 1 + 𝜔, −𝛼 = 1− 3𝑎

2𝛾
− 1

2
𝜔.

Уравнение (78) полиномиальных решений не имеет.
У всех рассмотренных решений 𝑣𝑧(𝑟, 𝑧) убывает с ростом 𝑧 по экспоненциаль-

ному закону.

Литература
1. Шейдеггер А. Э. Физика течения жидкостей через пористые среды. — Москва:

Институт компьютерных исследований. НИЦ «Регулярная и хаотическая ди-
намика», 2008.

2. Течение жидкости в пористой среде и оптимизация параметров фильтров с зер-
нистой загрузкой / Ю. П. Рыбаков, Д. Н. Маслов, Г. Н. Шикин, В. А. Януш-
кевич // Труды конференции «Инженерные системы». — 2008. — С. 351–354.

3. Ландау Л. Д., Лифшиц Е. М. Гидродинамика. — Москва: Наука, 1988.
4. Никифоров А. Ф., Уваров В. В. Специальные функции математической физи-

ки. — Москва: Наука, 1978.

UDC 532.5
Investigation of Nonpotential Flow of Fluid in Porous Medium

Taking into Account of Nonlinear Darcy Law and Variable
Diffusion Coefficient

Yu. P. Rybakov, O.D. Sviridova, G.N. Shikin
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Peoples’ Friendship University of Russia

6, Miklukho-Maklaya str., Moscow, Russian Federation, 117198

We have considered the non-potential flow of the incompressible fluid in the porous medium
taking into account nonlinear Darcy law and different types of the diffusion coefficient. The
flow is supposed to be cylindrically-symmetric and stationary. The velocity has two compo-
nents: �⃗� = (𝑣𝑟, 0, 𝑣𝑧). We have considered the flow when 𝑣𝑧 = 𝑣0 + 𝜉(𝑟, 𝑧), |𝜉| ≪ 𝑣0, 𝑣𝑟 ≪
𝑣0, 𝑣0 = const. The combination of the Euler equations reduces to the equation of second or-
der, and continuity equation reduces to an equation of first order for 𝜉(𝑟, 𝑧) and 𝑣𝑟(𝑟, 𝑧). These
equations are linear differential equations with solutions of the form 𝑣𝑟(𝑟, 𝑧) = 𝑃 (𝑟)𝑄(𝑧),
𝜉 = 𝑀(𝑟)𝑁(𝑧). For 𝑀(𝑟) we have obtained the Bessel equation of zero order with solution

in the form 𝑀(𝑟) = −𝐽0(
√
𝜆𝑟), 𝜆 = const. From the relation between 𝑀(𝑟) and 𝑃 (𝑟) we

have obtained 𝑃 (𝑟): 𝑃 (𝑟) = 1
𝜎
𝑀 ′ =

√
𝜆

𝜎
𝐽1(

√
𝜆𝑟), 𝜎 = const. The system of equations for

𝑄(𝑧) and 𝑁(𝑧) is reduced to one equation of the third order for 𝑁(𝑧). We have obtained the

exact solution of this equation with fixed diffusion coefficient 𝐷(𝑧) = Φ0𝑒
𝛾𝑧𝑐ℎ

√︁
𝐵𝛾
𝐴
𝑧 + Φ1

where Φ0, Φ1, 𝛾, 𝐵, 𝐴 = const. A special case when constants in the equation are connected
in the relation 𝛼0 = 2𝜀0𝑣0𝜌𝑔(1 + 𝜀0𝑣

2
0) is fully considered. In this case for function 𝑁(𝑧) we

have obtained the equation of second order. Exact solutions of this equation are obtained
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with three types of diffusion: 𝐷(𝑧) = 0, 𝐷(𝑧) = 𝐷0, 𝐷(𝑧) = 𝐷0𝑒
−𝛾𝑧, 𝐷0 = const, 𝛾 = const.

We have established that for all solutions the component of the velocity 𝑣𝑧(𝑟, 𝑧) decreases
exponentially with increasing of 𝑧.

Key words and phrases: nonpotential flow, porous medium, Darcy law, diffusion co-
efficient.
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