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На базе связанных задач гидроупругости, описываемых уравнениями динамики оболочек
и вязкой несжимаемой жидкости, известны математические модели волновых движений в
бесконечно длинных геометрически нелинейных оболочках, содержащих вязкую несжимае-
мую жидкость, в виде обобщённых уравнений Кортевега–де Вриза (КдВ). Математические
модели волнового процесса в бесконечно длинных геометрически нелинейных соосных ци-
линдрических упругих оболочках с вязкой несжимаемой жидкостью между оболочками,
полученные применением метода возмущений по малому параметру задачи, описываются
в виде системы обобщённых уравнений КдВ. В представленной статье проведено иссле-
дование модели волновых явлений в двух геометрически нелинейных упругих соосных
цилиндрических оболочках, содержащих вязкую несжимаемую жидкость как между ними,
так и внутри, и окружённых упругой средой, действующей как в нормальном, так и в про-
дольном направлении. Для рассмотренных систем уравнений с учётом влияния жидкости с
помощью построения базиса Грёбнера получены разностные схемы типа Кранка–Николсона.
Для генерации этих разностных схем использованы базовые интегральные разностные
соотношения, которые аппроксимируют исходную систему уравнений.
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Введение
Взаимодействие упругих элементов конструкций с жидкостью рассматривалось в

разных аспектах. В условиях вибрации взаимодействие вязкой несжимаемой жидко-
сти с упругими оболочками исследовалось в [1–3], а с учётом вращения жидкости —
в [4].

В современной волновой динамике одним из важных направлений является изуче-
ние поведения волн деформаций в упругих тонкостенных конструкциях. Проблема
распространения волн в газовой динамике и теории упругих оболочек изучается при
помощи линеаризованных уравнений. При этом скорость распространения возмуще-
ний считается постоянной и равной скорости распространения звука в невозмущённой
среде. Однако ряд явлений, несмотря на малые значения зависимых переменных,
целиком определяется зависимостью скорости распространения возмущений от ве-
личины зависимых переменных и исследуется на базе нелинейных уравнений. Эти
исследования проводятся с помощью методов возмущений, таких как метод сра-
щиваемых асимптотических разложений, метод деформируемых координат, метод
многомасштабных разложений.

Кроме того, проблемы распространения волн в упругих и вязкоупругих тонкостен-
ных конструкциях, в том числе в бесконечно длинных цилиндрических оболочках
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без взаимодействия с вязкой несжимаемой жидкостью, рассматривались в [5, 6] с
позиции теории солитонов.

Известны математические модели, учитывающие влияние вязкой несжимаемой
жидкости на волновые процессы в бесконечно длинных геометрически и физически
нелинейных оболочках [7, 8]. При этом найдены эффекты влияния вязкой несжи-
маемой жидкости на поведение волны деформации в оболочке в зависимости от
коэффициента Пуассона материала оболочки. В частности, при наличии жидкости
в оболочке из неорганических материалов (различные трубопроводы в технологи-
ческих сооружениях) выявлен экспоненциальный рост амплитуды волны. В случае
органического материала (кровеносные сосуды) волна в жидкости быстро затухает.

Решение поставленной в работе задачи для геометрически нелинейных оболочек
представляется актуальным и сложным, имеет важное значение для акустической
диагностики и неразрушающего контроля материалов. Во многом интерес к подобным
задачам инициирован необходимостью анализа упругих и динамических свойств
нанообъектов, в частности, карбоновых нанотрубок.

В настоящей работе развивается метод возмущений для моделирования нелинейных
волн деформаций в упругой цилиндрической оболочке, заполненной вязкой несжимае-
мой жидкостью, окружённой упругой средой и при конструкционном демпфировании
в продольном направлении. Аналогичная задача без влияния упругой среды была
рассмотрена в работе [9]. Показано влияние вязкой несжимаемой жидкости, заполня-
ющей оболочку, окружающей упругой среды и конструкционного демпфирования на
поведение продольных волн деформации в упругой цилиндрической оболочке.

Постановка задачи
Рассмотрим окружённые упругой средой две соосные бесконечно длинные упругие

оболочки (см. рис. 1), между которыми находится вязкая несжимаемая жидкость.
Зазор между оболочками, занимаемый жидкостью 𝛿, радиус срединной поверхности
оболочки 𝑅; 𝑅1 = 𝑅(1) − ℎ

(1)
0 /2 — внутренний радиус внешней оболочки; 𝑅2 =

𝑅(2)+ℎ
(2)
0 /2 — внешний радиус внутренней оболочки; 𝑅3 = 𝑅(2)−ℎ(2)0 /2 — внутренний

радиус внутренней оболочки, 𝑅(1), 𝑅(2) — радиусы срединных поверхностей внешней и
внутренней оболочек; ℎ(1)0 , ℎ(2)0 — их толщины. В дальнейшем, для внешней оболочки
будем использовать обозначение сверху индексом (𝑖) = (1), а для внутренней —
индексом (𝑖) = (2).
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Рис. 1. Бесконечно длинные соосные цилиндрические оболочки

Записывая уравнения движения элемента цилиндрической оболочки в перемеще-
ниях для модели Кирхгофа–Лява, рассмотрим материал с линейной зависимостью
интенсивности напряжений 𝜎𝑖 от интенсивности деформаций 𝑒𝑖 [10]: 𝜎𝑖 = 𝐸𝑒𝑖, где
𝐸 — модуль Юнга.

Уравнения движения вязкой несжимаемой жидкости и уравнение неразрывности в
цилиндрической системе координат 𝑟, Θ, 𝑥 записываются, в случае осесимметричного
течения, в виде [11, 12]:
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(1)

На границе оболочек и жидкости на рис. (1) при 𝑟 = 𝑅𝑖 − 𝑊 (𝑖) выполняются
условия прилипания жидкости [12]

𝜕𝑈 (𝑖)

𝜕𝑡
= 𝑉𝑥 + 𝑈 (𝑖)𝜕𝑉𝑥
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Здесь 𝑡 –– время; 𝑥, 𝑟 — цилиндрические координаты; 𝑉𝑥, 𝑉𝑟 –– проекции на оси
цилиндрической системы координат вектора скорости жидкости; 𝑝 — давление, 𝜌 —
плотность, 𝜈 — кинематический коэффициент вязкости жидкости; 𝑈 (𝑖) — продольное
упругое перемещение оболочки по оси 𝑥; 𝑊 (𝑖) — прогиб оболочки, положительный
к центру кривизны.

Уравнения динамики оболочки записываются в виде [13, 14]
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Здесь ℎ
(𝑖)
0 — толщины оболочек; 𝜇0 — коэффициент Пуассона, 𝜌0 — плотность;

𝑈 (𝑖), 𝑊 (𝑖) — продольное перемещение и прогиб, положительный к центру кривизны,
𝑥 — продольная координата; 𝑡 — время; 𝑞𝑖𝑥, 𝑞𝑛 — напряжения со стороны жидкости,
находящейся между оболочками; 𝑞𝑥, 𝑞𝑛 — напряжения со стороны жидкости, запол-
няющей внутреннюю оболочку; реакция упругой среды в нормальном и продольном
направлениях [5, 6, 15–18]:
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𝑐0 =
√︀
𝐸/ (𝜌0 (1− 𝜇2

0))– скорость распространения продольных волн в оболочке.
Напряжения со стороны слоя жидкости определяются формулами

𝑞𝑛 = −𝑝+ 2𝜌𝜈
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)︂
. (4)

Уравнения динамики оболочек
Принимая за характерную длину 𝑙 – длину волны, перейдём к безразмерным

переменным для исследования уравнений (3):
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𝑙
. (5)
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Применим метод асимптотических разложений, вводя независимые переменные
в виде

𝜉 = 𝑥* − 𝑐𝑡*, 𝜏 = 𝜀𝑡*, (7)

где 𝑐 — безразмерная неизвестная скорость волны, 𝜏 — быстрое время, а 𝜀 — малый
параметр.

Записываем систему уравнений (3) в безразмерных переменных с использованием
формул (5)–(7) и разложим упругие перемещения по степеням 𝜀 = 𝑢𝑚

𝑙 :

𝑢
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11 + . . . , 𝑢
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31 + . . . . (8)

Подставим разложение (8) в полученные уравнения из (3) и после некоторых
преобразований этих уравнений, аналогичных приведённым в [8, 19], приравняем
нулю коэффициенты при 𝜀0, получим

𝑤𝑚𝑙
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(𝑖)
10𝜉𝜉 = 0, (9)

откуда определяется безразмерная скорость волны 𝑐2 = 1 − 𝜇2
0.

Из следующего приближения по 𝜀, учитывая (9), находится уравнение, являющееся
составным для 𝑢10:
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В представлениях (8) взято два первых члена разложения по 𝜀 для учёта нелиней-
ности исходной системы уравнений (3), как следует из системы (10).
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В случае отсутствия жидкости правая часть уравнений (10) обращается в ноль
и система распадается на независимые уравнения, каждое из которых имеет своё
точное решение. Для определения напряжений, действующих со стороны жидкости,
можно воспользоваться результатами работы [9]:

1

𝜌0ℎ
(𝑖)
0 𝑐20

𝜕𝑞𝑛
𝜕𝜉

=
𝜌𝜈

𝛿3𝜌0ℎ
(𝑖)
0 𝑐0

12
√︁

1− 𝜇2
0

[︁
𝑢𝑚𝑅

(2)𝑢
(2)
10𝜉 − 𝑢𝑚𝑅(1)𝑢

(1)
10𝜉

]︁
,

𝑞(𝑖)𝑥 =
𝛿

2𝑙

𝜕𝑞𝑛
𝜕𝜉

(−1)𝑖,

𝑞𝑥 − 𝜇0
𝑅(2)

𝑙

𝜕𝑞𝑛
𝜕𝜉

= − 𝜈

𝑅3𝑐0
𝜌𝑐204

√︁
1− 𝜇2

0

𝑢𝑚
𝑙

[︃
1−

(︂
2𝜇0

𝑅(2)

𝑅3

)︂2
]︃
𝜕𝑢

(2)
10

𝜕𝜉
.

(11)

Подставляя (11) в систему уравнение (10), окончательно получим

𝑢
(1)
10𝜉𝜏 +

𝑢𝑚
𝑙𝜀

√︀
1− 𝜇2

0

2
𝑢
(1)
10𝜉𝑢

(1)
10𝜉𝜉 +

1

𝜀

(︂
𝑅

𝑙

)︂2
𝜇2
0

√︀
1− 𝜇2

0

2
𝑢
(1)
10𝜉𝜉𝜉𝜉+

+
1

2
√︀

1− 𝜇2
0

[︃
𝑘1𝜇

2
0

𝑅(1)2

𝑙2𝜀
𝑢(1)10𝜉𝜉 − 𝑘3

𝑅(2)2

𝑙2𝜀
𝑢(1)10 + 𝑘4

𝑛2
𝑚

𝑅(1)2𝜀
𝑢(1)

3

10

]︃
+

+6𝜇2
0

𝜌𝑙

𝜌0ℎ0

𝑣

𝑅𝑐0𝜀

(︂
𝑅

𝛿

)︂3 [︂
1 +

𝛿

2𝜇0𝑅

]︂ [︁
𝑢
(1)
10𝜉 − 𝑢

(2)
10𝜉

]︁
= 0

𝑢
(2)
10𝜉𝜏 +

𝑢𝑚
𝑙𝜀

√︀
1− 𝜇2

0

2
𝑢
(2)
10𝜉𝑢

(2)
10𝜉𝜉 +

1

𝜀

(︂
𝑅

𝑙

)︂2
𝜇2
0

√︀
1− 𝜇2

0

2
𝑢
(2)
10𝜉𝜉𝜉𝜉+

+6𝜇2
0

𝜌𝑙

𝜌0ℎ0

𝑣

𝑅𝑐0𝜀

(︂
𝑅

𝛿

)︂3 [︂
1 +

𝛿

2𝜇0𝑅

]︂ [︁
𝑢
(2)
10𝜉 − 𝑢

(1)
10𝜉

]︁
− 2

(︀
1− 4𝜇2

0

)︀ 𝜌𝑙

𝜌0ℎ0

𝜈

𝑅𝑐0𝜀
𝑢
(2)
10𝜉 = 0.

(12)
Здесь с принятой точностью ℎ0/𝑅 ≈ 𝑂(𝜀), 𝛿/𝑅2 = 𝜓 ≪ 1, обозначено 𝑅(1) ≈ 𝑅(2) = 𝑅,
при этом положено ℎ

(1)
0 ≈ ℎ

(2)
0 ≈ ℎ0.

Легко видеть, что замена 𝑢(1)10𝜉 = 𝑐3𝜑
(1), 𝑢(2)10𝜉, 𝜂 = 𝑐1𝜉, 𝑡 = 𝑐2𝜏 , где

𝑐2 = 6𝜇2
0

𝜌𝑙

𝜌0ℎ0𝜀

(︂
𝑅

𝛿

)︂2 [︂
1 +

𝛿

2𝜇0𝑅

]︂
𝑣

𝛿𝑐0
, 𝑐1 =

[︃
𝑐2𝜀

(︂
𝑙

𝑅

)︂2
2

𝜇2
0

√︀
1− 𝜇2

0

]︃ 1
3

,

𝑐3 =
𝑐2

𝑐1

𝑙𝜀2

𝑢𝑚

12√︀
1− 𝜇2

0

, 𝜎1 =
𝑐1
𝑐2

𝑘1

2
√︀

1− 𝜇2
0

𝜇2
0

𝑅2

𝑙2𝜀
, 𝜎3 =

1

𝑐1𝑐2

𝑘2

2
√︀

1− 𝜇2
0

𝑅2

𝑙2𝜀
,

𝜎4 =
𝑐23
𝑐2𝑐31

𝑘4

2
√︀

1− 𝜇2
0

𝑢𝑚
𝑅2𝜀

, 𝜎 =
1− 4𝜇2

0

3𝜇2
0

(︂
𝛿

𝑅

)︂3
𝜌𝜈

𝜌𝜈

[︂
1 +

𝛿

2𝜇0𝑅

]︂−1
,

(13)

позволяет записать систему уравнений (12) в виде

𝜑
(1)
𝑡 + 6𝜑(1)𝜑(1)𝜂 + 𝜑(1)𝜂𝜂𝜂 + 𝜎1𝜑

(1)
𝜂 − 𝜎3

∫︁
𝜑(1)d𝜂 + 𝜎4

(︂∫︁
𝜑(1)d𝜂

)︂3

+ 𝜑(1) − 𝜑(2) = 0, (14)

𝜑
(2)
𝑡 + 6𝜑(2)𝜑(2)𝜂 + 𝜑(2)𝜂𝜂𝜂 + 𝜑(2) − 𝜑(1) − 𝜎𝜑(2) = 0. (15)
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Система уравнений (14)–(15) при отсутствии жидкости распадается на два неза-
висимых уравнения. Для 𝜑(1):

𝜑
(1)
𝑡 + 6𝜑(1)𝜑(1)𝜂 + 𝜑(1)𝜂𝜂𝜂 + 𝜎1𝜑

(1)
𝜂 − 𝜎3

∫︁
𝜑(1)d𝜂 + 𝜎4

(︂∫︁
𝜑(1)d𝜂

)︂3

= 0

с точным решением

𝜑(1) =
𝜎3
2𝜎4

cosh−2
{︂

1

2

√︂
𝜎3
𝜎4

[︂
𝜂 −

(︂
𝜎3
𝜎4

+ 2𝜎4 + 𝜎1

)︂
𝑡

]︂}︂
. (16)

Для 𝜑(2): 𝜑(2)𝑡 + 6𝜑(2)𝜑
(2)
𝜂 + 𝜑

(2)
𝜂𝜂𝜂 = 0 с точным решением

𝜑(2) =
𝜎3
2𝜎4

cosh−2
{︂

1

2

√︂
𝜎3
𝜎4

[︂
𝜂 − 𝜎3

𝜎4
𝑡

]︂}︂
, (17)

где 𝜎3/𝜎4 — произвольная величина.
Как следует из (16) и (17), скорость солитона 𝜑(1) больше, чем скорость солитона

𝜑(2) при одинаковых амплитудах. При наличии жидкости во внутренней оболочке и
окружающей упругой среды для внешней оболочки численное исследование системы
уравнений (14)–(15) при начальном условии

𝜑(1) (𝜂, 0) = 𝜑(2) (𝜂, 0) =
𝜎3
2𝜎4

cosh−2
{︂

1

2

√︂
𝜎3
𝜎4
𝜂

}︂
(18)

позволит оценить их влияние на волновые процессы в соосных оболочках.

Численное моделирование

В статьях [20] подробно рассмотрен процесс дискретизации квазилинейных диффе-
ренциальных уравнений эволюционного типа на примере классического уравнения
КдВ, численные методы решения которого рассмотрены в [21]. Полученная с помо-
щью данного подхода дискретизация уравнения КдВ имеет точность второго порядка
как по пространственному шагу ℎ сетки, так и по временному 𝜏 . Поскольку разност-
ная схема неявная, т.е. устойчива при достаточно малом ℎ, то её согласованность и
устойчивость приводят к её сходимости [22]. Также строго доказана классическая
теорема эквивалентности Лакса для начальной задачи с одним линейным диффе-
ренциальным уравнением и обобщениями на нелинейный случай [23].

Существует большое количество методов построения разностных схем для
дифференциальных уравнений. Мы будем использовать алгоритм построения
конечно-разностной аппроксимации согласно [24].

Запишем систему уравнений (14)–(15) в виде интегралов по контуру∮︁
𝜕Ω

(︁
−𝜑(1)𝜂𝜂 − 3𝜑(1)

2 − 𝜎1𝜑(1)
)︁

d𝑡+ 𝜑(1)d𝜂+

+

∫︁∫︁
Ω

(︀
−𝜎3𝛹 + 𝜎4𝛹

3
)︀

d𝑡d𝜂 +

∫︁∫︁
Ω

(︁
𝜑(1) − 𝜑(2)

)︁
d𝑡d𝜂 = 0, (19)

∮︁
𝜕Ω

(︁
−𝜑(2)𝜂𝜂 − 3𝜑(2)

2
)︁

d𝑡+ 𝜑(2)d𝜂 +

∫︁∫︁
Ω

(︁
𝜑(2) − 𝜑(1) − 𝜎𝜑(2)

)︁
d𝑡d𝜂 = 0 (20)
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для
∫︁
𝜑(1)d𝜂 = 𝛹 , любой области Ω и любого интервала 𝑎 > 𝑏. На разностной сетке

сопоставим 𝑢(𝑖)
𝑛

𝑗 = 𝜑(𝑖)(𝑡𝑛, 𝜂𝑗), 𝑈𝑛
𝑗 = 𝛹(𝑡𝑛, 𝜂𝑗) и выберем в качестве базового контур,

показанный на рис. 2.

j j + 1 j + 2
n

n+ 1

Рис. 2. Базовой контур для уравнений (19)–(20)

Добавим интегральные соотношения

𝜂𝑗+1∫︁
𝜂𝑗

𝑢(𝑖)𝜂d𝜂 = 𝑢(𝑖)(𝑡, 𝜂𝑗+1)− 𝑢(𝑖)(𝑡, 𝜂𝑗),

𝜂𝑗+2∫︁
𝜂𝑗

𝑢(𝑖)𝜂𝜂d𝜂 = 𝑢(𝑖)𝜂(𝑡, 𝜂𝑗+2)− 𝑢(𝑖)𝜂(𝑡, 𝜂𝑗),

𝜂𝑗+2∫︁
𝜂𝑗

𝑢d𝜂 = 𝑈(𝑡, 𝜂𝑗+2)− 𝑈(𝑡, 𝜂𝑗).

(21)

Применяя для численного интегрирования формулы Ньютона–Котеса и полагая
𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛 = 𝜏 , 𝜂𝑗+1 − 𝜂𝑗 = ℎ, перепишем соотношения (19), (20), (21) в виде(︁
−
(︁
𝑢(1)𝜂𝜂

𝑛

𝑗
+ 𝑢(1)𝜂𝜂

𝑛+1

𝑗
− 𝑢(1)𝜂𝜂

𝑛

𝑗+2
− 𝑢(1)𝜂𝜂

𝑛+1

𝑗+2

)︁
−

− 3

(︂
𝑢(1)

2𝑛

𝑗 + 𝑢(1)
2𝑛+1

𝑗 − 𝑢(1)2
𝑛

𝑗+2 − 𝑢(1)
2𝑛+1

𝑗+2

)︂)︂
· 𝜏

2
+
(︁
𝑢(1)

𝑛+1

𝑗+1 − 𝑢(1)
𝑛

𝑗+1

)︁
· 2ℎ+

+
(︁(︁
𝑢(1)

𝑛+1

𝑗+1 + 𝑢(1)
𝑛

𝑗+1

)︁
−
(︁
𝑢(2)

𝑛+1

𝑗+1 + 𝑢(2)
𝑛

𝑗+1

)︁
−

−𝜎3
(︀
𝑈𝑛+1
𝑗+1 + 𝑈𝑛

𝑗+1

)︀
+ 𝜎4

(︁
𝑈3𝑛+1

𝑗+1 + 𝑈3𝑛
𝑗+1

)︁)︁
· ℎ𝜏 = 0,

(︁
−
(︁
𝑢(2)𝜂𝜂

𝑛

𝑗
+ 𝑢(2)𝜂𝜂

𝑛+1

𝑗
− 𝑢(2)𝜂𝜂

𝑛

𝑗+2
− 𝑢(2)𝜂𝜂

𝑛+1

𝑗+2

)︁
−

− 3

(︂
𝑢(2)

2𝑛

𝑗 + 𝑢(2)
2𝑛+1

𝑗 − 𝑢(2)2
𝑛

𝑗+2 − 𝑢(2)
2𝑛+1

𝑗+2

)︂)︂
· 𝜏

2
+
(︁
𝑢(2)

𝑛+1

𝑗+1 − 𝑢(2)
𝑛

𝑗+1

)︁
· 2ℎ+

+
(︁(︁
𝑢(2)

𝑛+1

𝑗+1 + 𝑢(2)
𝑛

𝑗+1

)︁
−
(︁
𝑢(1)

𝑛+1

𝑗+1 + 𝑢(1)
𝑛

𝑗+1

)︁
− 𝜎

(︁
𝑢(2)

𝑛+1

𝑗+1 + 𝑢(2)
𝑛

𝑗+1

)︁)︁
· ℎ𝜏 = 0,

(𝑢(𝑖)𝜂

𝑛

𝑗+1
+ 𝑢(𝑖)𝜂

𝑛

𝑗
) · ℎ

2
= 𝑢(𝑖)

𝑛

𝑗+1 − 𝑢(𝑖)
𝑛

𝑗 ,

𝑢(𝑖)𝜂𝜂

𝑛

𝑗+1
· 2ℎ = 𝑢(𝑖)𝜂

𝑛

𝑗+2
− 𝑢(𝑖)𝜂

𝑛

𝑗
,(︁

𝑢(1)
𝑛

𝑗+2 + 4𝑢(1)
𝑛

𝑗+1 + 𝑢(1)
𝑛

𝑗

)︁ ℎ
3

= 𝑈𝜂
𝑛
𝑗+2 − 𝑈𝜂

𝑛
𝑗 .
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Поскольку исходное дифференциальное уравнение (14)–(15) нелинейно, то за
счёт выбора допустимого упорядочения в данном случае в базисе Грёбнера [25]
лидирующие мономы не будут состоять из нелинейных членов.

В результате получим разностную схему для уравнения (14)–(15)

𝑢(1)
𝑛+1

𝑗 − 𝑢(1)𝑛𝑗
𝜏

+ 3
(𝑢(1)

2𝑛+1

𝑗+1 − 𝑢(1)
2𝑛+1

𝑗−1 ) + (𝑢(1)
2𝑛

𝑗+1 − 𝑢(1)
2𝑛

𝑗−1)

4ℎ
+

+
(𝑢(1)

𝑛+1

𝑗+2 − 2𝑢(1)
𝑛+1

𝑗+1 + 2𝑢(1)
𝑛+1

𝑗−1 − 𝑢(1)
𝑛+1

𝑗−2 )

4ℎ3
+

+
(𝑢(1)

𝑛

𝑗+2 − 2𝑢(1)
𝑛

𝑗+1 + 2𝑢(1)
𝑛

𝑗−1 − 𝑢(1)
𝑛

𝑗−2)

4ℎ3
+

+ 𝜎1
(𝑢(1)

𝑛+1

𝑗+1 − 𝑢(1)
𝑛+1

𝑗−1 ) + (𝑢(1)
𝑛

𝑗+1 − 𝑢(1)
𝑛

𝑗−1)

4ℎ
− 𝜎3

𝑈𝑛+1
𝑗 + 𝑈𝑛

𝑗

2
+

+ 𝜎4
𝑈3𝑛+1

𝑗 + 𝑈3𝑛
𝑗

2
+
𝑢(1)

𝑛+1

𝑗 + 𝑢(1)
𝑛

𝑗

2
− 𝑢(2)

𝑛+1

𝑗 + 𝑢(2)
𝑛

𝑗

2
= 0, (22)

(︁
𝑢(1)

𝑛

𝑗+1 + 4𝑢(1)
𝑛

𝑗 + 𝑢(1)
𝑛

𝑗−1

)︁ ℎ
3
− (𝑈𝑗+1 − 𝑈𝑗−1) = 0, (23)

𝑢(2)
𝑛+1

𝑗 − 𝑢(2)𝑛𝑗
𝜏

+ 3
(𝑢(2)

2𝑛+1

𝑗+1 − 𝑢(2)
2𝑛+1

𝑗−1 ) + (𝑢(2)
2𝑛

𝑗+1 − 𝑢(2)
2𝑛

𝑗−1)

4ℎ
+

+
(𝑢(2)

𝑛+1

𝑗+2 − 2𝑢(2)
𝑛+1

𝑗+1 + 2𝑢(2)
𝑛+1

𝑗−1 − 𝑢(2)
𝑛+1

𝑗−2 )

4ℎ3
+

+
(𝑢(2)

𝑛

𝑗+2 − 2𝑢(2)
𝑛

𝑗+1 + 2𝑢(2)
𝑛

𝑗−1 − 𝑢(2)
𝑛

𝑗−2)

4ℎ3
−

+
𝑢(2)

𝑛+1

𝑗 + 𝑢(2)
𝑛

𝑗

2
− 𝑢(1)

𝑛+1

𝑗 + 𝑢(1)
𝑛

𝑗

2
− 𝜎𝑢

(2)𝑛+1

𝑗 + 𝑢(2)
𝑛

𝑗

2
= 0. (24)

Разностная схема (22), (24) подобна схеме Кранка–Николсона для уравнения
теплопроводности.

Реализация разностной схемы (22)–(24) была проведена с использованием про-
граммного обеспечения с открытым кодом SciPy и SymPy, построенном для языка
программирования Python3.

Полученные неявные разностные схемы нелинейны относительно следующего
временного слоя, поэтому для построения решения использована следующая ли-
неаризация

𝑣2𝑘+1 = 𝑣2𝑘+1 − 𝑣2𝑘 + 𝑣2𝑘 = (𝑣𝑘+1 − 𝑣𝑘)(𝑣𝑘+1 + 𝑣𝑘) + 𝑣2𝑘 ≈ 𝑣𝑘+1 · 2𝑣𝑘 − 𝑣2𝑘.

На границах вычислительной области использовались условия равенства первых
производных 𝜑(1)𝜂 = 𝜑

(2)
𝜂 = 0. Поскольку схема (22)–(24) имеет 5-точечный шаблон

по оси 𝜂, то на границах использовалось по два соотношения, например для левой
границы:

d𝑓(𝑥𝑖)

d𝑥
≈ ℎ2 d3𝑓

d𝑥3
+
−5𝑓(𝑥𝑖) + 9𝑓(𝑥𝑖+2)− 4𝑓(𝑥𝑖+3)

6ℎ
,
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d𝑓(𝑥𝑖)

d𝑥
≈ 11ℎ2

6

d3𝑓

d𝑥3
+
−5𝑓(𝑥𝑖+1) + 8𝑓(𝑥𝑖+2)− 3𝑓(𝑥𝑖+3)

2ℎ
.

На рис. 3 и 4 видно влияние окружающей упругой среды на поведение нелинейной
волны деформации в системе в зависимости от коэффициента Пуассона 𝜇0 в (13)
в выражении для 𝜎.
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Рис. 3. Графики численного решения уравнений (14)–(15) при 𝜎1 = 1 с
начальным условием (18) с 𝜎3 = 0, 004, 𝜎4 = 0, 1 и

√︀
𝜎3/𝜎4 = 0, 2
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Рис. 4. Графики численного решения уравнений (14)–(15) при 𝜎1 = −1 с
начальным условием (18) с 𝜎3 = 0, 004, 𝜎4 = 0, 1 и

√︀
𝜎3/𝜎4 = 0, 2

В случае 𝜇0 < 1/2 (рисунок 3) наблюдается волнообразование и рост амплитуды
волны относительно времени в обеих оболочках при более слабом во внешней оболочке
в следствии влияния окружающей упругой среды. И наоборот, при 𝜇0 > 1/2 (рис. 4)
наблюдается волнообразование и падение амплитуды волны относительно времени
в обеих оболочках при более сильном во внешней оболочке.

Заключение

Выполненные вычислительные эксперименты позволили впервые оценить влияние
окружающей упругой среды для внешней оболочки на поведение нелинейной волны
деформации в системе, когда внутренняя оболочка заполнена вязкой несжимаемой
жидкостью.
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В результате под влиянием воздействия упругой среды на внешнюю оболочку и
наличия жидкости во внутренней оболочке наблюдается в зависимости от коэффи-
циента Пуассона меньший рост или падение амплитуды волны во внешней оболочке
по сравнению с внутренней.
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Wave Processes Modeling in Two Coaxial Shells Filled with
a Viscous Liquid and Surrounded by Elastic Medium
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The investigation of deformation waves behavior in elastic shells is one of the important trends
in the contemporary wave dynamics. There exist mathematical models of wave motions in
infinitely long geometrically non-linear shells, containing viscous incompressible liquid based
on the related hydroelasticity problems, which are derived by the shells dynamics and viscous
incompressible liquid equations in the form of centralized Korteweg–de Vries (KdV) equations.
In addition, mathematical models or the wave process in infinitely long geometrically non-
linear coaxial cylindrical elastic shells are obtained by the perturbation method. These models
differ from the known ones by the consideration of incompressible liquid between the shells,
based on the related hydroelasticity problems. These problems are described by shell dynamics
and viscous incompressible liquid equations with corresponding edge conditions in the form of
generalized KdV equations system. The paper presents the investigation of wave occurrences in
two geometrically non-linear elastic coaxial cylindrical shells of Kirchhoff–Love type, containing
viscous incompressible liquid both in between and inside, and surrounded by an elastic medium,
acting in both normal and longitudinal directions. The difference schemes of Crank–Nicholson
type are obtained for the considered equations system by taking into account liquid impact and
with the help of Gröbner basis construction. To generate these difference schemes, the basic
integral difference correlations, approximating initial equations system, were used.

Key words and phrases: nonlinear waves, viscous incompressible liquid, elastic cylindrical
shells, Gröbner basis
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