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В данной статье рассматривается структура и содержание учебного пособия «Лаборатор-
ный практикум по математическому анализу с применением информационных технологий», ав-
торами которого являются Р.М. Асланов и О.В. Ли. Пособие может быть использовано при про-
ведении практических занятий в очной и дистанционной формах обучения. 
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На сегодняшний день в ФГОС ВПО РФ уделяется особое внимание примене-
нию информационных технологий в процессе обучении. В статье акцентируется 
внимание на использовании системы компьютерной алгебры Mathcad в лаборатор-
ном практикуме по математическому анализу, адресованном студентам и препода-
вателям педагогических вузов по направлению «Педагогическое образование» 
(профиль подготовки «Информатика») по курсу «Математический анализ». Систе-
ма компьютерной алгебры Mathcad используется в сложных проектах, чтобы ви-
зуализировать результаты математического моделирования путем использования 
распределенных вычислений и традиционных языков программирования. Эта сис-
тема достаточно удобна для проведения вычислений и инженерных расчетов. 

Рассмотрим структуру и содержание предполагаемого лабораторного прак-
тикума. 

1. Предисловие. 
2. Лабораторная работа № 1. «Вычисление определенного интеграла». 
 Задания для самоподготовки. 
3. Лабораторная работа № 2. «Вычисление определенного интеграла заменой 

переменной». 
 Задания для самоподготовки. 
4. Лабораторная работа № 3. «Вычисление определенного интеграла интегриро-

ванием по частям». 
 Задания для самоподготовки. 
5. Лабораторная работа № 4. «Интегрирование рациональных функций». 
 Задания для самоподготовки. 
6. Лабораторная работа № 5. «Интегрирование иррациональных функций». 
 Задания для самоподготовки. 
7. Контрольная работа № 1. 
8. Лабораторная работа № 6. «Вычисление длины дуги плоской кривой». 
 Задания для самоподготовки. 
9. Лабораторная работа № 7. «Вычисление площадей плоских фигур». 
 Задания для самоподготовки. 
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10. Лабораторная работа № 8. «Вычисление площади поверхности тела». 
 Задания для самоподготовки. 
11. Лабораторная работа № 9. «Вычисление объема тела». 
 Задания для самоподготовки. 
12. Контрольная работа № 2. 
13. Приложение. 
14. Литература. 

Лабораторный практикум по математическому анализу включает девять лабо-
раторных работ по разделу «Интегральное исчисление». В лабораторные работы 
включены: теоретический материал, дополнительный материал, примеры с под-
робным решением с применением системы компьютерной алгебры Mathcad, зада-
ния с ответами для самоподготовки, две контрольные работы. Первая контрольная 
работа посвящена проверке освоения тем, изученных в лабораторных работах 
№ 1—5. Вторая контрольная работа посвящена проверке освоения тем, изученных 
в лабораторных работах № 6—9. В приложении дана таблица основных неопре-
деленных интегралов в помощь студентам и преподавателям и информация о сис-
теме компьютерной алгебры Mathcad. 

Рассмотрим содержание одной из лабораторных работ пособия. Так как объем 
лабораторной работы большой, будут рассмотрены лишь некоторые примеры 
с подробным решением. 

Лабораторная работа № 9. «Вычисление объема тела» 
Цель работы: обучить студентов вычислять объем тела вращения и объем тела, 

ограниченного поверхностями, с помощью двойного и тройного интеграла в прямо-
угольной, цилиндрической, сферической системе координат с использованием систем 
компьютерной математики. 

Теоретический материал 

Объем тела вращения. Объем поверхности вращения, образованной вращением 
кривой ( ),    y f x a x b= ≤ ≤  вокруг оси Ox, можно вычислить по формуле 

 2( ) .
b

a

V f x dx= π∫  (1) 

Пример 1. Вычислить объем конуса, высота которого h = 8 и радиус основания 
r = 4. 

Построение графика. Для наглядности построим график функции в системе ком-
пьютерной алгебры Mathcad. Выберем систему координат так, чтобы ось Ox совпала 
с высотой h, а вершину конуса примем за начало координат. Будем рассматривать по-
верхность конуса как поверхность, полученную в результате вращения прямой 

4
 

8
y x=  вокруг оси Ox. 

В системе компьютерной алгебры Mathcad набираем данные функции: 

 

4
( ) : ;

8

4
( ) : .

8

y x x

z x x

=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠
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После нажатия на панели инструментов соответствующей кнопки на экране мони-
тора появится система координат 

 

В соответствующих полях этой системы координат вводим параметры и наибо-
лее удобный масштаб. В результате на экране высвечиваются графики соответст-
вующих функций. 

0 5 10

4−

2−

2

4

6

y x( )

z x( )

x  

Решение. Объем поверхности конуса найдется по формуле (1). Следовательно, 

 
  8   8

2 2

0 0

16 128
   .

64 3
V y dx x dx= π = π = π∫ ∫  

Проверка. В системе компьютерной алгебры Mathcad набираем интеграл 
  8

2

0

16
.

64
x dxπ ∫  После нажатия на панели инструментов соответствующей кнопки по-

является выражение 

 
8

2

0

16 128
.

64 3
x dx

⋅ ππ →∫  

Ответ: 
128

3
π  (куб. ед.). 

Объем тела, образованного вращением фигуры, ограниченной графиками 
функций 1 1( )y f x=  и 2 2 ( ),y f x=  а также прямыми 1x a=  и 2x b=  вокруг оси Ox, 

вычисляется следующим образом. 
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1 этап 

1.  Если выполняется следующая система неравенств: 

 
1 2

,
( ) ( )

a x b

f x y f x

≤ ≤⎧
⎨ ≤ ≤⎩

 

то объем тела вычисляется по формуле 

 ( )2 2
2 1( ) ( ) .

b

a

V f x f x dx= π −∫  (2) 

2. Если же неизвестны a и b, или неизвестно, какая из функций 1( )f x  и 2 ( )f x  
больше другой на отрезке [a; b], то переходим ко второму этапу. 

2 этап 

Находим точки a и b, как точки пересечения графиков функций 1 1( )y f x=  и y2 = 

2 ( ).f x  Для этого нужно решить уравнение 1 2( ) ( ).f x f x=  

3 этап 

Необходимо выяснить знак разности 1 2( ) ( )f x f x−  на отрезке [a; b]. Для этого до-
статочно взять любую точку из интервала (a; b) и вычислить в этой точке значение 
разности 1 2( ) ( ).f x f x−  Возможны два случая. 

1. Если 1 2( ) ( ) 0,f x f x− ≥  то 1 2( ) ( ),f x f x≥  тогда объем тела вычисляется по фор-
муле 

 ( )2 2
1 2( ) ( )  .

b

a

V f x f x dx= π −∫  (3) 

2. Если 1 2( ) ( ) 0,f x f x− ≤  то 1 2( ) ( ),f x f x≤  тогда объем тела вычисляется 
по формуле (2). 

Замечание. Аналогично решается задача, если тело образовано вращением фигуры 
вокруг оси Oy. 

Пример 2. Вычислить объем тела, образованного вращением фигуры, ограничен-
ной графиками функций 2

1 3y x x= −  и 2 3y x= −  вокруг оси Ox. 
График этой фигуры, построенный в системе компьютерной алгебры Mathcad, 

изображен на рис. 1. 
 

 
Рис. 1. Объем тела, ограниченного поверхностями 
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Вычисление объема тела с помощью двойного интеграла 

Объем тела, ограниченного поверхностями, вычисляется по формуле 

 ( , ) .
D

V f x y dxdy= ∫∫  (4) 

Пример 3. Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями 

 2 2z x y= +  и 2 2 22 4.x y z+ − = −  

Построение графика. Для наглядности построим графики функций в системе ком-
пьютерной алгебры Mathcad. Будем рассматривать поверхность тела как поверх-

ность, полученную в результате ограничения поверхностей 2 2
1z x y= +  и 

+= +
2 2

2 2 .
2

x y
z

 
В системе компьютерной алгебры Mathcad набираем данные функции 

 

( )
1

2 2 2

1
2 2 2

( , ) : ;

( , ) : 2 .
2 2

z x y x y

x y
f x y

= +

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

После нажатия на панели инструментов соответствующей кнопки на экране мо-
нитора появится трехмерная система координат (рис. 2). 

 

Рис. 2. Трехмерная система координат 

В соответствующих полях этой системы координат вводим параметры и наиболее 
удобный масштаб. В результате система компьютерной алгебры строит графики со-
ответствующих функций (рис. 3). 
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Рис. 3. Поверхность тела ограниченного поверхностями 

= +2 2
1z x y  и 

+= +
2 2

2 2
2

x y
z  

Решение. Линия пересечения поверхностей 2 2z x y= + и + − = −2 2 22 4x y z  —

это окружность 2 2 4x y+ =  (проекция на плоскость Oxy). Проекция на Oxy самого 

тела — круг, ограниченный этой окружностью: 2 2 4.x y+ ≤  Тело можно задать нера-

венствами: ( )2 2 2 21
2 .

2
x y z x y+ ≤ ≤ + +  

Откуда по формуле (4) имеем 

 2 2 2 21
  2 ( )   ,

2
D

V x y x y dx dy
⎛ ⎞

= + + − +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫  

где область интегрирования D — круг радиуса 2 с центром в начале координат. 
 Для вычисления данного интеграла перейдем к полярной системе координат 

 

( )

( )

2 2 2 2

2 2
2

0 0

1
  2  

2

1 8
    2   2 2 .

2 3

D

V x y x y dxdy

d r r r dr
π

⎛ ⎞
= + + − + =⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
⎛ ⎞ π= φ + − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫∫

∫ ∫
 

Проверка. В системе компьютерной алгебры Mathcad набираем интеграл 

 
2

2

0

1
2     2   .

2
r r rdr

⎛ ⎞
π + −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫  

После нажатия панели инструментов соответствующей кнопки получаем искомое 
решение 

 
( )1

2
22

0

8 2 21
2 2 .

2 3
r r rdr

⎡ ⎤ ⋅ π ⋅ −⎛ ⎞⎢ ⎥π + − → −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
∫  

z, f
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Ответ: ( )8
2 2 .

3

π −  

Вычисление объема тела с помощью тройного интеграла 

Объем тела в прямоугольной системе координат 

Объем тела U в прямоугольной системе координат Oxyz вычисляется по формуле 

 .
U

V dxdydz= ∫∫∫  (5) 

При вычислении объемов трехмерных тел полезно при помощи системы компью-
терной алгебры Mathcad получать их изображения. 

Пример 4. Найти объем трехмерной фигуры, ограниченной поверхностями 

 z = 0, z = 2 – x, 21
2 , .

4
y x y x= =  

График трехмерной фигуры, построенный в системе компьютерной алгебры Math-
cad, изображен на рис. 4. 

y1 y2,  
Рис. 4. Тело, ограниченное поверхностями 

z = 0, z = 2 – x, = = 21
2 ,

4
y x y x  

В цилиндрических координатах объем тела вычисляется по формуле 

 .
U

V d d dz= ρ ρ φ∫∫∫  (6) 

Объем тела в сферической системе координат 

В сферических координатах, соответственно, используется формула 

 2 sin .
U

V d d d= ρ θ ρ φ θ∫∫∫  (7) 
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Пример 5. Найти объем шара x2 + y2 + z2 = 16. 
График этого шара, построенный в системе компьютерной алгебры Mathcad, 

изображен на рис. 5. 

z  
Рис. 5. График шара x

2
 + y

2
 + z

2
 = 16 

В заключение можно сказать, что информационные технологии играют важ-
ную роль в развитии пространственно-графической культуры студентов. В част-
ности, система компьютерной алгебры Mathcad позволяет студентам моделировать 
геометрические объекты в трехмерном пространстве и осознать роль информа-
ционных технологий в решении математических задач. 
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