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В статье обсуждается проблема подготовки специалистов в области прикладной математики. 
Обращается внимание на содержание обучения студентов физико-математических специальностей 
высших учебных заведений обратным задачам для дифференциальных уравнений. Приводится по-
становка обратной задачи для системы уравнений Максвелла, вошедшая в содержание обучения, 
схема ее решения с формулировкой соответствующих итоговых теорем. Делаются выводы о форми-
ровании компетентности студентов в области прикладной математики в процессе такого обучения. 

Ключевые слова: обучение обратным задачам для дифференциальных уравнений, приклад-
ная математика, компетентность, студент. 

Современное развитие промышленности, экономики, сельского хозяйства, 
обороноспособности и других сфер человеческой деятельности нуждается 
в практической реализации инновационных прикладных исследований. Важней-
шее условие реализации подобных проектов — наличие вузовской подготовки 
высокопрофессиональных, инициативных специалистов, в том числе в области 
прикладной математики, умеющих самостоятельно разрабатывать и грамотно 
реализовывать на практике наукоемкие, природоохранные технологии. 

На созданных в конце 1960-х — начале 1970-х гг. факультетах прикладной 
математики (либо направления, либо специальности прикладной математики) 
классических университетов и высших технических учебных заведений Москвы, 
Санкт-Петербурга, Казани, Екатеринбурга, Новосибирска, Томска, Красноярска 
и других городов России в настоящее время готовят высококвалифицированных 
специалистов в области прикладной математики. В процессе обучения прикладной 
математике студенты приобретают фундаментальные знания по математическому 
и функциональному анализу, алгебре и геометрии, обыкновенным дифференци-
альным уравнениям и уравнениям математической физики, компьютерным техно-
логиям и другим предметным областям, приобретают умения и навыки исследова-
ния прикладных задач при помощи математического моделирования и вычисли-
тельного эксперимента. В результате такие выпускники в своей профессиональной 
деятельности для приобретения новых знаний об окружающем мире способны 
строить корректные математические модели изучаемых процессов и применять 
для их исследования эффективные методы современной мировой науки. Наличие 
у таких выпускников отмеченных профессиональных качеств наглядно демон-
стрирует их компетентность в области прикладной математики. 
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Существующая потребность именно в таких компетентных специалистах 
в области прикладной математики инициирует реформирование вузовского при-
кладного математического образования. И сегодня такая работа при поддержке 
государства ведется со стороны Министерства образования и науки РФ. Один 
из результатов такой работы — разработка и внедрение в вузовский процесс го-
сударственных образовательных стандартов высшего профессионального обра-
зования России нового поколения, реализующих компетентностный подход. 
Проблема формирования профессиональной компетентности студентов находит 
свое развитие в исследованиях В.И. Байденко, А.С. Белкина, О.Г. Берестневой, 
Е.В. Бондаревской, Л.Ю. Васяк, О.А. Валихановой, А.А. Вербицкого, И.А. Зимней, 
И.К. Иляшенко, М.Д. Ильязовой, М.С. Казанчян, Н.А. Козловой, И.П. Мединце-
вой, Е.С. Муниц, М.Л. Палеевой, В.Г. Плаховой, Н.П. Пучкова, Л.Б. Усовой, 
А.В. Хуторского, Д.У. Шакировой и других авторов (см., например, [1; 5; 6; 9; 
19—21]). 

Определенный вклад в формирование у студентов физико-математических 
специальностей высших учебных заведений компетентности в области приклад-
ной математики вносит обучение обратным задачам для дифференциальных 
уравнений [2; 7; 8; 11; 14; 15; 22—24]. Содержание такого обучения формируется 
на основе теории обратных задач математической физики — одного из направ-
лений современной прикладной математики [3]. Широкий интерес к обратным 
задачам математической физики обусловлен их большой прикладной важностью 
(рис. 1 и табл. 1) [2]. Это научное направление прикладной математики развивает-
ся в исследованиях А.К. Амирова, Ю.Е. Аниконова, А.В. Баева, А.С. Барашкова, 
М.И. Белишева, П.Н. Вабишевича, А.О. Ватульяна, В.В. Васина, А.В. Гончарского, 
А.М. Денисова, С.И. Кабанихина, В.И. Прийменко, В.Г. Романова, А.М. Федотова, 
В.А. Чеверды, В.Г. Чередниченко, В.А. Юрко, В.Г. Яхно, J. Gottlieb, M. Grasselli, 
G. Kunetz, A. Lorenzi, M. Yamamoto и других ученых. 

 

 
Рис. 1. Обратные и некорректные задачи в приложениях 
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Таблица 1 

Применение обратных задач для дифференциальных уравнений 
в предметных областях естествознания и промышленности 

Физика Химия Биология Медицина Геофизика 

Кван�
товая 
тео�
рия 
рас�
сея�
ния 

Элек�
тро�

дина�
мика 

Аку�
стика

Сорб�
ция 

Мо�
леку�
ляр�
ная 

химия

Иссле
сле�

дова�
ние 

попу�
ляций

Ана�
лиз 

моле�
кул 

УЗИ ЯМР�
томо�
гра�
фия 

Рент�
ген 

Сейс�
мика 

Элек�
тро�
раз�

ведка 

Грави�
вираз�

раз�
ведка 
и маг�
нито�
раз�

ведка 

Экономика Экология Промышленность 

Опти�
мальное 
управле�

ние 

Финансо�
вая мате�

матика 

Дистанци�
онное зон�
дирование

Радары�
лазеры 

Диагности�
ка состоя�
ниявозду�
ха, воды, 

земной по�
верхности

Дефекто�
скопия 

Неразру�
шающий 
контроль 

Управле�
ние техно�
логически�

ми про�
цессами 

 
В содержании обучения обратным задачам для дифференциальных уравнений 

рассматриваются различные обратные задачи (рис. 2 и табл. 2) [2]. 
 

 
Рис. 2. Обратные и некорректные задачи в математике 

Неслучайно в настоящее время обучение обратным задачам для дифферен-
циальных уравнений осуществляется во многих российских вузах, сред которых 
Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова, Санкт-Петер-
бургский государственный университет, Новосибирский национальный иссле-
довательский государственный университет, Уральский государственный уни-
верситет, Ростовский государственный университет и др. 
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Таблица 2 

Разделы дисциплин прикладной математики, 
в которых используются обратные задачи 

Алгебра Анализ Геометрия Операторные уравнения 

Несов�
мест�
ные 

систе�
мы 

Плохо�
обус�
лов�

ленные 
систе�

мы 

Вырож�
денные 
систе�

мы 

Диф�
ферен�
циро�
вание 

Интер�
поля�

ция 

Восста�
ста�

новле�
ние 

функ�
ций по 
инте�

гралам

Вос�
станов�
ление 
функ�
ций по 

пря�
мым 

Вос�
станов�
ление 
функ�
ций по 
окруж�
ностям

Обращение 
компактных 
операторов 

Нелинейные 
операторные 

уравнения 

ОДУ Уравнения в частных 
производных 

Интегральные уравнения Оптимальное 
управление 

Обрат�
ная за�

дача 
рас�

сеяния 

Спек�
траль�

ные 
обрат�

ные 
задачи 

Ги�
пер�
бо�

личе�
ские

Па�
ра�

боли�
че�

ские

Эл�
лип�
тиче�
ские

Ин�
тег�
ро�

диф�
фе�
рен�
циал
ьные 

Урав�
нения 
Воль�
терра

Урав�
нения 
Фред�
голь�

ма 

Нели�
ней�
ные 

интег�
раль�
ные 

урав�
нения

Зада�
ча Ра�
дона

Интег�
раль�

ная 
гео�
мет�
рия 

Градиентные 
методы 

 
В процессе обучения обратным задачам для дифференциальных уравнений 

студентам предлагается исследовать различные прикладные задачи, в том числе 
волновые процессы распространения электромагнитных волн в атмосфере, ионо-
сфере, земной или водной средах. В процессе такого обучения студенты осваи-
вают не только методы исследования обратных задач, но и пополняют свои знания 
о волновых процессах как одной из форм движения материи, изучаемых в учеб-
ных курсах физики — электродинамике, гидродинамике, акустике, оптике и др. 
Решая разнообразные обратные задачи для волновых уравнений, студенты фор-
мируют знания о волновых процессах как о сложных моделях движения реаль-
ных систем, состояние которых зависит как от пространственных переменных, 
так и от времени. 

Студенты осознают, что в окружающем мире могут происходить различ-
ные диссипативные и дисперсионные процессы, которые могут описываться 
волновыми уравнениями вида 

 − Δ =2 ( ).ttU c U L U  (1) 

В (1) U — компонента электромагнитного поля, зависящая от времени 

и от пространственных переменных, 
∂
∂

2

2
= ,ttU U

t
 Δ — оператор Лапласа по про-

странственным переменным, который в зависимости от физической постановки 
задачи записывается в декартовых или криволинейных координатах, L(U) — 
некоторый линейный оператор, структура которого зависит от конкретных физи-
ческих механизмов взаимодействия волн со средой, коэффициент c2 в зависимо-
сти от рассматриваемой геофизической модели является константой или функ-
цией пространственных переменных. 
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Для наглядности приведем одну из постановок обратных задач для волновых 
уравнений, входящих в содержание такого обучения. 

Рассматривается процесс возбуждения электромагнитного поля, первона-
чально отсутствующего, источником стороннего тока вида 

 
→

= δ θ
  

(0, 1, 0) ( ) ( ) ( ),Tj h x z t  −
=−

= =∑ ( )( ) exp( ),   
N

k k k
k N

h x h ikx h h  (2) 

в изотропной непроводящей вертикально-неоднородной земной среде. 
В (2) T — знак транспонирования,  δ(z) — дельта-функция Дирака, θ(t) — 

тета-функция Хевисайда, − =( ) ,k kh h  черта над hk — знак комплексного сопряже-

ния, = − ,  ,  kh k N N  — известные постоянные. 

От студентов требуется определить диэлектрическую и магнитную прони-
цаемость земной среды по дополнительной информации о второй компоненте 
вектора напряженности электрического поля как функции времени. При этом 
в качестве геофизической модели среды, широко распространенной в геофизике, 
нужно использовать модель, в которой поверхность Земли считается плоской. 
В этой модели все физическое пространство R3 переменных x, y, z разбивается 
плоскостью z =0 на два полупространства (воздух (z < 0) — Земля (z > 0)): 

{ }− = ∈ < 3 3
 ( , , ) 0 ,R x y z R z  { }+ = ∈ > 3 3

 ( , , ) 0 ,R x y z R z  причем в −
 3
 R  параметры ε, 

μ, σ — известны и постоянны, а в +
 3R  — гладкие функции точки +∈  3

 ( , , )x y z R  

вплоть до границы. На общей границе областей −
3 ,R  +

3R  коэффициенты ε, μ, σ 

терпят скачок конечной длины. 
Для формирования математической модели данной обратной задачи, сту-

денты выписывают систему уравнений Максвелла 

 

{ }

→ → → →

→ →

+ − ±

∂ ⎫= ε + σ + ⎪∂ ⎪
∂ ⎪= −μ ⎬∂ ⎪

⎪∈ ∪ ∈ = ∈ ± >
⎪
⎭

        

3 3 3 3

 ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ) ( , , , ),  

( , , , ) ( , , , ),

( , , , ) ,   ,   ( , , )  0 

rot H x y z t E x y z t E x y z t j x y z t
t

rot E x y z t H x y z t
t

x y z t R R t R R x y z R z

 (3) 

с данными Коши 

 
→

< ≡ 0 0,   tE
→ →

< <≡ ≡0 00,   0t tH j  (4) 

и условиями непрерывности на поверхности разрыва среды 

 [ ] [ ]= == =
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦0  0 0  0

0,x y x yz zz z
E E H H  (5) 

В равенствах (3), (5) ( )
→

= ,  ,  ,x y zE E E E  ( )
→

= ,  ,  ,x y zH H H H  [ ] =
=

0z
U

+ −
= == −0 0 ,z zU U  + −

= =0 0, z zU U  — предельные значения функции U, вы-

численные в областях z > 0 и z < 0 соответственно. 
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В случае источника вида (2), как указывает теория (см., например, [2]): 

 
→ →

= ( , , ),E E x z t  
→ →

= ( , , ),H H x z t  (6) 

 = = = 0.x z yE E H  (7) 

С учетом (6), (7) из системы уравнений Максвелла, выполнив несложные 
преобразования, студенты получают двумерное волновое уравнений вида (1) 
относительно второй компоненты вектора напряженности электрического поля 

 
∂ − Δ = +
∂

2
2

2
( ) ( )  ( , , ),y y yE c z E L E f x z t

t
 (8) 

где 
∂ ∂= Δ = +
∂ ∂ε ⋅μ

2 2

2 2

1
( ) ,    ,

 ( ) ( ) 
c z

x zz z
 

⎛ ⎞∂ ∂= ⋅ μ ⋅⎜ ⎟∂ ∂ε ⋅μ⎝ ⎠
2

1
( )  ( ) ,

( ) ( )
y yL E z E

z zz z
 

= − ⋅ δ
ε
( )

( , , ) ( , ).
( )

h x
f x z t z t

z
 

Учитывая (2), волновое уравнение (8), студенты сводят к (2N + 1)-одномер-
ным волновым уравнениям: 

 

′∂ ∂ μ ∂= ⋅ − ⋅ −
∂∂ ∂ ε ⋅μ

− ⋅ ⋅ − ⋅δ = −
ε

2 2
2

2 2 2

2 2

( )
( )

( ) ( )

( ) ( , ),    , ,
( )

k k k

k
k

z
U c z U U

zt z z z

h
c z k U z t k N N

z

 (9) 

 
= −

= − ⋅ δ
ε∑ 1

( , , ) exp( ) ( , ).
( )

N

k
k N

f x z t h ikx z t
z

 (10) 

Наконец, выписав дополнительную информацию о второй компоненте век-
тора напряженности электрического поля 

 

∂= = >
∂

∈ =

1 2

2

(0, 0, ) ( ),   (0, 0, ) ( ),   0,

( ) (0, ),   1, 2,

y y

i

E t f t E t f t t
x

f t C T i

 (11) 

студенты завершают построение математической модели обратной задачи в ви-
де (9)—(11). 

В дальнейшем, применяя методы исследования подобных обратных задач, 
студенты должны доказать локальную разрешимость обратной задачи (9)—(11). 
Сформулируем полученные теоремы для обратной задачи (9)—(11). 

Определение 1. Решением обратной задачи (9)—(11) называются функции 
+ +ε ⋅ μ( ),   ( ),z z  z > 0, такие, что решение прямой задачи (9), (10), отвечающее 

этим функциям, удовлетворяет (11). 
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Теорема 1. Пусть для функций ∈ =2( ) (0,  ),   1, 2,if t C T i  h(x) выполнены 

соотношения 

 ′′′ ′ ′′≠ − ≠(0) 0,    (0) (0) (0) (0) 0,h h h h h  (12) 

 ( ) ( )+ ≠ + = −1 1( 0) 0,  ( 0)  (0) ,f sign f sign h  
′ ++ = 1

2

(0) ( 0) 
( 0) ,

(0)

h f
f

h
 (13) 

 + = +
+ +1 2

1 2

1 1
 ( 0)  ( 0).

 ( 0)  ( 0)

d d
f f

f dt f dt
 (14) 

Тогда для достаточно малого T > 0 существует непрерывное решение об-
ратной задачи (9)—(11). 

Пусть m, M, T — фиксированные положительные числа, m ≤ M, = ,
2

T
L

m
 

Q(m, M) — множество пар ( )+ +ε ⋅ μ( ),   ( )z z  функций из класса Λ( , , ),m M L  

[ ] [ ]{ }Λ = ∈ ≤ ≥2
2

 0, 
( , , ) ( ) 0,  ,   ( ) .

C L
m M L a z C L a M a z m  

Теорема 2. Пусть паре ( )+ +ε ⋅ μ ∈( ),   ( ) ( , )z z Q m M  соответствует информа-

ция (11), а паре ( )+ +ε ⋅ μ ∈( ),   ( ) ( , )z z Q m M  — информация (11) с функциями 

1 2( ),  ( ).f t f t  Тогда при условиях (12)—(14) для каждого T > 0 существует поло-

жительная постоянная C, что 

[ ] [ ] [ ]
+ + + +

=

⎛ ⎞ ′ε − ε μ − μ ≤ −⎜ ⎟
⎝ ⎠ ∑ 2

2

0,0, 0,
1

max ( ) ( ) ,  ( ) ( )  ( ) ( ) .i i C TC L C L
i

z z z z C f t f t  

Приведенный пример наглядно демонстрирует реализацию прикладной на-
правленности, межпредметных связей в процессе обучения обратным задачам 
для дифференциальных уравнений, что способствует формированию у студен-
тов фундаментальных знаний по различным дисциплинам естествознания. Сту-
денты в процессе решения данной обратной задачи осознают корректность ма-
тематической модели обратной задачи, анализируют проблемные ситуации 
в реализации математического метода решения обратной задачи, применяют 
полученные знания для решения конкретной прикладной задачи, обнаруживают 
знания в области теории и практики исследования математических моделей, 
грамотно объясняют и обосновывают практические выводы полученного реше-
ния обратной задачи. Очевидно, что в данном случае студенты демонстрируют 
компетентность в области прикладной математики. 
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TRAINING STUDENTS TO INVERSE PROBLEMS 
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In article the problem of training of specialists in the field of applied mathematics is discussed. 
The attention on the content of training of students of physical and mathematical specialties of higher 
educational institutions to the inverse problems for differential equations is paid. The statement of the 
inverse problem for system of the equations of Maxwell which entered the content of training, the 
scheme of its decision with the formulation of the corresponding final theorems is given. Conclusions 
about formation of competence of students in the field of applied mathematics in the course of such 
training are drawn. 
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