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В статье обращается внимание на выявление междисциплинарных связей прикладной 

математики и информатики при обучении студентов высших учебных заведений физико-ма-

тематических и естественно-научных направлений подготовки обратным задачам для диффе-

ренциальных уравнений. При таком обучении у студентов развиваются творческие способ-

ности, формируются не только научное мировоззрение и фундаментальные знания в области 

теории и практики обратных задач, но и система знаний о базовых понятиях информатики 

как научной дисциплины.
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В настоящее время с развитием информатики как научной дисциплины заво-

евывает новые позиции в различных областях человеческой деятельности инфор-

мационно-математическое моделирование как один из важных инструментов 

познания окружающего мира. Неудивительно, что сегодня проявляется большой 

интерес к развитию методических систем обучения информатике в вузе, в про-

цессе которого студенты осваивают инновационные методы научного познания 

происходящих различных информационных процессов. Большой вклад в раз-

витие методики обучения информатике студентов высших учебных заведений 

внесли исследования Е.Ы. Бидайбекова, С.Г. Григорьева, В.В. Гриншкуна, А.П. Ер-

шова, О.Ю. Заславской, К.К. Колина, А.А. Кузнецова, М.П. Лапчика, И.В. Лев-

ченко, А.Ю. Уварова, Е.К. Хеннера, М.В. Швецкого и других авторов.

Очевидно, что будущим специалистам различных специальностей, в том чис-

ле в области прикладной математики, необходимо не только владеть концепци-

ями и методами информационно-математического моделирования, но и иметь 

представление об инструментарии, применяемом при моделировании.

Одним из передовых направлений современной прикладной математики яв-

ляется теория и практика обратных задач для дифференциальных уравнений, 

которая стремительно развивается с середины 60-х годов прошлого века. Данное 

научное направление прикладной математики находит свое развитие в работах 

А.В. Баева, П.Н. Вабишевича, А.О. Ватульяна, В.В. Васина, А.М. Денисова, 

С.И. Кабанихина, М.М. Лаврентьева, Г.И. Марчука, Д.Г. Орловского, А.И. При-

лепко, В.Г. Романова, А.Н. Тихонова, В.А. Чеверды, В.Г. Чередниченко, В.А. Юрко, 

А.Г. Яголы, В.Г. Яхно и других авторов. С помощью теории и методологии обрат-

ных задач для дифференциальных уравнений могут успешно исследоваться при-

кладные задачи физики, геофизики, сейсмологии, морских природных катастроф, 
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химии, обработки фотоизображений, медицины, экономики, экологии, промыш-

ленности, астрономии, астрофизики и других областей (табл. 1).

Обратные задачи широко применяются в прикладной математике в таких раз-

делах, как алгебра, анализ, геометрия, обыкновенные дифференциальные урав-

нения, дифференциальные уравнения в частных производных, интегральные 

уравнения, операторные уравнения, оптимальное управление и в других разделах 

прикладной математики (табл. 2).

Стремительное развитие теории и практики обратных задач для дифференци-

альных уравнений во многом обусловлено возможностью эффективного иссле-

дования свойств труднодоступных или недоступных человеку объектов и процес-

сов различной природы, определения их местоположения, формы, структуры 

включений и т.д., выявления их причинно-следственных связей с использовани-

ем современных информационных и телекоммуникационных технологий. По 

мнению В.Г. Романова, высказанному им еще в 1971 г., теория обратных задач 

является информационной и предполагает информационно-математическую об-

работку информации о решении исследуемой прикладной задачи [9]. Поэтому 

знание основ теории и методологии обратных задач является важным фактором 

формирования и развития информационного мышления у студентов вузов физи-

ко-математических и естественнонаучных направлений подготовки.

Неслучайно в настоящее время во многих высших учебных заведениях России 

для студентов физико-математических и естественно-научных направлений под-

готовки преподаются специальные учебные курсы по обратным задачам для диф-

ференциальных уравнений, содержание которых разрабатывается на основе пе-

редовых достижений теории и практики обратных задач [2; 3; 6—12; 15—19; 22—

24].

В процессе обучения обратным задачам для дифференциальных уравнений 

исследуются различные математические модели обратных задач при помощи ана-

литических и численных методов, реализуются междисциплинарные связи таких 

учебных дисциплин, как анализ, алгебра, геометрия, дифференциальные урав-

нения (обыкновенные или в частных производных), интегральные уравнения, 

численные методы, информатика и другие учебные дисциплины.

Современная прикладная математика характеризуется такими чертами, как 

анализ математических моделей, распределение идей оптимальности, повышение 

роли общих математических структур, алгоритмизация, усиление делового ха-

рактера, гуманитаризация и другие черты [4; 12; 13]. В связи с этим реализация 

междисциплинарных связей в процессе обучения обратным задачам обуславли-

вается необходимостью интеграции как естественно-научных, так и гуманитарных 

знаний, которая позволяет не только сформировать у студентов систему фунда-

ментальных знаний в области обратных задач, осмыслить их познавательный и 

гуманитарный потенциал, осмыслить гносеологические процессы в прикладной 

математике, но и выявить базовые понятия информатики как научной дисци-

плины [1; 4—8; 11; 12; 14; 20—24]. К таким базовым понятиям информатики от-

носятся: информация, моделирование, формализация, алгоритмизация, вычис-

лительный эксперимент, синтаксис, семантика, компьютерная графика, инфор-

мационные технологии и другие базовые понятия информатики.
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Содержание обучения обратным задачам для дифференциальных уравнений 

студентов вузов во многом определяется их профессиональной направленностью 

подготовки. В процессе такого обучения студенты исследуют различные матема-

тические модели обратных задач, использующие как обыкновенные дифферен-

циальные уравнения, так и уравнения в частных производных.

В качестве примера для простоты изложения рассмотрим одномерную обрат-

ную задачу для гиперболического уравнения, входящую в содержание обучения 

обратным задачам [11].

В области x  0, t > 0 рассматривается уравнение в частных производных вто-

рого порядка гиперболического типа

 Utt = a(x)Uxx, a(x) > 0, x > 0, t > 0 (1)

с начальными и граничными условиями

 U|t<0 ≡ 0, Ux|x=0 = α · δ(t) (t > 0). (2)

В (1), (2) U = U(x, t), 
2

2
,ttU U

t

∂=
∂  

2

2
,xxU U

x

∂=
∂  

a(x) — неизвестная функция, δ(t) — 

дельта-функция Дирака, α — заданная константа.

От студентов требуется из соотношений (1), (2) определить неизвестную функ-

цию a(x) (переменный коэффициент уравнения (1)) по дополнительной инфор-

мации о решении прямой задачи (1), (2) вида

 U(0, t) = f(t), t > 0. (3)

Необходимо отметить, что в процессе обучения студенты получают сведения 

о том, что математические модели обратных задач для дифференциальных урав-

нений и в частности математическая модель (1)—(3), являются универсальными 

и способны описывать процессы различной природы. И этот универсализм по-

вышает познавательный потенциал таких математических моделей. Студентам 

объясняется, что математические модели обратных задач являются универсаль-

ными, когда они носят синтаксический характер, когда семантика, содержатель-

ные знания и смысл моделируемого процесса остаются вне этой математической 

модели. В этом случае затруднительно сделать вывод о том, какой конкретно 

процесс описывается этой моделью.

Действительно, если в (1) функция U(x, t) — смещение струны от положения 

равновесия, x — длина струны, t — время, а коэффициент
 

,
T

a =
ρ  

где T — натя-

жение струны, а ρ — плотность струны, то уравнение (1) может описывать малые 

поперечные колебания струны без воздействия внешних сил. Если же в (1) 

U(x, t) — продольное смещение в момент времени t элемента стержня с коорди-

натой x от своего положения равновесия,
 

,
E

a =
ρ  

где E — модуль Юнга матери-

ала стерня, ρ — плотность стержня, то (1) будет описывать продольные колебания 

стержня постоянного поперечного сечения. Теперь пусть U(x, t) — напряжение 
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или сила тока в момент времени t на элементах проводов, имеющих координа-

ту x,
 

1
,a

LC
=

 
где L и C — распределенные индуктивность и емкость проводов на 

единицу длины. Тогда (1) будет уже описывать распространение электрических 

возмущений в линии при отсутствии потерь.

И еще один пример. Пусть U(x, t) — напряженность электрического или маг-

нитного полей,
 

,
c

a =
εμ  

где c — скорость света в вакууме, ε и μ — диэлектрическая 

и магнитная проницаемости среды соответственно. В этом случае уравнение (1) 

описывает плоские электромагнитные волны в непроводящих средах.

Учитывая эти замечания, студенты осознают, что методы исследования мате-

матических моделей обратных задач, их познавательный потенциал могут быть 

использованы при исследовании разнообразных по природе прикладных задач.

Теперь вернемся к обратной задаче (1)—(3) и для наглядности изложим вкрат-

це схему ее исследования, которую осваивают студенты в процессе ее решения. 

При исследовании прямой задачи (1), (2) полагается, что a(x) известная дважды 

непрерывно дифференцируемая функция в области x  0. Прежде всего студентам 

необходимо свести гиперболическое уравнение (1) к гиперболическому уравне-

нию с единичными коэффициентами при старших производных.

Вначале вводится переменная y по формуле

 

y = τ(x),

 0

( ) .
( )

x
d

x
a

ξτ =
ξ∫  (4)

Производные от функции U = U(τ–1(y), t) по переменной x выражаются через 

производные по переменной y с помощью формул

 

1

3

1
,

( )

1 ( )
, ( )

( ) 2 ( )

x y

xx yy y

U U
a x

a x
U U U x y

a x a x

−

⎫= ⎪
⎪
⎬′ ⎪= − = τ
⎪⎭

 (5)

В (5) τ–1(y) — функция, обратная к функции τ(x).

Переменная x всегда может быть выражена через переменную y, так как

1
0,

( )

dy

dx a x
= >

и тогда y = τ(x) — монотонно возрастающая функция.

Подставляя (5) в (1), получим уравнение для функции U в новых переменных 

(y, t)

 

1

1

( ( ))
,

2 ( ( ))
tt yy y

a y
U U U

a y

−

−

τ′= −
τ

 (6)
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1 1

1
( ( )) ( ( )).

( )

d
a y a y

d y
− −

−τ = τ′
τ

Теперь введем новую функцию

 

1( ( ), )
( , ) ,

( )

U y t
V y t

S y

−τ=  (7)

причем функция S(y) подбирается из условия, чтобы уравнение для функции 

V(y, t) имело вид (8)

 Vtt = Vyy + g(y)V, y > 0, t  R, (8)

где функция g(y) определится в дальнейшем.

Выразим производные от функции U(τ–1(y), t) через производные от функции V:

 

( ) ,

( ) ( ) ,

( ) 2 ( ) ( ) .

tt tt

y y

yy yy y

U S y V

U S y V S y V

U S y V S y V S y V

⎫=
⎪

= + ′ ⎬
⎪= + +′ ′′ ⎭

 (9)

Тогда из (8) нетрудно получить следующее уравнение:

 

1

1

1

1

2 ( ) ( ( ))

( ) 2 ( ( ))

( ) ( ( )) ( )
.

( ) ( )2 ( ( ))

tt yy y

S y a y
V V V

S y a y

S y a y S y
V

S y S ya y

−

−

−

−

⎛ ⎞τ′ ′= + − +⎜ ⎟
τ⎝ ⎠

⎛ ⎞τ′′ ′ ′+ − ⋅⎜ ⎟
τ⎝ ⎠

 (10)

Вид функции S(y) выбирается из условий

 

1

1

 ( ) ( ( ))
2 0,

( ) 2 ( ( ))

S y a y

S y a y

−

−

τ′ ′− =
τ  

S(+0) = 1 (11)

и, следовательно,

 

   1 1

4
1

0

1 ( ( )) ( ( ))
( ) exp .

4 ( 0)( ( ))

y
a a y

S y d
aa

− −

−
+

⎛ ⎞τ ξ τ′= ξ =⎜ ⎟ +τ ξ⎝ ⎠
∫  (12)

Тогда уравнение (10) принимает вид (8), где коэффициент g(y), с учетом (11) 

имеет вид

 

/ 2
( ) ( )

( ) .
( ) ( )

y

S y S y
g y

S y S y

⎛ ′ ⎞ ⎛ ′ ⎞= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (13)
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Условия (2) в терминах функции V(y, t) принимают вид

 
( ) 00

0, ( ) (0) ( ).y yt
V S y V V a t=< ≡ + = ⋅α ⋅δ′  (14)

Таким образом, задача (1), (2) эквивалентна задаче (8), (14), в которой S, g 

определяются соотношениями (12), (13).

В дальнейшем выделив у функции V особенность

 V(y, t) = λ(y)θ(t – y) + V*(y, t), (15)

где V*(y, t) — непрерывная функция при переходе через поверхность t = y, а λ(y) 

находится стандартным методом выделения особенностей [8; 10; 11; 22; 23] и 

равна

 ( ) (0) ,y aλ = −α⋅ ≡ γ  (16)

γ — некоторая постоянная.

Из (15) следует, что

 V(y, y) = γ. (17)

Так как V ≡ 0 при t < y и V = V* при t > y > 0, то, как нетрудно заметить, задача 

(8), (14) эквивалентна следующей задаче

 Vtt = Vyy + g(y)V, (y, t)  D, (18)

 V(y, y) = γ, (S ′(y)V + Vy)|y=0 = 0, (19)

D = {(y, t)|t > y > 0}.

Исследование свойств функции V(y, t), как решения прямой задачи (18), (19), 

может быть проведено по схеме, изложенной в [11]. В процессе реализации этой 

схемы исследования студентами выявляются важные свойства о функции f(t) как 

о дополнительной информации о решении прямой задачи (1), (2),

f ′(+0) – S ′(+0)f(+0) = 0, f(+0) = γ,

которые позволяют вычислить S ′(+0) и a(+0)

 

2

2

( 0) ( 0)
( 0) , ( 0)

( 0)

f f
S a

f

+ +′+ = + =′
+ α

 (20)

и приводят к необходимым условиям разрешимости обратной задачи

f(+0) = γ, f(+0)  0,

 sgn(f(+0)) = –sgn(α). (21)
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По завершении исследования прямой задачи (18), (19) студенты выписывают 

дополнительную информацию о решении прямой задачи (18), (19), которая с 

учетом равенств (5), (7), (11) принимает вид

 

1

0

( ( ), )
( 0, ) ( 0, ) ( ),

( )
y

U y t
V t U t f t

S y

−

=+

τ+ = = + =  (22)

и приступают к исследованию обратной задачи (18), (19), (22). Исследование дан-

ной обратной задачи представляет собой построение замкнутой системы соот-

ветствующих интегральных уравнений Вольтера второго рода и доказательство 

локальной теоремы существования и единственности и теоремы условной устой-

чивости обратной задачи. Для наглядности в целях краткости записи сформули-

руем данные теоремы без доказательств, с которыми можно ознакомиться в [11].

Определение. Решением обратной задачи (18), (19), (22) будем называть функ-

цию g(y) при y > 0 такую, что решение прямой задачи (18), (19), отвечающее этой 

функции, удовлетворяет дополнительному условию (22).

Теорема 1. Пусть f(t)  C2(0, T) и удовлетворяет соотношениям (20), (21). Тогда 

если T > 0 и мало, то решение обратной задачи (18), (19), (22) существует, един-

ственно и принадлежит классу
 

0, .
2

T
C
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

Теорема 2. Пусть z, T — фиксированные положительные числа; для функции 

f(t)  C2(0, T) выполнены соотношения (20), (21); функция g(y) принадлежит клас-

су непрерывных функций на отрезке
 

0, 
2

T⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦ 

и является решением обратной за-

дачи (18), (19), (22) с информацией f(t), t  (0, T). Тогда для достаточно малого 

T > 0 существует функция a(x)  L = {a(x)  C[0, z] |a(x) > 0}, являющаяся реше-

нием обратной задачи (1)—(3), где
 

 /2

1 2

0

( 0) ( ) ,
2

T
T

z a S d− ⎛ ⎞= τ = + ξ ξ⎜ ⎟⎝ ⎠ ∫  а S(y) и g(y) 

определяются формулой (13).

Пусть m, M, T — фиксированные положительные числа, m  M, .
2

T

m
℘=

 
Обо-

значим через ( ), , ( 0)Q m M a +
 
— множество функций a из класса

( ) [ ] [ ]{ }2
2

1 0, 
,  ,  ( ) 0,   ,  ( ) .

C
m M a x C a M a x m℘Λ ℘ = ∈ ℘ ≤ ≥

Теорема 3. Пусть функции a  ( ), , ( 0)Q m M a +
 
соответствует информация 

f(t)  C2(0, T) о решении прямой задачи (1), (2), а функции a  ( ), , ( 0)Q m M a +
 
— 
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информация f (t)  C2(0, T). Тогда для каждого T > 0 существует такая положи-

тельная постоянная
 ( ), , ,  ( 0) ,C C m M T a= +  что

[ ] [ ]20, 0, 
( ) ( ) ( ) ( ) , .

2C L C T

T M
a x a x C f t f t L

⋅− ≤ ⋅ − =

Последующий анализ прикладных и гуманитарных аспектов полученных ре-

зультатов обратной задачи позволяет студентам сделать соответствующие логи-

ческие выводы об изучаемом процессе и получить в конечном счете новую ин-

формацию, изучить ее свойства и осмыслить ее ценность.

При обучении студентов обратным задачам для дифференциальных уравнений 

уделяется внимание численным методам их решения, так как многие обратные 

задачи являются нелинейными, что не позволяет получить их точное решение. 

Тогда обычно строится система уравнений обратной задачи, как правило, в виде 

интегральных или интегро-дифференциальных уравнений, решение которой 

ищется при помощи итерационных процессов, которые подразумевают много-

кратное решение соответствующих прямых задач. В этом случае численные ме-

тоды, такие как конечно-разностные методы, метод Ньютона—Канторовича, 

оптимизационные методы, метод линеаризации и другие численные методы яв-

ляются эффективными методами нахождения приближенных решений обратных 

задач для дифференциальных уравнений. Численные методы решения обратных 

задач для дифференциальных уравнений находят свое развитие в работах 

А.С. Алексеева, П.Н. Вабишевича, В.И. Дмитриева, С.И. Кабанихина, М.М. Лав-

рентьева, Г.И. Марчука, В.Г. Романова, А.А. Самарского и других авторов [3; 7—9; 

22—24].

В процессе обучения обратным задачам для дифференциальных уравнений 

студенты на семинарских и лабораторных занятиях осваивают различные вы-

числительные алгоритмы поиска приближенных решений таких обратных задач, 

в том числе с использованием компьютерных технологий. Для наглядности при-

ведем постановку учебной обратной задачи для семейства обыкновенных диф-

ференциальных уравнений второго порядка, решение которой ищется при по-

мощи конечно-разностного метода.

Требуется определить неизвестную функцию a(x) из семейства дифференци-

альных уравнений второго порядка

 
y2 + a(x)y = 0, y = y(x, α), 

2

2
,

d
y y

dx
=′′

 
x  R, α  R (23)

при начальных условиях

 y(α, α) = 1, y′(α, α) = 1 α  R (24)

и дополнительной информации о решении прямой задачи (23), (24)

 y(x*, α) = φ(α), x* — const, α  R. (25)
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В (23), (24) x — переменная, α — числовой параметр.

Вычислительный алгоритм нахождения приближенного решения обратной 

задачи (23)—(25) в виде числовых последовательностей { } 1, 

1, 
,

i N
i
k k N

v
=

=  { }
0, 

,k k N=β  сту-

денты строят на основе ее конечно-разностного аналога

 

1 1
1 12

2  
0,

i i i
ik k k

k k

v v v
v

h
+ −

+ +
− +

+β =  (26)

1
( , ) ( , ) 1, , 1, , ,hk i k i k N i N N

h

⎧ ⎫
∈Ω = = = =⎨ ⎬

⎩ ⎭

 vi
i = 1, i = 0, N, (27)

 vi
i+1 = vi

i–1, i = 0, N – 1, (28)

 vN
i  = fi, fi = φ(αi), i = 0, N. (29)

Конечно-разностные соотношения (27)—(29) позволяют студентам построить 

систему линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) с трехдиагональной ма-

трицей вида

 
2

1 2,i
i i iA Y B−

− −=
 
i = N – 1, N – 2, …, 2, (30)

где Ai — трехдиагональная матрица

 

1

2

1

2 1 0 0 0 ... 0 0

2 1 0 0 ... 0 0

0 2 1 0 ... 0 0

... ... ... ... ... ... ... ... ,

... ... ... ... ... ... ... ...

0 0 ... 0 0 2 1

0 0 ... 0 0 0 2

N

N

i

i

i

A

−

−

+

−⎛ ⎞
⎜ ⎟θ −
⎜ ⎟

θ −⎜ ⎟
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟θ −⎜ ⎟
⎜ ⎟θ −⎝ ⎠

 (31)

( )2 2 2 2 2 2
1 1 2 3 1, , ,  ..., ,  ,

T
i i i i i i

i N N N i iY v v v v v− − − − − −
− − − − −=

 
2 2, 0 , 0 , ..., 0 1 ,

T

i N i

p

B f− −

⎛ ⎞
⎜ ⎟= −θ −
⎜ ⎟⎝ ⎠

�����

T — знак транспонирования, p = N – 1 – i, i = N – 1, 2.

В дальнейшем анализ СЛАУ (30) позволяет студентам продолжить исследова-

ние разностной обратной задачи (26)—(29), которое (ввиду громоздкости изло-

жения) мы опустим.
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В дальнейшем построенный вычислительный алгоритм нахождения прибли-

женного решения обратной задачи (23)—(25) может быть реализован студентами 

с использованием компьютерных технологий, например, систем компьютерной 

математики Mathad, Matlab и других, интерфейс которых позволяет визуализи-

ровать полученное решение, в том числе и в графической форме.

При этом следует обратить внимание на следующее обстоятельство. В про-

цессе построения вычислительных алгоритмов решения многих обратных задач 

студентам приходится иметь дело с поиском решения СЛАУ. Нередко нахождение 

решений различных СЛАУ является некорректной задачей. Решение СЛАУ может 

оказаться некорректной задачей, когда ее матрица является, например, плохо 

обусловленной, квадратной вырожденной или прямоугольной. В связи с этим 

желательно включать в содержание обучения обратным задачам для дифферен-

циальных уравнений раздел, посвященный СЛАУ [9].

В заключение отметим, что реализация междисциплинарных связей при об-

учении обратным задачам для дифференциальных уравнений позволяет студен-

там не только сформировать фундаментальные знания в области теории и мето-

дологии обратных задач, приобрести умения и навыки использования математи-

ческих методов исследования прикладных задач и гуманитарного анализа их 

решений, развить научное мировоззрение и творческие способности, но и по-

полнить свои знания в области некоторых базовых понятий информатики как 

научной дисциплины, осмыслить их ценность и роль в познании окружающего 

мира, приобрести опыт обработки разнообразной информации математическими 

методами.
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BASIC CONCEPTS OF INFORMATICS IN THE CONTENT OF 
TRAINING INVERSE PROBLEMS FOR DIFFERENTIAL EQUATIONS

V.S. Kornilov

Chair of informatization of education

Moscow city pedagogical university

Sheremetyevskaya str., 29, Moscow, Russia, 127521

In article the attention to identification of intersubject communications of applied mathematics 

and informatics when training students of higher educational institutions of the physical and mathematical 

and natural-science directions of preparation to the return tasks for the differential equations is paid. 

At such training at students creative abilities develop, are formed not only scientific outlook and 

fundamental knowledge in the field of the theory and practice of the return tasks, but also system of 

knowledge of basic concepts of informatics, as scientific discipline.

Key words: training in the inverse problems for the differential equations, applied mathematics, 

informatics, interdisciplinary communications, pedagogical technologies, the student
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