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В статье обращается внимание на формирование у студентов высших учебных заведений фи-

зико-математических направлений подготовки фундаментальных математических знаний в про-

цессе преподавания курсов по выбору, посвященных обучению обратным задачам для дифферен-

циальных уравнений. Приводится пример постановки учебной обратной задачи для дифференци-

альных уравнений, вошедшей в содержание такого обучения. 
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В процессе обучения на физико-математических направлениях подготовки 

студенты изучают разнообразные математические дисциплины, среди которых 

особое место занимает функциональный анализ. Функциональный анализ сфор-

мировался в начале XX в. в результате обобщения различных понятий и методов 

математического анализа, алгебры и геометрии, является одним из важных раз-

делов современной математики и в настоящее время находит обширные приме-

нения во многих областях естествознания, в том числе — в математической фи-

зике. Фундаментальное значение в функциональном анализе отводится понятию 

оператора — обобщению понятия функции. Исследование общей теории опера-

торов и является основным содержанием функционального анализа. Существен-

ный вклад в создание и развитие функционального анализа внести исследования 

П.С. Александрова, С. Банаха, О.В. Бесова, С. Бохнера, И.М. Гельфанда, Д. Гиль-

берта, К. Т.В. Вейерштрасса, К. Иосиды, Л.В. Кантаровича, А.Н. Колмогорова, 

С.В. Ковалевской, Ж.Л. Лагранжа, Н.Н. Лузина, Л.А. Люстерника, Ф. Риса, 

В.И. Смирнова, С.Л. Соболева, Л. Хёрмандера, Л. Шварца, Г.Е. Шилова и других 

ученых (см., например, [5; 7; 15; 16; 18]).

В процессе обучения дисциплине «Функциональный анализ» студенты изуча-

ют конечномерные и бесконечномерные эвклидовы пространства, метрические, 

нормированные, гильбертовые, банаховы пространства, непрерывные операторы 

в метрических пространствах, линейные операторы, линейные функционалы, 

принцип сжатых отображений, теоремы вложения и другие разделы этой учебной 

дисциплины. Знакомятся с такими определениями и понятиями, как обобщенная 

функция, обобщенная производная, норма обобщенной функции, регуляризация 

обобщенной функции, обобщенное решение дифференциального уравнения, 

неподвижная точка, компактность, сходимость и другими понятиями и опреде-

лениями элементов функционального анализа. Учатся производить оценки про-
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изводных от обобщенных функций в различных нормах функциональных про-

странств, применять метод последовательных приближений и др. 

Как известно, одним из эффективных методов исследования окружающего 

мира является моделирование процессов и явлений при помощи математических 

моделей. Как правило, такие математические модели используют уравнения ма-

тематической физики. С практической точки зрения, большой интерес представ-

ляют обратные задачи для дифференциальных уравнений, теория которых явля-

ется одной из современных областей прикладной математики. Обратные задачи 

для дифференциальных уравнений с философской точки зрения — задачи опре-

деления неизвестных причин по известным следствиям, обладающие большим 

познавательным потенциалом. 

Фундаментальный вклад в развитие теории обратных задач математической 

физики внесли исследования А.С. Алексеева, А.В. Баева, А.Л. Бухгейма, А.В. Гон-

чарского, В.В. Васина, А.О. Ватульяна, С.И. Кабанихина, М.Г. Крейна, М.М. Лав-

рентьева, А.И. Прилепко, В.Г. Романова, А.Н. Тихонова, В.Г. Яхно и других уче-

ных (см., например, [4; 6; 8; 9; 12; 17; 19]).

В настоящее время в некоторых российских вузах для студентов преподаются 

специальные курсы по обратным задачам для дифференциальных уравнений. 

В зависимости от профессиональной направленности подготовки таких студен-

тов (см., например, [1]) формируется содержание таких учебных курсов. Среди 

обратных задач для дифференциальных уравнений, входящих в содержание та-

кого обучения, — определение неизвестных коэффициентов или неоднородных 

частей дифференциальных уравнений, определение граничных условий матема-

тической модели обратной задачи и другие обратные задачи для дифференциаль-

ных уравнений. Подобные обратные задачи могут рассматриваться для различных 

дифференциальных уравнений, среди которых — гиперболические, параболиче-

ские, эллиптические, квазилинейные, смешанные и другие дифференциальные 

уравнения. Искомые функции могут зависеть как от одной, так и от многих пере-

менных и могут принадлежать различным функциональным пространствам. В за-

висимости от рассматриваемых математических и геофизических моделей по-

добные обратные задачи могут быть одномерными или многомерными, обладают 

математическими особенностями и являются, как правило, некорректными. 

Отмеченные обстоятельства в значительной степени определяют выбор мето-

дов нахождения решения и доказательства корректности (условной корректности) 

обратной задачи для дифференциального уравнения. В процессе их исследования 

широко применяется математический и функциональный анализ, алгебра и гео-

метрия, методы интегральных уравнений, уравнений обыкновенных дифферен-

циальных уравнений и уравнений в частных производных, оптимизационные 

методы, численные методы и другие методы прикладной и вычислительной ма-

тематики. Очевидно, что наличие у студентов базовых знаний в вышеотмеченных 

математических дисциплинах в значительной степени определяет эффективность 

обучения обратным задачам для дифференциальных уравнений. 

Вместе с тем в процессе такого обучения студенты не только осваивают мате-

матические методы и приобретают навыки их применения при исследовании 
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обратных задач для дифференциальных уравнений, но и формируют фундамен-

тальные знания по различным математическим дисциплинам.

Приведем одну из учебных задач, вошедших в содержание обучения обратным 

задачам для дифференциальных уравнений, при решении которой используются 

знания многих математических дисциплин, которые преподавались студентам. 

Рассматривается два дифференциальных уравнения в частных производных 

второго порядка гиперболического типа 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) 0,k k k k k
tt zz xx xU U U a x z U b x z U− − + + =

 x ∈ R, z > 0, t ∈ R, k = 1, 2, (1)

совместно с данными Коши 

 

( )

0
0,  1,  2,k

t
U k

<
≡ =  (2)

граничными условиями 

 

( )

0
( ) ( ),  1,  2,k
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U g x t k
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и дополнительной информацией о решении прямой задачи (1)—(3)

 

( )

0
( , ), 0, 1, 2.k

kz
U f x t t k

=
= > =  (4)

В (1)—(4) U(k) = U(k) (x, z, t), k = 1, 2, f1(x, t), f2(x, t), g1(x), g2(x) — известные 

функции, δ′(t) — производная от дельта-функции Дирака.

От студентов требуется из соотношений (1)—(4) вычислить неизвестные функ-

ции U(k) (x, z, t), k = 1, 2, a(x, z), b(x, z) и доказать локальную разрешимость этой 

многомерной обратной задачи. Для нахождения решения многомерной обратной 

задачи (1)—(4) студентам необходимо применить усовершенствованный В.Г. Ро-

мановым метод шкал банаховых пространств аналитических функций (см., на-

пример, [8; 9; 17]).

Для решения поставленной многомерной обратной задачи студенты, вводят в 

рассмотрение банахово пространство As, s > 0 аналитических функций φ(x), 

x ∈ R (1), обладающих конечной нормой. Делают предположение о том, что gk
(i) (x), 

1
,

( )G x   
fk(x, t), 

 
( , ),kf x t

t

∂
∂  

k = 1, 2, i = 0, 1, 2 как функции аргумента x являются 

элементами банахова пространства аналитических функций As0
, s0 > 0 и являют-
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ся непрерывными функциями аргумента t ∈ (0, T), T > 0. И кроме того, считают 

справедливыми неравенства (5):

 
( )

0

0 0

0

0

0 0 0

1 1 ( )
0

2 2

( ) ( ) ( ) ( )
2 1 2 1 01 2 1 2

2
 ( ) ,  ( ) ,  ,

( ) ( ) 1
( ) 0 ,  2 ,

( ) ( )
.

1
 2 ( ) ,

 ,   0, ,  1, 2,  0, 1, 2

k ks
s s

i
k

s

i i i i

s

f t R f t R R
t G

g x g x
G x g R

g x g x G

g g g g g f g f t R
t t G

x R t T k i

⎫∂≤ ≤ ≤ ⎪∂ ⎪
⎪
⎪′ ⎪= ≠ ≤

′ ⎪
⎬
⎪
⎪⎡ ⎤∂ ∂⎛ ⎞⋅ − ⋅ + − ≤′′ ′′ ⎜ ⎟ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠∂ ∂⎣ ⎦ ⎪
⎪
⎪∈ ∈ = = ⎭

 (5)

В (5) у функции gk верхний индекс означает производную, R0 — положительная 

константа.

Студентам также нужно предположить, что функции a(x, z), b(x, z) при фик-

сированном значении аргумента z принадлежат банахову пространству As0
 и яв-

ляются непрерывными функциями по аргументу

 

0, .
2

T
z

⎡ ⎤∈⎢ ⎥⎣ ⎦
Так как многомерная обратная задача (1)—(4) сформулирована в обобщенной 

постановке, студенты выделяют сингулярную часть из решения прямой задачи 

(1)—(3) по формуле 

 U(k)(x, z, t) = α(k)(x, z)δ(t – z) + β(k)(x, z)θ(t – z) + 
~
U(k)(x, z, t), k = 1, 2. (6)

Функции α(k), β(k), k = 1, 2, входящие в (6), студенты находят при помощи ме-

тода выделения особенностей (см., например, [14]). Боле того, они выявляют тот 

факт, что U(k) = 
~
U(k) когда t > z > 0 и U(k) ≡ 0 когда t < z, k = 1, 2, а также вычисляют 

необходимое условие разрешимости данной многомерной обратной задачи, ко-

торое имеет вид 

 fk(x, + 0) = 0, x ∈ R, k = 1, 2. (7)

В результате студенты формулируют следующую многомерную обратную за-

дачу для регулярных частей U(k), k = 1, 2:

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( , ) 0,k k k k k
tt zz xx xU U U a x z U b x z U− − + + =  (x, z, t) ∈ D, k = 1, 2, (8)
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k zz z
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x ∈ R, t > 0, k = 1, 2, (9)



Вестник РУДН, серия Информатизация образования, 2015, № 3

70

 

( ) ( )

0
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U x z

= +
= β  x ∈ R, z  0, k = 1, 2, (10)

D = {(x, z, t) | x ∈ R,  t > z > 0}.

В дальнейшем студенты строят систему интегродифференциальных уравнений 

вида 
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Студенты осознают, что так как в построенной системе (11), (12) в интеграль-

ных слагаемых находятся производные от функций U(k), для доказательства ло-

кальной разрешимости рассматриваемой многомерной обратной задачи целесо-

образно использовать банахово пространство As, s > 0 аналитических по пере-

менной x функций и применить свойства s-нормы (см., например, [8; 9; 17]), 

согласно которым возможно оценить норму производных функций U(k) нормой 

функций U(k) и в результате получить замкнутую систему соответствующих не-

равенств. 

В дальнейшем, применяя рациональные рассуждения, теорему Банаха, усо-

вершенствованный В.Г. Романовым метод шкал банаховых пространств анали-
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тических функций, методы математической физики, методы функционального 

анализа, студенты доказывают вышеотмеченные теоремы, которые мы приведем 

без доказательства.

Теорема 1. Пусть gk(x),  fk(x, t), k = 1, 2 удовлетворяют предположениям, сде-

ланным выше, и условиям (5), (7). Тогда 0

1
0,  ,  :

2 2

T
s T

⎛ ⎞∃α ∈ α <⎜ ⎟⎝ ⎠  
∀ s ∈ (0, s0) су-

ществует единственное решение системы равенств (11), (12) в QsT = DT ∩ {(x, z, t) 

| 0  z  α(s0 – s), x ∈ R} такое, что U(k) ∈ As, 
( ) ,k

sU A
t

∂ ∈
∂  

a(k) ∈ As, k = 1, 2, ∀(z, t) ∈

∈ PsT ≡ ΛT ∩ {(z, t) | 0  z  α(s0 – s)} и непрерывны в PsT по переменным z, t, при-

чем
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U U z t R a a z

s s
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(z, t) ∈ PsT,  k = 1, 2,
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⎩ ⎭

Рассмотрим множество Ф всех пар функций (fk, gk, k = 1, 2), являющихся эле-

ментами As0
, s0 > 0, непрерывных по t ∈ (0, T), для которых выполнены соотно-

шения (5), (7) при известном значении константы R0. 

Теорема 2. Пусть (fk, gk, k = 1, 2) ∈ Ф, ( fk, gk, k = 1, 2) ∈ Ф. Тогда для отвечающих 

им решений (U(k), a(k), k = 1, 2), (U(k), a(k), k = 1, 2) системы уравнений (11), (12) 

справедливы неравенства

( ) ( ) ( ) ( )

0

( , ) ,  ( ) ,
  

k k k k

s s

c
U U z t c a a z

s s

⋅ ε− ≤ ⋅ ε − ≤
−

(z, t) ∈ PsT, 0 < s < s0, k = 1, 2, c — константа.

В процессе исследования данной многомерной обратной задачи студенты опе-

рируют такими базовыми понятиями функционального анализа, как аналитиче-

ская функция, обобщенная функция, производная обобщенной функции, норма 

аналитической функции, банахово пространство аналитических функций и дру-

гими понятиями функционального анализа. Используют принцип сжимающих 

отображений, метод последовательных приближений, свойства норм в банаховом 

пространстве аналитических функций, доказывают сходимость функциональных 

рядов, применяют методы математической физики, интегральных уравнений 

Вольтерра второго рода и другие математические методы. На заключительным 

этапе студенты анализируют полученные результаты и делают логические выво-

ды прикладного и гуманитарного характера (см., например, [11; 13]). 
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Таким образом, в процессе такого обучения студенты приобретают умения и 

навыки исследования разнообразных обратных задач для дифференциальных 

уравнений, фундаментальные знания о методах и методологии прикладных ис-

следований на основе математических моделей обратных задач, как эффективном 

средстве познания окружающего мира. Студенты формируют фундаментальные 

знания по таким важным понятиям, как формализация, моделирование, кон-

структивный алгоритм, корректность математической модели, локальная раз-

решимость обратной задачи и другим понятиям, встречающимся в предметных 

областях математики, информатики физики, экологии и других предметных об-

ластях, формирую мотивацию и стремление к знаниям желание к познанию окру-

жающего мира т другие творческие способности.
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TEACHING INVERSE PROBLEMS FOR THE DIFFERENTIAL 
EQUATIONS AS FUNDAMENTALIZATION FACTOR OF 

MATHEMATICAL KNOWLEDGE OF STUDENTS

V.S. Kornilov

Department of informatics and applied mathematics

Moscow city pedagogical university

Sheremetyevskaya str., 29, Moscow, Russia, 127521

n article the attention to formation at students of higher educational institutions of the physical and 

mathematical directions of preparation of fundamental mathematical knowledge in the course of teaching 

the elective courses devoted to training in the inverse problems for the differential equations is paid. The 

example of statement of the educational inverse problem for the differential equations which entered the 

content of such training is given.

Key words: training of the inverse problems for the differential equations, mathematical knowledge, a 

fundamentalization of mathematical education, the student.
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