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ственно-научных специальностей обратным задачам для обыкновенных дифференциальных урав-

нений. Приводятся алгоритмы решения некоторых постановок обратных задач для обыкновенных 

дифференциальных уравнений, которые входят в содержание такого обучения. Приводятся резуль-

таты расчетов численных решений соответствующих обратных задач в системе компьютерной ма-
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В настоящее время в некоторых высших учебных заведениях стран СНГ на физи-

ко-математических и естественно-научных направлениях подготовки преподаются 

специальные курсы по обратным задачам для дифференциальных уравнений [3; 4; 6; 

7; 9; 12–19; 21–23; 26; 29; 32]. Среди таких вузов Московский государственный уни-

верситет им. М.В. Ломоносова, Московский городской педагогический университет, 

Новосибирский национальный исследовательский государственный университет, 

Уральский государственный университет, Ростовский государственный университет, 

Санкт-Петербургский государственный университет, Казахский национальный пе-

дагогический университет им. Абая, Казахский национальный университет им. Аль-

Фараби и другие вузы. Содержание обучения обратным задачам для дифференци-

альных уравнений формируется на основе современных достижений теории и прак-

тики обратных задач математической физики — одного из направлений прикладной 

математики. 

Фундаментальный вклад в создание теории обратных задач математической фи-

зики внесли работы В.А. Амбарцумяна, М.Г. Крейна, М.М. Лаврентьева, Б.М. Леви-

тана, А.И. Прилепко, В.Г. Романова, А.Н. Тихонова и других ученых. В настоящее 

это направление прикладной математики развивается в исследованиях А.В. Баева, 

М.И. Белишева, П.Н. Вабишевича, А.О. Ватульяна, А.М. Денисова, С.И. Кабанихи-

на, Е.В. Корчагиной, А.В. Полякова, В.Г. Романова, В.С. Сизикова, Ю.М. Сироты, 

Ю.М. Тимофеева, Г.В. Хромовой, В.Г. Чередниченко, В.Б. Черепенникова, В.А. Юрко, 

В.Г. Яхно и других ученых [1; 2; 9; 12; 24; 26–30; 32; 34; 36; 38]. 

В содержании обучения обратным задачам для дифференциальных уравнений 

имеется своя специфичная терминология, используются различные математические 

модели и методы исследования, присутствуют широкие межпредметные связи изуча-
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емых вузовских математических курсов, таких как математический и функциональ-

ный анализ, алгебра и геометрия, обыкновенные дифференциальные уравнения и 

уравнения в частных производных, методы оптимизации, интегральные уравнения, 

численные методы, информатика и другие учебные дисциплины. Достижение каче-

ственных результатов в процессе такого обучения, которые бы демонстрировали у 

студентов наличие системы фундаментальных знаний в области теории и методоло-

гии исследования обратных задач для дифференциальных уравнений, возможно при 

условии применения конкретных методов их решения. В этом случае решение об-

ратных задач выступает и как цель, и как средство обучения. Этот вид учебной дея-

тельности студентов служит средством формирования и развития прикладной мате-

матической культуры; способствует глубокому и прочному усвоению сложных опре-

делений, понятий, методов и подходов, используемых при решении обратных задач; 

способствует формированию умений и навыков исследования обратных задач; соз-

дает условия для осуществления профессиональной ориентации. 

В обучении обратным задачам с их высоким математическим уровнем, сложным 

понятийным аппаратом, математическими методами исследования и трудоемкостью 

исследований реализуется такая форма обучения, как лабораторные работы с ис-

пользованием современных компьютерных технологий, среди которых — системы 

компьютерной математики (Maple, Mathematica,Mathcad, Matlab и др.), в настоящее 

время активно используемые в вузовском образовании [8; 11; 25; 29; 35] и позволя-

юшие реализовать дидактические принципы обучения. Подобные лабораторные за-

нятия по обратным задачам интегрируют теоретико-методологические знания, прак-

тические умения и навыки студентов в едином процессе деятельности учебно-ис-

следовательского характера. При правильной организации лабораторной работы 

студенты выступают в роли исследователей обратных задач для дифференциальных 

уравнений. 

Один из разделов содержания обучения обратным задачам для дифференциальных 

уравнений посвящен обратным задачам для обыкновенных дифференциальных урав-

нений, включает такие обратные задачи, как обратные задачи определения коэффи-

циентов линейных и нелинейных дифференциальных уравнений, обратные задачи 

определения правой части дифференциальных уравнений, обратные задачи теории 

рассеяния, обратные задачи вариационного исчисления. При обучении обратным 

задачам для обыкновенных дифференциальных уравнений большое внимание уде-

ляется приближенным метода их решения. 

Очевидно, что разработка вычислительных алгоритмов нахождения приближен-

ных решений обратных задач математической физики, и в частности обратных задач 

для обыкновенных дифференциальных уравнений является важнейшим аспектом 

развития теории и практики обратных задач для дифференциальных уравнений, вви-

ду ряда математических особенностей. Одна из таких особенностей — нелинейность, 

которая, как правило, не позволяет получить точное решение обратной задачи в виде 

формулы. Методика исследования обратных задач предполагает поэтапное исследо-

вание свойств решения соответствующей прямой задачи, а затем обратной. Как пра-

вило, строится замкнутая система уравнений обратной задачи в виде интегро-диф-

ференциальных уравнений; эта система может быть решена при помощи итераци-

онных процессов, включающих в себя многократное решение соответствующих 

прямых задач. В связи с этим в данной ситуации численные методы выступают в 

качестве высокоэффективных методов исследования обратных задач. 
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Основы численных методов решения обратных задач были заложены фундамен-

тальными работами А.С. Алексеева, А.А. Самарского, М.М. Лаврентьева, В.Г. Рома-

нова, В.И. Дмитриева, С.И. Кабанихина, В.Г. Яхно, А.Л. Бухгейма, П.Н. Вабишеви-

ча и других учеными и в настоящее время применяются многими авторами при ис-

следовании широкого круга обратных задач, в том числе — обратных задач для 

обыкновенных дифференциальных уравнений [12; 13; 24; 30; 36]. 

Рассмотрим несколько постановок обратных задач для обыкновенных дифферен-

циальных уравнений с их последующими решениями, которые предлагаются студен-

там в процессе их обучения обратным задачам. От студентов требуется доказать со-

ответствующие теоремы существования, единственности и устойчивости решения 

обратной задачи или найти приближенное решение соответствующей обратной за-

дачи для обыкновенного дифференциального уравнения с применением системы 

компьютерной математики Mathcad. 

Обратная задача. На отрезке [0, T] рассматривается краевая задача

 
( ) ( ),

dx
A t x f t

dt
= +  (1)

 Bx(0) + Cx(T) = d. (2)

В (1), (2) t ∈ [0, T], x, d, f(t) — n-мерные векторы-столбцы, A, B и C — матрицы по-

рядка n × n, причем A(t)и f(t) — непрерывны на отрезке [0, T].

От студентов требуется определить вектор-функцию x(t), непрерывную на отрез-

ке [0, T], непрерывно-дифференцируемую на (0, T), удовлетворяющую краевым ус-

ловиям (2) и дифференциальному уравнению (1).

Введя обозначение x(0) ≡ λ и осуществляя замену искомой функции u(t) = x(t) – λ, 

решение рассматриваемой краевой задачи студенты сводят ее к обратной задаче для 

системы обыкновенных дифференциальных уравнений

 
( ) ( ) ( ),

du
A t u A t f t

dt
= + λ +  u(0) = 0, (3)

 (B + C)λ + Cu(T) = d, (4)

т.е. к нахождению пары {λ, u(t)}, удовлетворяющей равенствам (3), (4).

Полученная обратная задача (3), (4) эквивалентна исходной задаче (1), (2) в том 

смысле, что если {λ, u(t)} — решение задачи (3), (4), то x(t) = λ + u(t) является реше-

нием задачи (1), (2) и наоборот, если x(t) — решение задачи (1), (2), то пара {x(0), 

x(t) – x(0)} является решением задачи (3), (4).

Алгоритм решения полученной обратной задачи студенты строят в соответствии 

с методикой, изложенной в работе [1]. Прежде всего путем интегрирования уравнения 

(3) от 0 до T определяется

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

T T T

u T A t u t dt A t dt f t dt= + λ +∫ ∫ ∫



Вестник РУДН, серия Информатизация образования, 2015, № 2

60

Осуществляя его подстановку в краевые условия (4) и предполагая, что матрица 

0

( )

T

M B C I A t dt
⎡ ⎤

= + +⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
 

имеет обратную (detM  0), студенты получают уравнение от-

носительно λ:

 

1

0 0

( ) ( ) ( ) .

T T

M d C f t dt C A t u t dt−
⎡ ⎤

λ = ⋅ − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫  (5)

Решение обратной задачи (3), (4) — пару {λ*, u*(t)} студенты ищут по следующему 

алгоритму. За начальное приближение берется (0) 1

0

( )

T

M d C f t dt−
⎡ ⎤

λ = ⋅ −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
 

и u(0)(t) — 

являющееся решением задачи Коши (3) при λ = λ(0).

После подстановки u(0)(t) в правую часть уравнения (5) получается:

(1) 1 (0)

0 0

( ) ( ) ( ) ,

T T

M d C f t dt C A t u t dt−
⎡ ⎤

λ = ⋅ − −⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫

а u(1)(t) находится как решение задачи Коши (3) при λ = λ(1).

Продолжая итерационный процесс аналогично изложенному, по известному 

{λ(k–1), u(k–1)(t)} студенты находят следующее приближение {λ(k), u(k)(t)}.

Достаточные условия сходимости итерационного процесса и однозначной раз-

решимости задачи (1), (2) студентами устанавливаются путем доказательства следу-

ющей теоремы. Приведем ее формулировку и изложим основные фрагменты ее до-

казательства.

Теорема. Если выполнены условия:

1) для матрицы M существует обратная M–1 и ||A(t)||  α(t);

2)

 

0

( )
1

0

1 ( ) 1,

T
Tt dt

q M C e t dt
α∫−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⋅ ⋅ − − α <
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫
то обратная задача для системы обыкновенных дифференциальных уравнений (3), 

(4), а следовательно, и эквивалентная ей двухточечная краевая задача (1), (2) имеет 

единственное решение и приведенный выше алгоритм сходится.

Доказательство. Так как

( 1) 1 ( )

0 0

( ) ( ) ( ) ,

T T
k kM d C f t dt C A t u t dt+ −

⎡ ⎤
λ = ⋅ − −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫

( ) 1 ( 1)

0 0

( ) ( ) ( ) ,

T T
k kM d C f t dt C A t u t dt− −

⎡ ⎤
λ = ⋅ − −⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫  то

( 1) ( ) 1 ( ) ( 1)

0

( )[ ( ) ( )]

T
k k k kM C A t u t u t dt+ − −λ − λ = ⋅ −∫

 

и справедлива оценка

 

( 1) ( ) 1 ( ) ( 1)

0

( ) ( ) ( ) .

T
k k k kM C t u t u t dt+ − −λ − λ ≤ ⋅ α −∫  (6)
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Найдем оценку разности u(k)(t) – u(k–1)(t).

Так как

 

( ) ( ) ( )

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

t t t
k k ku t A u d A d f d= τ τ τ + λ τ τ + τ τ∫ ∫ ∫

( 1) ( 1) ( 1)

0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t t t
k k ku t A u d A d f d− − −= τ τ τ + λ τ τ + τ τ∫ ∫ ∫

Тогда для разности имеет место равенство

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t t
k k k k k ku t u t A u u d A d− − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤− = τ τ − τ τ + λ − λ τ τ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∫ ∫

Откуда следует оценка

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)

0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

t t
k k k k k ku t u t u u d d− − −− ≤ α τ τ − τ τ + λ − λ α τ τ∫ ∫

Используя лемму Гронуолла—Беллмана, получим неравенство

 

0

( )
( ) ( 1) ( ) ( 1)( ) ( ) 1 .

t

d
k k k ku t u t e

α τ τ∫− −
⎛ ⎞

− ≤ − ⋅ λ − λ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

 (7)

Из (6) на основе неравенства (7) справедлива оценка

||λ(k+1) – λ(k)||  q ||λ(k) – λ(k–1)||, 

где 0

( )
1

0

1 ( ) .

T
Tt dt

q M C e t dt
α∫−

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⋅ ⋅ − − α
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫

Если q < 1, то ( ) ( )lim , lim ( ) ( )k k

k k
u t u t∗ ∗

→∞ →∞
λ = λ =

 
(равномерно по t на отрезке [0, T]). 

Следовательно, {λ*, u*(t)} является решением обратной задачи (3), (4). Тогда функ-

ция x*(t) = λ* + u*(t) будет решением задачи (1), (2).

Доказательство единственности проведем от противного. Пусть x*(t), x**(t) — два 

решения задачи (1), (2). Тогда пары {λ* = x*(0), u*(t) = x*(t) + x*(0)}, {λ** = x**(0), 

u**(t) = x**(t) + x**(0)} являются решениями задачи (3), (4).

Аналогично оценкам (6), (7) устанавливаются оценки

1

0

( ) ( ) ( ) ,

T

M C t u t u t dt∗ ∗∗ − ∗ ∗∗λ − λ = ⋅ α −∫

0

( )

( ) ( ) 1 .

t

d

u t u t e
α τ τ∫∗ ∗∗ ∗ ∗∗

⎛ ⎞
− ≤ − ⋅ λ − λ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎝ ⎠

Откуда следует неравенство ||λ* – λ**||  q ||λ* – λ**||, но в силу условия теоремы q < 1, 

поэтому λ* = λ**, λ* = λ**.

Теорема доказана.
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Вышеизложенный алгоритм дает удовлетворительное приближение к решению 

обратных задач для дифференциальных уравнений с параметром вида (3), (4), к ко-

торым путем соответствующей замены приводятся краевые задачи для обыкновенных 

дифференциальных уравнений. 

В дальнейшем данный алгоритм реализуется студентами в виде программы в си-

стеме компьютерной математики Mathcad. Приведем несколько таких учебных об-

ратных задач для обыкновенных дифференциальных уравнений, решения которых 

студентами найдены с использованием Mathcad.

Пример 1. На отрезке [0; 0.5] задана краевая задача

 

2
2

2
(sin ) 1,

d y
t y t

dt
= ⋅ + +  t ∈ (0; 0.5) (8)

 y(0) = 1, y(0.5) = 0. (9)

Сведя ее к эквивалентной обратной задаче для системы обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений первого порядка, студенты получают 

 

1

2
2

0 1 0 1 0
, (0) 0, ,

sin 0 sin 0 1

udu
u u u

udt t t t

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ + ⋅ λ + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ + ⎠ ⎝ ⎠

 (8′)

 

1 0 0 0 1
(0.5) .

1 0 1 0 0
u

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ λ + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (9′)

Для полученной задачи все условия теоремы выполняются: 1
1 0

,
2 2

M − ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎝− ⎠

 α(t) = 1, 

q = 0,45, поэтому изложенный выше алгоритм сходится.

Ниже на рис. 1, 2 приведены полученные студентами результаты расчетов.

Поскольку точное решение рассматриваемой задачи найти непросто, для сравне-

ния пунктирной линией приведено ее решение Y(t), полученное конечно-разностным 

методом (рис. 1, 2).

При этом до сведения студентов доводится тот факт, что условия теоремы не яв-

ляются необходимыми. Это означает, что итерационная последовательность при не-

выполнении этих условий может оказаться как расходящейся, так и сходящейся. Для 

наглядности приведем примеры 2, 3.

1

2.2799

0 0

0.2228 0.1046

0.4348 0.2168
(0.001)

0.6353 0.3344

0.8238 0.4558

1 0.5798

u

⎛ ⎞
λ = ⎜ ⎟⎝− ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎜ ⎟
−⎜ ⎟= ⎜ ⎟−⎜ ⎟

⎜− ⎟
⎜ ⎟⎝ − ⎠

Рис. 1. Численное решение задачи (8′), (9′)
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Рис. 2. Графическая интерпретация решения задачи (8), (9)

Пример 2. На отрезке [0; 1] рассматривается краевая задача

2

2
2 2 4 ,

d y dy
t y t

dtdt
− ⋅ − ⋅ = − ⋅

y(0) – y′(0) = 0, y(1) = 1 + e = 3,718,

которую можно свести к эквивалентной обратной задаче для системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений первого порядка: 

1

2

0 1 0 1 0
, (0) 0, ,

2 2 2 2 4

udu
u u u

udt t t t

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ + ⋅ λ + = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝− ⎠ ⎝ ⎠

1 1 0 0 0
(0) (1) .

1 0 1 0 1
u u

e

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ + ⎠

Для этой задачи α(t) = 3, 1
0,333 0,667

,
0,667 0,667

M − ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎝− ⎠  

q = 2,38. Видно, что второе условие 

теоремы 1 для нее не выполняется. Поэтому итерационный процесс, реализованный 

в программе, расходится.

Пример 3. Для заданной на отрезке [0; 0,5] краевой задачи

 

2
2

2
0,

d z
a z

dt
− ⋅ =  t ∈ (0; 0,5) (12)
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 z(0) = z0, z(0,5) = z1 (13)

даже при невыполнении условий теоремы, итерационная последовательность схо-

дится. 

Действительно, осуществляя эквивалентные преобразования, сведем ее к обратной 

задаче для системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка:

 

1

2 2
2

0 1 0 1
, (0) 0, ,

0 0

udu
u u u

udt a a

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ⋅ + ⋅ λ = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (12′)

 

0

1

1 0 0 0
(0) (0,5) .

1 0 1 0

z
u u

z

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⋅ + ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (13′)

Возьмем a = 1, z0 = 0, z1 = 1. В этом случае α(t) = 1. Непосредственные вычисления 

показывают, что матрица M обратима, но второе условие теоремы не выполняется 

(q < 1). Несмотря на это, итерационная последовательность сходится. Результаты 

расчетов представлены на рис. 3, 4.

3

1

1.919

00

0.1922 9.6031 10

0.3864 0.0385
(0.0001)

0.5844 0.087

0.7882 0.1556

1 0.2449

u

−

⎛ ⎞
λ = ⎜ ⎟⎝ ⎠

⎛ ⎞
⎜ ⎟×⎜ ⎟
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

Рис. 3. Численное решение задачи (12′), (13′)

Рис. 4. Графическая интерпретация решения задачи (12), (13)
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Здесь для сравнения приближенного решения y(t) задачи (12′), (13′), полученного 

рассмотренным выше методом, представлено точное решение Yt(t) исходной задачи, 

а также ее решение Yp(t), полученное конечно-разностным методом.

Как видно из сравнительного анализа решений, предлагаемый алгоритм дает до-

статочно хорошее приближение к решению обратных задач для системы дифферен-

циальных уравнений с параметром вида (3), (4) и эквивалентной ей системы краевых 

задач для обыкновенных дифференциальных уравнений вида (1), (2) и может с успе-

хом применяться на практике. Использование для реализации вычислительного ал-

горитма системы компьютерной математики Mathcad позволяет наглядно представить 

вычислительный алгоритм, понять и проанализировать его, быстро увидеть измене-

ние результатов при изменении данных и наглядно отобразить их графически, что, 

безусловно, привлекательно. Кроме того, наличие в данной системе большого коли-

чества встроенных функций позволяет облегчить его реализацию, не отвлекаясь от 

сути вычислительного метода, что очень важно в обучении.

Изложим конечно-разностный алгоритм решения еще одной постановки обратной 

задачи для обыкновенного дифференциального уравнения, которая рассматривает-

ся в процессе обучения студентов обратным задачам для обыкновенных дифферен-

циальных уравнений.

Пусть дано обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка с неиз-

вестным коэффициентом

 
y′′ + a(x)y = 0, y = y(x, α), 

2

2
,

d
y y

dx
=′′  a(x) ∈ C(–, +); x, α ∈ R, (14)

удовлетворяющее начальным условиям

 y(x, α)|x=α = 1, y′(x, α)|x=α = 0. (15)

Здесь x — независимая переменная, α — числовой параметр.

По заданной дополнительной информации о решении задачи (14), (15) при фик-

сированном значении переменной x = x*

 y(x*, α) = φ(α), x* — const, α ∈ R (16)

требуется восстановить неизвестный коэффициент a(x) и найти решение y = y(x, α).

При рассмотрении данной обратной задачи, до студентов доводятся сведения о 

том, что уравнение (14), которое в литературе встречается под названием уравнения 

Хилла [31], используется в геофизике, электродинамике, волновых процессах, гар-

монических колебаниях и др. Вопросами корректности решения прямой задачи для 

этого уравнения занимались А.М. Ляпунов, Н.Е. Жуковский, М.Г. Крейн, Ж. Борг, 

В.М. Старжимский, В.А. Якубович и другие ученые. Единственность и существова-

ние решения обратной задачи (14)—(16) исследованы в работе [2]. 

Конечно-разностный алгоритм нахождения приближенного решения обратной 

задачи заключается в следующем.

1. Непрерывная область изменения аргументов x, α заменяется дискретным мно-

жеством D(h) = {(kh, ih): k = –n, n, i = –n, n}, h > 0. В узлах (k, i), k, i = –n, n введенной 

области D(h) определяются сеточные функции целочисленных аргументов v(k, i) = vk
i, 

a(k) = ak, φ(i) = φi. И значения функций y(xk, αi), a(xk), φ(αi) в них заменяются соот-

ветствующими значениями сеточных функций vk
i, ak, φi.
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2. Соотношения (14)—(16) заменяются разностным аналогом 

 

1 1

2

2
0,

i i i
ik k k

k k

v v v
a v

h
+ −− +

+ =
 
(i, k) ∈ D(h), (17)

 vi
i = 1, i = –n, n, (18)

 

1 1 0,
2

i i
i iv v

t
+ −−

=
 
i = –n + 1, n – 1, (19)

 vi
i = φi, i = –n, n, (20)

из которых требуется определить входящие в него неизвестные сеточные функции 

{vk
i}, {ak}, k, i = –n, n.

Ниже представлен вычислительный алгоритм их нахождения. 

Введем обозначение: 2 – akh2 = ck. Положив в (17) i = k, и, учитывая (18), (19), 

определим выражения для ck при 

 k < 0: ck = 2vk
k+1 и (21)

 k > 0: ck = 2vk
k–1. (22)

Рассмотрим случай k > 0. Полагая в (22) i = k = 1, найдем c1 = 2φ1. 

При i = k = 2 имеем c2 = 2v1
2, где v1

2 определяется из соотношений (17)—(18) при 

i = 2, k = 1

2 2 2
0 1 1 2

2 2
0 2 2

0,

, 1.

v c v v

v v

⎧ − + =⎪
⎨

= ϕ =⎪⎩

Для определения каждого из следующих значений ck, k = 3, n необходимо пред-

варительно найти vk
i, i = 3, n, k = 1, i – 1. Для этого имеем трехточечные задачи с кра-

евыми условиями, которые могут быть решены методом прогонки:

1 1

0

0,

, 1,

3, , 1, 1.

i i i
k k k k

i i
i i

v c v v

v v

i n k i

+ −⎧ − + =
⎪⎪ = ϕ =⎨
⎪ = = −⎪⎩

Аналогично могут быть найдены и значения ck при k < 0. Это потребует предвари-

тельного определения vk
i, i = –1, –n, k = –1, i – 1.

Для нахождения c0 может быть использовано соотношение
 

0
0

( )
lim ,
x

x
a

x→

ϕ′=
 
пред-

ставленное в терминах сеточной функции i: 
1 1

0 2

2
,i i ia

h
+ −ϕ − ϕ +ϕ

=  или же интерполя-

ционный многочлен Ньютона для равноотстоящих узлов.

Чтобы определить значения функции vk
i в оставшейся области, следует восполь-

зоваться выражением (17), предварительно преобразовав к виду



Бидайбеков Е.Ы. и др. Применение компьютерных технологий при обучении студентов...

67

vi
k+1 = ckvk

i – vi
k–1, k = 0, n – 1, i = –n, k – 1,

vi
k–1 = ckvk

i – vi
k–1, k = –n + 1, 0, i = k + 1, n. 

Построенный алгоритм дает удовлетворительное приближение {ak} к истинному 

значению коэффициента a(x), а сеточная функция {vk
i }, k, i = –n, n достаточно хоро-

шо аппроксимирует непрерывную функцию y(x, α).

Вопрос о сходимости разностной схемы остается пока открытым. 

Результаты расчетов при a(x) = –4, h = 0,2, n = 5 представлены на рис. 5, 6.

u =

–5 –4 –3 –2 –1 0 1 2 3 4 5

λ =

–5

–5 1 1.081 1.337 1.811 2.577 3.762 5.557 8.253 12.287 18.313 27.308 –5 –4.054

–4 1.081 1 1.081 1.337 1.811 2.577 3.762 5.557 8.253 12.287 18.313 –4 –4.054

–3 1.337 1.081 1 1.081 1.337 1.811 2.577 3.762 5.557 8.253 12.287 –3 –4.054

–2 1.811 1.337 1.081 1 1.081 1.337 1.811 2.577 3.762 5.557 8.253 –2 –4.054

–1 2.577 1.811 1.337 1.081 1 1.081 1.337 1.811 2.577 3.762 5.557 –1 –4.054

0 3.762 2.577 1.811 1.337 1.081 1 1.081 1.337 1.811 2.577 3.762 0 –4.054

1 5.557 3.762 2.577 1.811 1.337 1.081 1 1.081 1.337 1.811 2.577 1 –4.054

2 8.253 5.557 3.762 2.577 1.811 1.337 1.081 1 1.081 1.337 1.811 2 –4.054

3 12.287 8.253 5.557 3.762 2.577 1.811 1.337 1.081 1 1.081 1.337 3 –4.054

4 18.313 12.287 8.253 5.557 3.762 2.577 1.811 1.337 1.081 1 1.081 4 –4.054

5 27.308 18.313 12.287 8.253 5.557 3.762 2.577 1.811 1.337 1.081 1 5 –4.054

Рис. 5. Результаты численного решения задачи (14)—(16)

Рис. 6. Графическая интерпретация численного решения задачи (14)—(16)
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Приближенное решение на рис. 6 представлено пунктирной линией (черного цве-

та), точное решение — сплошной (зеленой) линией. Точность при необходимости 

можно повысить путем уменьшения шага h.

В процессе обучения обратным задачам для дифференциальных уравнений сту-

денты овладевают математическими методами решения различных задач определения 

коэффициентов дифференциальных уравнений, правой части, начальных условий 

по некоторым известным функционалам его решения, осмысливают методологию 

исследования неизвестных свойств объектов и явлений, опирающуюся на принципы 

организации теоретических и практических исследований. Такой подход к обучению 

обратным задачам способствует расширению мировоззрения студентов, которые 

осознают взаимопроникновение и взаимообогащение научных методов, подходов и 

приемов, разработанных в разных областях знаний. Достижение полноценного ре-

зультата в обучении обратным задачам возможно при условии применения конкрет-

ных методов их решения. В этом случае решение обратных задач выступает и как 

цель, и как средство обучения. Этот вид учебной деятельности студентов служит сред-

ством формирования и развития прикладной математической культуры; способству-

ет глубокому и прочному усвоению сложных определений, понятий, методов и под-

ходов, используемых при решении обратных задач; способствует формированию 

умений и навыков исследования обратных задач; создает условия для осуществления 

профессиональной ориентации. 
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USING COMPUTER TECHNOLOGIES IN TRAINING STUDENTS 
OF HIGHER EDUCATION INSTITUTIONS TO THE INVERSE 

PROBLEMS FOR THE ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS

E.Y. Bidaybekov1, V.S. Kornilov2, G.B. Kamalova1, N.Sh. Akimzhan1

1 Chair of informatics and informatization of aducation

Kazakh national pedagogical university Abai

Tole bi str, 86, Almaty, Kazakhstan, 050012
2 Computer Science and Applied Mathematics Chair

Moscow City Pedagogical University

Sheremetjevskaya str., 29, Moscow, Russia, 127521

In article methodical aspects of training of students of physical and mathematical and natural-science 

specialties in the inverse problems for the ordinary differential equations are stated. Algorithms of the solution 

of some statements of the inverse problems for the ordinary differential equations which are included into 

the content of such training are given. Results of calculations of numerical solutions of the corresponding 

inverse problems are given in system of computer mathematics of Mathcad.

Key words: training in the inverse problems for the ordinary differential equations, computer technologies, 

system of computer mathematics of Mathcad, a numerical method of the solution of the inverse problems 

for the ordinary differential equations, the student.
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