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При обучении обратным задачам для дифференциальных уравнений у бакалавров и маги-

странтов формируются фундаментальные знания в области методов математической физики, 

при помощи которых могут быть исследованы разнообразные математические задачи. При-

водятся постановки учебных обратных задач для дифференциальных уравнений, для иссле-

дования которых применяются методы математической физики, а также краткая схема их 

исследования с формулировкой полученных результатов. Демонстрируются такие методы 

математической физики, как метод характеристик, метод Фурье, метод свертки, формула 

Кирхгофа, которые бакалавры и магистранты применяют при решении обратных задач на 

учебных занятиях.

Ключевые слова: обучение обратным задачам для дифференциальных уравнений, методы 

математической физики, прикладная математика, бакалавр, магистрант

Основополагающими нормативными документами, содержащими требования 

к реализации образовательных программ подготовки в высших учебных заведе-

ниях бакалавров и магистрантов, являются Федеральные государственные об-

разовательные стандарты высшего профессионального образования, утвержден-

ные Министерством образования и науки РФ. Среди таких требований — харак-

теристика направления подготовки и профессиональной деятельности, 

требования к результатам освоения образовательных программ, к структуре об-

разовательных программ и другие требования. Требования к структуре образова-

тельных программ включают перечень изучаемых учебных циклов, содержание 

учебных циклов, имеющих базовую и вариативную части. Содержание этих учеб-

ных циклов включает учебные дисциплины, наличие которых определяется про-

фессиональной направленностью обучения.

Профессиональная направленность обучения бакалавров и магистрантов по 

направлениям подготовки 231300 — «Прикладная математика», 010900 — «При-

кладная математика и физика», 010400 — «Прикладная математика и информа-

тика», 010200 — «Математика и компьютерные науки», 010800 — «Механика и 

математическое моделирование», 010100 — «Математика», 011200 — «Физика» и 

другим направлениям подготовки бакалавров и магистрантов определяет пере-

чень математических учебных дисциплин, входящих в соответствующие образо-

вательные программы, по которым ведется такое обучение [22; 23].

Среди таких базовых математических учебных дисциплин — математический 

анализ, функциональный анализ, комплексный анализ, аналитическая геометрия, 
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алгебра, методы оптимизации, теория вероятностей и математическая статисти-

ка, дискретная математики и математическая логика, численные методы, инте-

гральные уравнения и другие математические учебные дисциплины. Фундамен-

тальные знания по вышеперечисленным базовым математическим учебным дис-

циплинам позволяют бакалаврам и магистрантам освоить разнообразные методы 

математической физики, с помощью которых могут быть исследованы как обык-

новенные дифференциальные уравнения, так и дифференциальные уравнения в 

частных производных, которые также относятся к базовым математическим учеб-

ным дисциплинам. Среди таких методов математической физики — метод Дюа-

меля, метод Фурье, метод характеристик, метод функции Грина, метод оператор-

ных уравнений Вольтерра, метод С.Л. Соболева, метод шкал в банаховых про-

странствах аналитических функций, метод свертки, формула Даламбера, 

формула Пуассона, формула Кирхгофа, принцип максимума, преобразование 

Лапласа и другие методы математической физики [1; 3; 16; 20; 21].

Вместе с тем с помощью перечисленных методов математической физики 

успешно исследуются и обратные задачи для дифференциальных уравнений, ко-

торые в настоящее время преподаются в виде специальных курсов во многих 

высших учебных заведениях России для бакалавров и магистрантов, обучающих-

ся по физико-математическим направлениям подготовки, отмеченным выше [2; 

4—15; 17—19; 24]. Большой вклад в развитие методов исследования обратных 

задач для дифференциальных уравнений вносят работы А.С. Алексеева, В.А. Ам-

барцумяна, А.В. Баева, Г. Борга, П.Н. Вабишевича, А.О. Ватульяна, В.В. Васина, 

И.М. Гельфанда, А.М. Денисова, С.И. Кабанихина, М.Г. Крейна, М.М. Лаврентьева, 

Б.М. Левитана, А.И. Прилепко, В.Г. Романова, А.Н. Тихонова, В.А. Юрко, 

В.Г. Яхно и других ученых [4; 6; 7; 10; 17—19].

В качестве примеров продемонстрируем применение некоторых методов ма-

тематической физики при исследовании обратных задач для дифференциальных 

уравнений. Для краткости изложения будут приведены постановки обратных 

задач, входящих в содержание обучения бакалавров и магистрантов, применяе-

мый метод математической физики, общая схема исследования обратной задачи 

с формулировкой полученного результата.

Метод характеристик

Студентам предлагается исследовать обратную задачу определения неизвест-

ного коэффициента a+(x) в области x > 0 из дифференциального уравнения в 

частных производных гиперболического типа при начальных и граничных усло-

виях

 Utt = Uxx – a(x)Ut, x ∈ R, x ≠ 0, t ∈ R, (1)

 U|t<0 ≡ 0, (2)

 [U]x=0 = 0, [Ux]x=0 = α · δ(t), t ≥ 0 (3)
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и дополнительной информации

 U(+0, t) = f(t), t > 0.  (4)

В (1)—(4) a(x) = a–, x < 0; a(x) = a+(x), x > 0; 0
0 0

[ ] = lim ( , ) lim ( , );x
x x

U U x t U x t= →+ →−
−

 

[ ] 0 0 0
lim ( , ) lim ( , ) ( ),x x xx x x

U U x t U x t t= →+ →−
= − = αδ

 
δ(t) — дельта-функция Дирака, a–, α — 

известные константы.

Студентам прежде всего предстоит выделить у функции U(x, t) как решения 

прямой задачи (1)—(3), сингулярную часть [5; 18; 19]:

 U(x, t) = λ(x)θ(t – | x |) + U*(x, t), (5)

где θ(t –| x |) — тета-функция Хевисайда; U(x*, t) — непрерывная функция при переходе 

через поверхность t = | x |, λ(x) может быть найдена стандартным методом выделения осо-

бенностей:

λ(x) = λ–(x), x < 0; λ(x) = λ+(x), x >0; λ–(x) = γφ–(x), λ+(x) = γφ+(x);

 

( )
0

1 1
( ) exp , ( ) exp .

2 2

x

x a x x a d− − + +
⎛ ⎞⎛ ⎞ϕ = ϕ = − ξ ξ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠∫  (6)

После несложных преобразований студенты получают следующие соотноше-

ния (если t < | x |, то U ≡ 0, а если t > x > 0, t > –x > 0, то U = U*):

 Utt = Uxx – a(x)Ut, (x, t) ∈ D– ∪ D+, (7)

 U(x, | x |) = λ(x), x ∈ R, (8)

 [U]x=0 = 0, [Ux]x=0 = 0, (9)

 U(+0, t) = f(t), t > 0. (10)

где D– = {(x, t) | t > –x > 0}, D+ = {(x, t) | t > x > 0}.

Для исследования свойств решения прямой задачи (7)—(9) и в дальнейшем 

построения системы уравнений обратной задачи студенты реализуют метод ха-

рактеристик, с помощью которого дифференциальное уравнение в частных про-

изводных второго порядка (7) может быть сведено к системе дифференциальных 

уравнений в частных производных первого порядка

 
Ф , 1, 2, 3,i i iP i

t x

∂ ∂⎛ ⎞+ ν = =⎜ ⎟⎝ ⎠∂ ∂
 (11)
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а соотношения (8), (9) к виду (13)
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⎪
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 (13)

Применяя методы исследования подобных обратных задач, разработанные 

В.Г. Романовым [5—8; 17—19], студенты строят систему нелинейных интеграль-

ных уравнений Вольтерра второго рода относительно функций Ф3(x, t), a+(x). 

Данная система уравнений имеет малый параметр. Это обстоятельство позволя-

ет студентам применить в малой области принцип сжатых отображений и доказать 

корректность решения обратной задачи. Приведем эти результаты.

Лемма 1. Если a+ ∈ C[0, T/2], то f(t) ∈ C1[0, T], t > 0, x = +0 и f(+0) = –(1/2)α.

Теорема 1. Пусть f(t) ∈ C1(0, T) и f(+0) = –(1/2)α. Тогда при малом T > 0 и 

x ∈ (0, T/2) решение обратной задачи (1)—(4) существует, единственно и принад-

лежит классу C[0, T/2].

Пусть Q+(M, T) = {a+(x) | || a+ ||C[0, T/2]  M}.

Теорема 2. Пусть a+(x), a+(x) ∈ Q+(M, T) и f(t), f (t) ∈ C1(0, T) — дополнительная 

информация о решении прямой задачи (1)—(3) при t > 0, x = +0. Тогда

|| a+(x) – a+(x) ||C[0, T/2]  C || f ′(t), f ′(t) ||C[0, T], C — константа.

Метод Фурье

В процессе обучения обратным задачам бакалаврам и магистрантам может 

быть предложена следующая обратная задача для дифференциальных уравнений 

в частных производных параболического типа [19]. Требуется найти начальное 

состояние ограниченного нагретого стержня, если решение краевой задачи

 Ut = Uxx, 0 < x < π, t > 0, U = U(x, t), (14)

 U(0, t) = U(π, t) = 0, t > 0, U(x, 0) = φ(x), 0  x  π (15)
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известно в фиксированный момент времени t = T:

 U(x, t) = ψ(x), 0  x  π. (16)

Студенты решение задачи (14)—(16) при общих предположениях о функции 

φ(x) выписывают с помощью метода Фурье

 

2

  1

( , ) exp( ) sin( ).n
n

U x t n t nx
∞

=
= − ϕ∑  (17)

В (17) φn — коэффициенты Фурье функции φ(x) по системе функций sin(nx), 

n = 1, 2, … Полагая в формуле (17) t = T, студенты получают выражение

 

2

  1

( ) exp( ) sin( ),n
n

x n T nx
∞

=
ψ = − ϕ∑

 

0  x  π. (18)

Откуда следует, что φn = exp(n2T)ψn, n = 1, 2, …, где ψn — коэффициенты Фурье 

функции ψ(x). Так как коэффициенты φn, n = 1, 2, …, однозначно определяют 

любую функцию φ(x) ∈ L2[0, π], то решение обратной задачи единственно в клас-

се функций L2[0, π].

При решении обратной задачи студенты делаю два важных замечания, демон-

стрируя тем самым фундаментальные знания по математическому и функцио-

нальному анализу:

1) предельное условие (15) выполняется только в следующем смысле:

[ ]2
0

0

lim ( , ) ( ) 0
t

U x t x dx

π

→+
−ϕ =∫ ;

2) для существования решения обратной задачи необходимо и достаточно вы-

полнения условия

2 2

1

exp(2 ) .n
n

n T
∞

=
ψ < ∞∑

Метод свертки

В процессе обучения обратным задачам для дифференциальных уравнений 

бакалаврам и магистрантам предлагается исследовать следующую обратную за-

дачу для телеграфного уравнения [19].

Требуется вычислить неизвестный коэффициент a(x) из следующих соотно-

шений:

 Utt – Uxx = a(x)Ut + δ(x, t), x ≥ 0, t ∈R, (19)

 U|t<0 ≡ 0, Ux|x=0 = 0 (t > 0), (20)
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 U(0, t) = f(t), t > 0, (21)

где δ(x, t) — дельта-функция Дирака, а выражение (21) — дополнительная информация 

о решении прямой задачи (19), (20).

При этом студентам в процессе исследования этой обратной задачи нужно 

применить метод свертки, при помощи которого решение прямой задачи (19), 

(20) может быть выписано через фундаментальное решение G1(x, t) = θ(t – | x |)/2 

задачи Коши

(G1)tt – (G1)xx = δ(x, t), (x, t) ∈ R2, G1|t<0 ≡ 0.

Это решение имеет вид

( )
2

1( , ) ( , ) ( ( ) ( , ) 2 ( , ))

(1/ 2) ( ) 2 ( , ) ( ) ( , ) .

t

R

U x t G x t a x U x t x t

t x a U d dτ

= ∗ + δ =

= θ − τ − − ξ δ ξ τ + ξ ξ τ ξ τ∫

Откуда

 

U(x, t) = θ(t – | x |) + (1/2)

P 0

( ) ( , ) .

t xx t

x t

a d U d

− −ξ+

τξ ξ ξ τ τ∫ ∫  (22)

Полученное соотношение (22) при t ≥ | x | имеет вид

 

U(x, t) = 1 + (1/2)

( )/2

( )/2

( ) ( , ) . 

x t

x t

a U t x d

+

−

ξ ξ − − ξ ξ∫  (23)

Из (23), после несложных преобразований, студенты получают интегральное 

уравнение Вольтера второго рода относительно искомого коэффициента a(x)

 

a(t/2) = 2f ′(t) + (1/4)a(t/2)

0

t

a∫ (ξ/2)φ(ξ/2)dξ + 2

/2

0

t

a∫ (ξ)V(ξ, t – ξ)dξ, (24)

где V(x, t) = Ut(x, t).

В дальнейшем, применяя принцип сжатых отображений, метод последова-

тельных приближений, студенты доказывают существование и единственность 

решения обратной задачи в области D(T) = {(x, t) | | x |  t  T – | x |}.

Сформулируем лишь теорему, результаты которой демонстрируют оценку ус-

ловной устойчивости решения рассматриваемой обратной задачи.

Лемма 2. Если a ∈ C[0, T/2], то f(t) ∈ C1[0, T], t > 0, x = 0 и f(0) = –1.

Пусть Q(M, T) = {a(x) | || a ||C[0, T/2]  M}.

Теорема 3. Пусть a(x), a(x) ∈ Q(M, T), f(t), f (t) ∈ C1(0, T) — дополнительная ин-

формация о решении прямой задачи (19), (20) на полуоси t > 0, x = 0. Тогда не-

равенство

||a(x) – a(x)||C[0, T/2]  C|| f ′(t) – f ′(t) ||C[0, T].
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Формула Кирхгофа

Для примера рассмотрим одну из обратных задач для трехмерного дифферен-

циального уравнения в частных производных гиперболического типа, которая 

входит в содержание обучения бакалавров и магистрантов обратным задачам [18; 

19], для нахождения решения которой применяется формула Кирхгофа.

Студентам предлагается вычислить коэффициент a(z) из следующих соотно-

шений

ПU ≡ Utt – ΔU = a(z)U + δ(M, t), U = U(M, t), M = (x, y, z),

 (x, y) ∈ R2, z > 0, t ∈ R, (25)

 U|t<0 ≡ 0, Uz|z=0 = 0 (t > 0), (26)

 U(M1, t) = f(t), (t > 0). (27)

В (25) — δ(M, t) — дельта-функция Дирака; M1 = (x1, y1, 0) — фиксированная 

точка пространства R3, (27) — дополнительная информация о решении прямой 

задачи (25), (26).

При этом студентам нужно использовать метод свертки, который позволяет по-

строить интегральное уравнение относительно решения прямой задачи (25), (26)

[ ]
4

3( , ) ( , ) ( ( ) ( , ) 2 ( , ))

1  ( ) ( ( , )  
( ) ( , ) 2 ( , ) ,

4 ( , )
R

U M t G M t a z U M t M t

t t r P M
a U P P dPd

r P M

= ∗ + δ =
θ − τ δ − τ −= ς τ + δ τ τ

π ∫

 P = P(ξ, η, ς), 2 2 2( , 0) .r M x y z= + +  (28)

В (28) функция G3(M, t) = θ(t)δ(t – r(M, 0)(1/4πr(M, 0))— решение задачи: 

ПG3 = δ(M, t), G3|t<0 ≡ 0.

В дальнейшем студенты применяют стандартный метод выделения сингуляр-

ной части

 ( , )

1 ( ( , 0)) 1 ( ) ( , ( , ) 
( , ) .

2 ( , 0) 4 ( , )
r P M t

t r M a U P t r P M
U M t dP

r M r P M≤

δ − ς −= ⋅ +
π π ∫∫∫  (29)

Откуда

 

( , )

( , )

( ) ( ( , ) ( , 0)) 
( , )

( , ) ( , 0)

1 ( ) ( , ( , )
,

4 ( , ) 

r P M t

r P M t

a t r P M r P
V M t dP

r P M r P

a V P t r P M
dP

r P M

≤

≤

ς δ − −= +

ς −+
π

∫∫∫

∫∫∫  (30)

где 
( ( , 0))

( , ) ( , ) .
2 ( , 0)

t r M
V M t U M t

r M

δ −= −
π
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После перехода к сферическим координатам студенты получают интегральное 

уравнение Вольтерра

 

2 2

2 2

( ( , 0))/2

2 2
( ( , 0))/2

3

2 2

( , 0) ( , )

1
( , ) ( )

( , 0) 

1
( , 0) ( ) ( , ( , ) . 

4 ( , 0) 

y t r M

y t r M

t

r M S M t

V M t a d
t r M

d
r P a V P t r P M d

r M

+ −

− −

= ς ς +
−

τ+ ς − ω
π τ −

∫

∫ ∫∫  (31)

Интегральное уравнение для коэффициента a(z) несложно построить, если 

продифференцировать (31) по t и учесть (27).

Дальнейшее исследование обратной задачи студенты проводят по стандартной 

схеме, разработанной В.Г. Романовым, используя принцип сжатых отображений 

и метод последовательных приближений.

В процессе исследования обратных задач для дифференциальных уравнений, 

бакалавры и магистранты приобретают умения и навыки применения разно-

образных методов математической физики, которые им преподавались в учебных 

курсах математического, функционального, векторного анализа, аналитической 

геометрии, алгебры, интегральных уравнений и других учебных курсах, осознают 

широту их использования в исследованиях прикладных математических задач. 

Доказывая сложные теоремы существования, единственности и условной устой-

чивости решения разнообразных обратных задач, они демонстрируют фундамен-

тальные знания как в области теории и методологии обратных задач, так и в об-

ласти методов математической физики.
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FORMATION OF FUNDAMENTAL KNOWLEDGE OF STUDENTS 
IN THE FIELD OF METHODS OF MATHEMATICAL PHYSICS IN 

TRAINING INVERSE PROBLEMS FOR DIFFERENTIAL EQUATIONS

V.S. Kornilov

Department of informatization of education

Moscow city pedagogical university

Sheremetyevskaya str., 29, Moscow, Russia, 127521

In article the attention that when training in the inverse problems for the differential equations at 

bachelors and undergraduates fundamental knowledge in the field of methods of mathematical physics 

whom allows to investigate various educational mathematical tasks successfully is formed is paid. 

Statements of educational inverse problems for the differential equations to which research methods 

of mathematical physics, and also the short scheme of their research with the formulation of the received 

results are applied are given. Such methods of mathematical physics as a method of characteristics, 

Fourier’s method, a convolution method, Kirchhoff’s formula which bachelors and undergraduates 

apply at the solution of the inverse problems on studies are shown.

Key words: training in the inverse problems for the differential equations, methods of mathematical 

physics, applied mathematics, the bachelor, the undergraduate
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